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1.Ââåäåíèå

×àñòî èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâ-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
âñòðå÷àåò ðÿä òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæ-
íîñòÿìè ïîëó÷åíèÿ è àíàëèçà èõ ðåøåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òåîðèÿ õîðîøî ðàçâèòà äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, êëàññè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû êîòîðîé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñòàíäàðòíûõ óíèâåð-
ñèòåòñêèõ êóðñàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Â òî æå âðåìÿ ñôîðìóëèðîâàòü îáùèå ïîäõîäû äëÿ
àíàëèçà ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå óäàåòñÿ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì îñíîâíîé óïîð çà÷àñòóþ äåëàåòñÿ ëèøü íà èññëå-
äîâàíèè ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ, ñïðàâåäëèâûõ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû. Îäíèì èç òàêèõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè âåê-
òîðíîãî ïîëÿ: åñëè îêðåñòíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå ñîäåðæèò îñîáîé òî÷êè, òî ëþ-
áîå âåêòîðíîå ïîëå â íåé âûïðÿìëÿåìî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
äèôôåîìîðôèçìà [1].

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûì ïîñâÿùåíî äàííîå ïîñîáèå,
íàïðîòèâ, ïðèìåíÿþòñÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû.
Ìåòîä íîðìàëüíîé ôîðìû Àíðè Ïóàíêàðå (1854�1912) ïðèìå-
íÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ àíàëèòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ, çàïè-
ñàííûõ â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè, à ìåòîä íîðìàëèçàöèè Äæîð-
äæà Áèðêãîôà (1884�1944) òðåáóåò ãàìèëüòîíîâîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû. Ñóòü îáîèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â ìàêñèìàëüíîì
óïðîùåíèè ñèñòåìû, ïðèâåäåíèþ åå ê òàê íàçûâàåìîé íîðìàëü-
íîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì êëàññ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Èññëåäîâàíèå ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåì â
íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò îöåíèòü âëèÿíèå îñòàâøèõñÿ íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ, óáðàòü
êîòîðûå ïî íåêîòîðûì ïðè÷èíàì óæå íå óäàåòñÿ. Ïðè íåîáõî-
äèìîñòè, èñïîëüçóÿ îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî ïåðåéòè ê
èñõîäíûì ïåðåìåííûì ñèñòåìû.
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2.Ìåòîä íîðìàëüíîé ôîðìû Ïóàíêàðå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ôîðìå Êîøè:

ẋ = f(x), x = [x1, . . . , xn]
T
, f = [f1, . . . , fn]

T
. (1)

Ïåðåìåííûå x ∈ X, ãäå X � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (1),
ôóíêöèè f àíàëèòè÷åñêèå è íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Ñ÷èòàåì
òàêæå, ÷òî x = 0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû: f(0) = 0.

Èäåÿ ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñëåäî-
âàòåëüíî, èñïîëüçóÿ îáðàòèìûå àíàëèòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
x → y → . . ., óïðîñòèòü ñèñòåìó (1), îñòàâèâ â íåé ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ äî ëþáîãî ïîðÿäêà ðàçëîæå-
íèÿ ôóíêöèé f â ðÿä â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Çà-
äà÷ó ìàêñèìóì ìîæíî áûëî áû ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ïîïðîáóåì
íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ ïðè-
âåäåò ñèñòåìó (1) ê íàáîðó n íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
ẋi = λixi, i = 1, . . . , n, λi = const. Òîãäà áåç òðóäà èíòåãðèðóÿ
êàæäîå óðàâíåíèå è ïðèìåíÿÿ îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî
áûëî áû íàéòè ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðåàëèçàöèè
ýòîé èäåè.

Ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèé f â îêðåñò-
íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âûäåëèì â ïðàâîé ÷àñòè (1) ëèíåé-
íûå ñëàãàåìûå:

ẋ = Ax+ g(x), g = [g1, . . . , gn]
T
,

gi(x) =
∑

k1,...,kn

gik1,...,knx
k1
1 . . . xknn , ki > 0, k1 + . . .+ kn > 2.

Çäåñü A � ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçìåðà
n×n, gik1,...,kn � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû â ïîëèíîìå gi, ñóììà

k = k1 + . . .+ kn íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ìîíîìà gik1,...,knx
k1
1 . . . xknn .

Íà÷íåì ðåàëèçàöèþ ìåòîäà ñ óïðîùåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè.
Ïóñòü λ = [λ1, . . . , λn]

T
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì x → x̃, â êîòîðûõ ìàòðèöà A
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ïðèìåò äèàãîíàëüíûé âèä1:

˙̃x = Λx̃+ g̃(x̃), Λ = diag {λ1, . . . , λn} . (2)

Ïóñòü k � ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â
g̃ (òèëüäó íàä ïîëèíîìàìè è èõ êîýôôèöèåíòàìè â äàëüíåéøåì
îïóñêàåì). Ïîïðîáóåì èñêëþ÷èòü èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2)
âñå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå
x̃ → y, îòëè÷àþùååñÿ îò òîæäåñòâåííîãî íà îäíîðîäíûå ïîëè-
íîìû ýòîãî æå ïîðÿäêà:

x̃ = y + p(y), p(y) = [p1, . . . , pn]T ,

pi(y) =
∑

k1,...,kn

pik1,...,kny
k1
1 . . . yknn , ki > 0, k1 + . . .+ kn = k. (3)

Ïîëèíîì pi(y) ñîäåðæèò Ck
n+k−1 ìîíîìîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè pik1,...,kn , êîòîðûå òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû
ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k èñ÷åçëè èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2). Çà-
ìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå íå äîáàâëÿåò ñëàãà-
åìûõ ïîðÿäêà íèæå k â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2). Íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé çàìåíû (3) â (2) ïîëó÷èì(

E +
∂p

∂yT

)
ẏ = Λy + Λp+ g(y + p),

ẏ =

(
E +

∂p

∂yT

)−1
(Λy + Λp+ g(y + p)) ,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Ðàçëîæèì ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì y, îñòàâëÿÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ïî-
ðÿäêà íå âûøå k. Ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k â ôóíêöèÿõ g îáîçíà÷èì
êàê gk:

ẏ =

(
E− ∂p

∂yT

)
(Λy + Λp+ g(y + p)) + . . . =

= Λy + Λp+ gk(y)− ∂p

∂yT
Λy + . . .

1Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ íå ê äèàãîíàëüíîé, à ê æîðäàíîâîé
ôîðìå. Òåì íå ìåíåå, ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè, ñêàçàííîå äàëåå ñïðàâåäëèâî è â
ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû A â æîðäàíîâîé ôîðìå [7].
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Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà âûøå k, îáîçíà÷åííûõ â
ïîñëåäíåé ôîðìóëå òðîåòî÷èåì, ñïðàâåäëèâî ëèøü â òîì ñëó÷àå,
åñëè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîïûòêîé óñòðàíåíèÿ ñëàãàåìûõ äî ïî-
ðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî. Åñëè æå ìû õîòèì ïðîäîëæèòü ïðîöåäó-
ðó äî ïîðÿäêà k+ 1 è âûøå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ìåòîäà. Êîýôôèöèåíòû
ïîëèíîìîâ pik1,...,kn ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû â ïîëó÷åííîé ñèñòå-
ìå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k èñ÷åçëè. Ñëåäîâàòåëüíî,

Λp− ∂p

∂yT
Λy = −gk.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàþò ãîìîëîãè÷åñêèì. Çàïèøåì åãî
â ñêàëÿðíîì âèäå:

λipi −
n∑
j=1

∂pi
∂yj

λjyj = −gki , i = 1, . . . , n.

Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî pi. Â ñèëó ýòîãî ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îá èñêëþ÷åíèè êàæäîãî ñëàãàåìîãî,
âõîÿäùåãî â ïîëèíîì pi îòäåëüíî. Îñòàâèì â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ìîíîì ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì ïîêàçàòåëåé:
pik1,...,kny

k1
1 . . . yknn è gik1,...,kny

k1
1 . . . yknn . Òîãäà

(λi − k1λ1 − . . .− knλn) pik1,...,kny
k1
1 . . . yknn = −gik1,...,knyk11 . . . yknn .

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:

pik1,...,kn =
gik1,...,kn

k1λ1 + . . .+ knλn − λi
. (4)

Ðàçóìååòñÿ, ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òîëüêî åñëè çíàìåíàòåëü
íå ðàâåí íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó, îïðåäåëÿ-
þùóþ êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ p òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàìåíà
x̃→ y óáèðàåò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k â ñèñòåìå (2).

Íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå ñèñòåìû (2), ïîêàçàòåëè k1, . . . , kn > 0
êîòîðûõ òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

λi = k1λ1 + . . .+ knλn, k1 + . . .+ kn = k > 2.

íàçûâàþòñÿ ðåçîíàíñíûìè. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà
(èëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ) íàõîäèòñÿ â ðåçîíàíñå ïîðÿäêà k.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì âûøå àëãîðèòìîì âñå íåðåçîíàíñ-
íûå ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû
(2) ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåìûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
çàìåí. Â òî æå âðåìÿ ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå íå ìîãóò áûòü èìè
íè èñêëþ÷åíû, íè êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíû.

Íîðìàëüíîé ôîðìîé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ôîðìà, ñîäåðæà-
ùàÿ ëèøü ëèíåéíûå è ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå. Íîðìàëèçóþùèì
ïðåîáðàçîâàíèåì (âïëîòü äî ïîðÿäêà k) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé (3) ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè (4), ïðèâîäÿùèõ ñèñòåìó ê åå íîðìàëüíîé ôîðìå (âïëîòü
äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà k).

Âàæíîå ñëåäñòâèå: êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ, à òàê-
æå èõ ïîêàçàòåëè îïðåäåëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λ ìàòðèöû A, îáðàçóþùåé ëèíåéíóþ ÷àñòü. Åñëè
æå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ, íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü îïèñàííûå âûøå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïóàíêàðå�Äþëàêà: ñ
ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìó (1) ìîæíî

ïðèâåñòè ê ôîðìå, ñîäåðæàùåé ëèøü ëèíåéíûå è ðåçîíàíñíûå

ñëàãàåìûå.

Ïðèìåð 1. Ïðèâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ = λx+ gx2, λ, g = const, (5)

ê íîðìàëüíîé ôîðìå ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé x = y + py2, ãäå p � èñêîìûé êîýô-

ôèöèåíò. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå, ïîñëå ÷åãî ïîä-
ñòàâèì ẋ(y, ẏ) è x(y) â (5):

(1 + 2py)ẏ = λ(y + py2) + g(y + py2)2 =

= λy + (λp+ g)y2 + gpy3 + gp2y4.

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà 1 + 2py è ðàçëîæèì åãî â ðÿä:

ẏ = (1− 2py + 4p2y2 − . . .)
(
λy + (λp+ g)y2 + gpy3 + gp2y4

)
=

= λy + (g − λp)y2 + (2λp− g)py3 + . . .

Ïðèíèìàÿ p = g/λ, èñêëþ÷àåì ñëàãàåìîå âòîðîãî ïîðÿäêà. Íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà (5) äî òðåòüåãî ïîðÿäêà è íîðìàëèçóþùàÿ çàìå-
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íà:

ẏ = λy +
g2

λ
y3, x = y +

g

λ
y2.

Óïðàæíåíèå. Â óêàçàííîì âûøå ïðèìåðå íàéäèòå íîðìàëü-
íóþ ôîðìó è íîðìàëèçóþùóþ çàìåíó âïëîòü äî ÷åòâåðòãî ïî-
ðÿäêà.

Ïðèìåð 2. Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

ẋ1 = λ1x1 + g1(x1, x2), ẋ2 = λ2x2 + g2(x1, x2),

ãäå g1 è g2 � ïîëèíîìû ïîðÿäêà äâà è âûøå. Êàêèå èç ñîîòíî-
øåíèé îáåñïå÷èâàþò ðåçîíàíñ: 1) λ1 − 2λ2 = 0, 2) λ1 + 2λ2 = 0,
3) 3λ1− 4λ2 = 0? Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ óêàæåì íîðìàëüíûå ôîð-
ìû â íîâûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 → y1, y2.

1) Ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà: λ1 = 2λ2. Åäèíñòâåííîå ðåçî-
íàíñíîå ñëàãàåìîå â ïåðâîì óðàâíåíèè èìååò ïîêàçàòåëè k1 = 0,
k2 = 2, âî âòîðîì óðàâíåíèè ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ íåò. Íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà:

ẏ1 = λ1y1 + g10,2y
2
2, ẏ2 = λ2y2.

2) Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ðåçîíàíñà � ÷åòûðå: λ1 = 2λ1+2λ2,
λ2 = λ1 + 3λ2. Ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå â ïåðâîì è âòîðîì óðàâ-
íåíèÿõ íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé k2 = 2k1− 2 è k2 = 2k1 + 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà:

ẏ1 = λ1y1 + g12,2y
2
1y

2
2 + g13,4y

3
1y

4
2 + . . . ,

ẏ2 = λ2y2 + g21,3y1y
3
2 + g22,5y

2
1y

5
2 + . . .

3) Ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ íåò, íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïðèâîäèò-
ñÿ ê ëèíåéíîìó âèäó

ẏ1 = λ1y1, ẏ2 = λ2y2.

Óïðàæíåíèå. Óêàæèòå ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå â ñèñòåìå

ẋ1 = x2 + x2
1 + x1x2 + x2

2, ẋ2 = 2x1 + x2
1 + x1x2 + x2

2

è âûïèøèòå åå íîðìàëüíóþ ôîðìó âïëîòü äî ñëàãàåìûõ òðåòüåãî
ïîðÿäêà.
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Ðèñ. 1. Ïðÿìàÿ k2 = λ (1− k1) íà ïëîñêîñòè k1, k2

Âûâåäåì òåïåðü îáùåå ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ñëà-
ãàåìûõ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ óðàâíåíèé (n = 2). Ðåçîíàíñíûå óñëîâèÿ
â ïåðâîì è âòîðîì óðàâíåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî:

λ1 = k1λ1 + k2λ2, λ2 = k1λ1 + k2λ2.

Ïóñòü λ2 6= 0. Äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé λ = λ1/λ2 ïîëó÷èì ýêâèâà-
ëåíòíûå óñëîâèÿ:

k2 = λ (1− k1) , k2 = 1− λk1.
Ýòè óðàâíåíèÿ çàäàþò äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè k1, k2, ïðîõîäÿ-
ùèå ÷åðåç òî÷êè (1, 0) è (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë íàêëîíà ïðÿ-
ìûõ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì λ. Èçîáðàçèì íà ïëîñêîñòè k1, k2
öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó, óçëû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
k1, k2 > 0, k1 + k2 > 2 (ðèñ. 1). Äëÿ ïðÿìîé k2 = λ (1− k1) ðàñ-
ñìîòðèì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

1) λ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ íåíóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Òîãäà
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå k1 = 1 è k2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ðåçîíàíñîâ
íåò.

2) λ > 0. Åñëè λ = m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøåå åäèíèöû
(ðèñ. 1), òî â ïåðâîì óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò ðåçîíàíñíîå ñëàãà-
åìîå ïîðÿäêà m > 2. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà:

ẏ1 = λ1y1 + g1m,0y
m
2 .
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Åñëè λ � íå öåëîå ÷èñëî, ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ íåò.
3) λ 6 0. Åñëè λ � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî åñòü ïðåäñòàâèìî

â âèäå λ = −p/q, ãäå p � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå, à q � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëà, òî â ïåðâîì óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ ñ ïîêàçàòåëÿìè k1 = 1 +mq,
k2 = mp, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íîðìàëüíàÿ
ôîðìà:

ẏ1 = λ1y1 + g11+q,py
1+q
1 yp2 + g11+2q,2py

1+2q
1 y2p2 + . . .

Ñëó÷àé λ = 0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì p = 0, q = 1. Åñëè λ �
èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðÿìàÿ ïðîéäåò â ñêîëü óãîäíî áëèçêîé
îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ ðåøåòêè, íî íè îäèí
óçåë íå ïåðåñå÷åò. Ïîýòîìó ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà ñîäåðæàòü íå áóäåò.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîé
k2 = 1−λk1, ïîëó÷èì, ÷òî ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå ïðèñóòñòâóþò
â íîðìàëüíîé ôîðìå âòîðîãî óðàâíåíèÿ, òîëüêî åñëè:

1) λ = 1/m, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëü-
øåå åäèíèöû:

ẏ2 = λ2y2 + g2m,0y
m
1 .

2) λ = −p/q, ãäå p � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå, à q � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëà. Òîãäà íîðìàëüíàÿ ôîðìà âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååò
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ ñ ïîêàçàòåëÿìè
k1 = mq, k2 = 1 +mp, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî:

ẏ2 = λ2y2 + g2q,1+py
q
1y

1+p
2 + g22q,1+2py

2q
1 y

1+2p
2 + . . .

Ñëó÷àþ λ = 0 îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ p = 0, q = 1.
Ïðèìåð 3. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì íàéäåì ïî-

ïðàâêó ê àìïëèòóäå è ÷àñòîòå êîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà, âîçíèêàþùèå ïðè ó÷åòå êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè (îñ-
öèëëÿòîð Äþôôèíãà):

ẍ+ ω2x+ αx3 = 0, ω, α = const.

Ïðåäñòàâèì ýòî óðàâíåíèå â ôîðìå Êîøè:

ẋ = y, ẏ = −ω2x− αx3. (6)
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû, îáðàçóþùåé ëèíåéíóþ ôîð-
ìó: λ1,2 = ±iω, i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåé-
íûì ïðèáëèæåíèåì (α = 0), ñèñòåìà èìååò îáùåå ðåøåíèå

x(t) = ceiωt + ce−iωt, y(t) = iω
(
ceiωt − ce−iωt

)
,

ãäå c � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, c � êîíñòàíòà, êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííàÿ ê c. Ïðè α 6= 0 ýòè ðåøåíèÿ óæå íå ïîäõîäÿò, îäíàêî
áóäåì äàëåå îòòàëêèâàòüñÿ îò íèõ. Ñäåëàåì çàìåíó z = ceiωt.
Òîãäà ñïðàâäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

x = z + z, y = iω (z − z) ,

z =
1

2

(
x− i

ω
y

)
, z =

1

2

(
x+

i

ω
y

)
.

(7)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ, ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ðà-
âåíñòâà (6), à çàòåì âûðàæàÿ ïðàâûå ÷àñòè ÷åðåç z è z, ïðèâîäèì
ñèñòåìó (6) ê ôîðìå (2):

ż = iωz +
iα

2ω
(z + z)

3
, ż = −iωz − iα

2ω
(z + z)

3
.

Òàê êàê λ1 + λ2 = 0, âåðíî è λ1 = 2λ1 + λ2, λ2 = λ1 + 2λ2.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþòñÿ äâà ðåçîíàíñíûõ ìîíîìà òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà ñ ïîêàçàòåëÿìè k1 = 2, k2 = 1 è k1 = 1, k2 = 2. Ïî òåîðåìå
Ïóàíêàðå�Äþëàêà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (ñëà-
ãàåìûå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà çäåñü è äàëåå îòáðîøåíû):

ζ̇ = iωζ +
3iα

2ω
ζ2ζ. (8)

Ïðèâåäåíèå ê ôîðìå îáåñïå÷èâàåòñÿ çàìåíîé z → ζ:

z = ζ +
α

4ω2
ζ3 + p12,1ζ

2ζ − 3α

4ω2
ζζ

2 − α

8ω2
ζ
3
, (9)

êîýôôèöèåíò p12,1 ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî.
Çäåñü óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü, ïî÷åìó íåëèíåéíûé ìîíîì

â (8) íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì. Ïîïðîáóåì ðåøèòü óðàâíåíèå ìå-
òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Áåç ó÷åòà íåëèíåéíîñòè
èìååì ðåøåíèå ζ(t) = ceiωt. Ïîäñòàâèì åãî â íåëèíåéíóþ ÷àñòü:

ζ̇ = iωζ +
3iα

2ω
c2ceiωt.
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Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ζ(t) = ceiωt +
3iα

2ω
c2cteiωt.

Âòîðîå ñëàãàåìîå íàçûâàåòñÿ ñåêóëÿðíûì. Îíî íåîãðàíè÷åííî
ðàñòåò âî âðåìåíè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçîíàíñó, è ÿâíî ïðîòèâî-
ðå÷èò èäåå îá óòî÷íåíèè ðåøåíèÿ, ïîëó÷èâøåãîñÿ èç ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïðèñóòñòâèå íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùåãî
ñëàãàåìîãî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòàíîâêå çàäà÷è è ôèçè÷åñêîé ïðè-
ðîäå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîëó÷åíèå àäåêâàòíîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíî ïóòåì ó÷åòà èçìå-
íåíèÿ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Áóäåì èñêàòü åãî â âèäå
ζ(t) = c(t)eiωt. Òîãäà

ċ =
3iα

2ω
c2c.

Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ c(t) â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå:

c(t) =
r (t)

2
eiϕ(t).

Òîãäà óðàâíåíèå ðàçäåëÿåòñÿ íà ìíèìóþ è äåéñòâèòåëüíóþ ÷à-
ñòè:

ṙ = 0, ϕ̇ =
3αr2

8ω
.

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå

ζ(t) =
r0
2
ei(ωt+ϕ), ϕ(t) =

3αr20
8ω

t+ ϕ0, r0, ϕ0 = const. (10)

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (7) è ïðåîáðàçîâàíèå (9), â êîòî-
ðîì ïðèìåì p12,1 = 0, âûðàçèì x ÷åðåç ζ è ζ:

x = ζ + ζ +
α

8ω2
(ζ3 + ζ

3
)− 3α

4ω2
(ζ2ζ + ζζ

2
). (11)

Ïîäñòàâèì ñþäà ðåøåíèå (10):

x(t) =
r0
2

(
ei(ωt+ϕ) + e−i(ωt+ϕ)

)
+

+
αr30
64ω2

(
e3i(ωt+ϕ) + e−3i(ωt+ϕ)

)
− 3αr30

32ω2

(
ei(ωt+ϕ) + e−i(ωt+ϕ)

)
,
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ïîñëå ÷åãî, ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ýéëåðà, ïîëó÷èì

x = r0

(
1− ϕ̇

2

)
cos ((ω + ϕ̇) t+ ϕ0) +

+
ϕ̇

12
cos (3 (ω + ϕ̇) t+ 3ϕ0) , ϕ̇ =

3αr20
8ω

.

Óïðàæíåíèå. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íîðìàëüíûõ ôîðì, îöåíèòå
õàðàêòåð çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà:

ẍ+ αẋ3 + ω2x = 0, ω, α = const.

3.Ìåòîä Áèðêãîôà íîðìàëèçàöèè

ãàìèëüòîíèàíà

Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì 2n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M çàäà-
íà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(q,p):

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
, (12)

ãäå q = [q1, . . . , qn]T , p = [p1, . . . , pn]T � êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå íà M â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ q = 0, p = 0
ñèñòåìû (12).

Ðàçëîæèì ãàìèëüòîíèàí H â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ â îêðåñíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

H = H2 +H∗. (13)

Çäåñü H2 � êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ, H∗ � ïîëèíîì, ñî-
äåðæàùèé ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Íåñó-
ùåñòâåííàÿ äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (12) êîíñòàíòà ïðèíÿòà çà
íîëü, ëèíåéíàÿ ÷àñòü îòñóòñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçëîæåíèå
ïðîâîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñëàãàåìîå H∗
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå, íàëîæåííîå íà ëèíåéíóþ
ñèñòåìó.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü H2 îïðåäåëÿåò ëè-
íåéíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ2. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãëàâíûå êîîðäèíàòû θ è ñîîòâåòñòâó-

2Ýòî ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îäíàêî ìåòîä íîðìàëèçàöèè Áèðêãîôà ïðèìå-
íèì è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå òàê [9, 10].
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þùèå èì ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû pθ, â êîòîðûõ H2 ïðèíèìàåò
âèä [8]:

H2 =
1

2

n∑
j=1

p2θj + ω2
j θ

2
j ,

ãäå ωj � ÷àñòîòû ãëàâíûõ êîëåáàíèé. Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçî-
âàíèå θ,pθ → q,p

qj =
pθj√
ωj

+ i
√
ωjθj, pj =

pθj√
ωj
− i√ωjθj, j = 1, . . . , n, (14)

ìàñøòàáèðóåò ïåðåìåííûå è ïåðåâîäèò èõ â êîìïëåêñ-
íóþ ïëîñêîñòü. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âàëåíòíîñòü
c = 2i, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, è ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ
÷àñòü ðàçëîæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ê íàèáîëåå óäîáíîìó äëÿ
äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âèäó:

H ′2 = cH2 = i
n∑
j=1

ωjqjpj.

Øòðèõ íàä ãàìèëüòîíèàíîì äëÿ óäîáñòâà äàëåå îïóñòèì.
Åñëè áû ãàìèëüòîíèàí H ñîñòîÿë òîëüêî èç êâàäðàòè÷íîé ÷à-

ñòè H2, òî ñîîòâåòñòâóþùèå åìó óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà áûëè áû
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è ëåãêî èíòåãðèðîâàëèñü. Ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ðåøåíèÿ áû-
ëè áû ãàðìîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè. Ïîïðîáóåì èçáàâèòüñÿ îò
êàê ìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â H∗. Ïðè
ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü êàíîíè÷åñêèå ïîëèíîìèàëüíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèå â ãàìèëüòîíèàíå H ñëàãàåìûå áîëåå
íèçêèõ ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü Hk � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà
k > 3, ñîäåðæàùèéñÿ â H∗:

Hk =
∑

i1,...,jn

hi1,...,jnq
i1
1 . . . q

in
n p

j1
1 . . . p

jn
n , i1 + . . .+ jn = k, (15)

ãäå hi1,...,jn � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ïîïðîáóåì èñêëþ÷èòü
èç ãàìèëüòîíèàíà H âñå ìîíîìû, âõîäÿùèå â Hk. Äëÿ ýòîãî
áóäåì èñïîëüçîâàòü óíèâàëåíòíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
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q,p → q̃, p̃, ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
S(q, p̃):

q̃ =
∂S

∂p̃
, p =

∂S

∂q
, H̃(q̃, p̃) = H (q(q̃, p̃),p(q̃, p̃)) , (16)

ãäå H̃ � ãàìèëüòîíèàí â íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ q̃, p̃.
Âîçüìåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ S = qp̃+Sk(q, p̃), ãäå ôóíê-

öèÿ Sk � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ïîðÿäêà k:

Sk =
∑

i1,...,jn

si1,...,jnq
i1
1 . . . q

in
n p̃

j1
1 . . . p̃

jn
n , i1 + . . .+ jn = k. (17)

Ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû si1,...,jn ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû ãàìèëü-
òîíèàí (13) â íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íå ñîäåðæàë ñëà-
ãàåìûå ïîðÿäêà k. Ïðåîáðàçîâàíèå (16) îòëè÷àåòñÿ îò òîæäå-
ñòâåííîãî ëèøü íà ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k − 1:

q̃ = q +
∂Sk
∂p̃

, p = p̃+
∂Sk
∂q

.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ó íåãî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå, êî-
òîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäîâ

q = q̃ − ∂Sk(q̃, p̃)

∂p̃
+ . . . , p = p̃+

∂Sk(q̃, p̃)

∂q̃
+ . . . ,

òðîåòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå ïîðÿäêà k è âûøå. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòó çàìåíó â ôîðìóëó (13), ïîëó÷èì

H̃ (q̃, p̃) = i
n∑
j=1

ωj q̃j p̃j+

+i
n∑
j=1

ωj

(
q̃j
∂Sk
∂q̃j
− p̃j

∂Sk
∂p̃j

)
+Hk (q (q̃, p̃) ,p (q̃, p̃)) + . . .

(18)

Òðîåòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå âûøå ïîðÿäêà k.
Äëÿ òîãî ÷òîáû â íîâîì ãàìèëüòîíèàíå H̃ íå áûëî ñëàãàåìûõ

ïîðÿäêà k, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Hk = −i
n∑
j=1

ωj

(
q̃j
∂Sk
∂q̃j
− p̃j

∂Sk
∂p̃j

)
.
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Ðèñ. 2. Ïðÿìàÿ k2 = −ω1k1/ω2 íà ïëîñêîñòè k1, k2

Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â ïî-
ëèíîìû (15) è (17). Ïîýòîìó ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü äëÿ êàæäîãî
ìîíîìà â îòäåëüíîñòè:

ihi1,...,jn q̃
i1
1 . . . p̃

jn
n = si1,...,jn

n∑
j=1

ωj

(
q̃j
∂q̃i11 . . . p̃

jn
n

∂q̃j
− p̃j

∂q̃i11 . . . p̃
jn
n

∂p̃j

)
.

Âûïîëíÿÿ îïåðàöèþ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñîêðàùàÿ
íà q̃i11 . . . p̃

jn
n , ïîëó÷èì ðåøåíèå

si1,...,jn =
ihi1,...,jn

ω1 (i1 − j1) + . . .+ ωn (in − jn)
, (19)

êîòîðîå ñóùåñòâóåò, òîëüêî åñëè âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå íå îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â êëàññå ïîëèíîìèàëüíûõ
êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èçáàâèòücÿ îò ìîíîìà ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ïîêàçàòåëÿìè íåëüçÿ.

Ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (13) íàçûâàåòñÿ íåðåçîíàíñíîé äî
ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, åñëè äëÿ âñåõ öåëûõ k1, . . . , kn âûïîë-
íÿåòñÿ

k1ω1 + . . .+ knωn 6= 0, 0 < |k1|+ . . .+ |kn| 6 k.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íàëè÷èè ðåçîíàíñà. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðåøåíèå (19) íå ñóùåñòâóåò â äâóõ ñëó÷àÿõ: åñëè
i1 = j1, . . . , in = jn, òî åñòü ìîíîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëü-
íîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííûõ q1p1, . . . , qnpn, èëè åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ öåëûõ k1, . . . , kn âûïîëíÿåòñÿ ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå

k1ω1 + . . .+ knωn = 0, 0 < |k1|+ . . .+ |kn| = k.

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óðàâíåíèþ, íà-
çûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðåçîíàíñà. Êðàòíîñòüþ ðåçîíàíñà íàçûâàåò-
ñÿ ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ðåçîíàíñíîãî óðàâíåíèÿ
ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåçîíàíñà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Ðå-
çîíàíñíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

k2 = −ω1

ω2

k1.

Îíî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îòíîøåíèå ÷àñòîò
ω1/ω2 > 0 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí
ñëó÷àé îòíîøåíèÿ ÷àñòîò ω1/ω2 = 1/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçî-
íàíñó òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà â ôîðìóëå (18) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà â âèäå ñêîáêè Ïóàññîíà:

{Sk, H̃2} = i
n∑
j=1

ωj

(
q̃j
∂Sk
∂q̃j
− p̃j

∂Sk
∂p̃j

)
,

à çíà÷èò, ðåøåíèå (19) ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè ôóíê-
öèÿ Sk íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃2. Ãîâîðÿ èíà÷å, èç ðàçëîæåíèÿ (13) íåëüçÿ
èñêëþ÷èòü òîëüêî òå ìîíîìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòå-
ãðàëàìè ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃2.

Ãàìèëüòîíèàí (13) ïðèâåäåí ê íîðìàëüíîé ôîðìå Áèðêãîôà ñ
òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ÷åòíîãî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, åñëè

H̃ =

k/2∑
j=1

H̃2j + H̃∗ + . . . , {H̃∗, H̃2} = 0,

ãäå H̃2j � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ïîðÿäêà j îò ïåðåìåííûõ
q1p1, . . . , qnpn, ñëàãàåìîå H∗ ñîäåðæèò òîëüêî ðåçîíàíñíûå ìî-

18



íîìû äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, òðîåòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëà-
ãàåìûå ïîðÿäêà k + 1 è âûøå.

Â ñèëó òîãî ÷òî âñå ñëàãàåìûå â H̃2j çàâèñÿò òîëüêî îò ïðî-
èçâåäåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, óäîáíî ñäåëàòü êàíîíè÷å-
ñêóþ çàìåíó q̃, p̃→ ϕ, I ñ âàëåíòíîñòüþ c = −i:

qj =
√
Ije

iϕj , pj =
√
Ije
−iϕj , j = 1, . . . , n, (20)

ãäå ïåðåìåííûå ϕ îïðåäåëåíû îò 0 äî 2π. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí
H̃, çàïèñàííûé â íîðìàëüíîé ôîðìå Áèðêãîôà, ïåðåéäåò â ãà-
ìèëüòîíèàí Ĥ = cH̃:

Ĥ (ϕ, I) =

k/2∑
j=1

Ĥ2j (I) + Ĥ∗ (ϕ, I) + . . .

Åñëè â ñèñòåìå íåò ðåçîíàíñîâ, à ñëàãàåìûå âûøå ïîðÿäêà k îò-
áðîñèòü, òî ãàìèëüòîíèàí Ĥ áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò îáîáùåí-
íûõ èìïóëüñîâ I. Òîãäà ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ϕ, I ÿâëÿþòñÿ
äëÿ íåãî ïåðåìåííûìè äåéñòâèå�óãîë [7, 8]:

İ = −
k/2∑
j=1

∂Ĥ2j

∂ϕ
= 0, ϕ̇ =

k/2∑
j=1

∂Ĥ2j

∂I
= ω(I) = const.

Íàëè÷èå ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ óãëîâ ϕ
â ãàìèëüòîíèàíå Ĥ, ÷òî çàòðóäíÿåò èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû.

Ïðåäñòàâëåíèå ãàìèëüòîíèàíà â íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ðàññìîòðåííûé ìåòîä Áèðêãîôà íîðìàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíîâ
íå ëèøåí íåäîñòàòêîâ, ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäó-
ðà îáðàùåíèÿ ðÿäîâ. Áîëåå ïðîäâèíóòûì ìåòîäîì íîðìàëèçàöèè
ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä Äåïðè�Õîðè [12].

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëàáîâîçìóùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé
îñöèëëÿòîð

ẍ+ x+ εxm−1 = 0, 0 < ε� 1,

ñ÷èòàÿ, ÷òî 1) m = 3, 2) m = 4. Ïðèâåäåì ãàìèëüòîíèàí ýòîé
ñèñòåìû ê íîðìàëüíîé ôîðìå Áèðêãîôà äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà
m âêëþ÷èòåëüíî, à òàêæå îöåíèì ÷àñòîòó è ïåðèîä êîëåáàíèé
íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.
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Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

Hx(x, px) =
p2x + x2

2
+
εxm

m
.

Êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì x, px → q, p (14):

q = px + ix, p = px − ix
ñ âàëåíòíîñòüþ c = 2i îí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

H(q, p) = i

(
qp+

ε(q + p)m

2m−1m

)
.

Ñèñòåìà íå èìååò ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ãà-
ìèëüòîíèàí â íîðìàëüíîé ôîðìå Áèðêãîôà, çàïèñàííûé âïëîòü
äî ïîðÿäêà m, áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò äåéñòâèÿ I.

1) Íîðìàëüíàÿ ôîðìà Áèðêãîôà âïëîòü äî ñëàãàåìûõ ïîðÿä-
êà òðè:

H̃ = iq̃p̃+ . . . ,

ãäå òðîåòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Ïðåîáðàçîâàíèåì (20) ãàìèëüòîíèàí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥ = I + . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòà è ïåðèîä îñöèëëÿòîðà ñ òî÷íîñòüþ äî
ðàññìàòðèâàåìîãî ïîðÿäêà íå ìåíÿþòñÿ:

ϕ̇ = ω1 = 1, T1 = 2π.

2) Íîðìàëüíàÿ ôîðìà âïëîòü äî ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà:

H̃ = i

(
q̃p̃+

3ε

16
(q̃p̃)2 + . . .

)
, Ĥ = I +

3ε

16
I2 + . . . ,

ãäå òðîåòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå âûøå ïîðÿäêà ÷åòûðå. Îò-
áðàñûâàÿ èõ, çàïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óãëà:

ϕ̇ = ω2(I) = 1 +
3ε

8
I.

Îöåíêà ÷àñòîòû è ïåðèîäà êîëåáàíèé äëÿ ñëó÷àÿ m = 4:

ω2 = 1 +
3ε

8
I, T2 = 2π

(
1− 3ε

8
I

)
.
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Óïðàæíåíèå. Âûïèøèòå íîðìàëüíóþ ôîðìó ãàìèëüòîíèà-
íà, ïîëó÷èòå îöåíêó ÷àñòîòû è ïåðèîäà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå äëÿ ñëó÷àÿ m = 6.

Ïðèìåð 2. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê äëèíû l è ìàññû m
âðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ Ω <

√
g/l. Ïðèâåäåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ê íîðìàëüíîé

ôîðìå â îêðåñòíîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âïëîòü äî
ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, à òàêæå óêàæåì íîðìà-
ëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ãàìèëüòîíèàí ìàÿòíèêà èìååò âèä

Hϕ(ϕ, pϕ) =
p2ϕ

2ml2
+mgl (1− cosϕ)− mΩ2l2 sin2 ϕ

2
.

Ðàçëîæèì åãî â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âïëîòü äî
ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

Hϕ =
1

2ml2
(
p2ϕ + ω2

ϕϕ
2
)

+ λϕ4 + . . . ,

ω2
ϕ = m2gl3

(
1− Ω2l

g

)
, λ =

mΩ2l2

6

(
1− g

4Ω2l

)
.

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ, pϕ → q, p (14)

q =
pϕ√
ωϕ

+ i
√
ωϕϕ, p =

pϕ√
ωϕ
− i√ωϕϕ

ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ê íîðìàëüíîé ôîðìå:

H = iωqp+ iα (q − p)4 + . . . , ω =
ωϕ
ml2

, α =
λ

8ω2
ϕ

.

Òàê êàê ðåçîíàíñîâ â ñèñòåìå íåò, íîðìàëüíàÿ ôîðìà äî ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

H̃ = iωq̃p̃+ 6iα (q̃p̃)
4

+ . . .
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Ïðè ýòîì çàìåíà, íîðìàëèçóþùàÿ ãàìèëüòîíèàí äî ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà:

S4 (q̃, p̃) = − α

4ω

(
q̃4 − 8q̃3p̃+ 8q̃p̃3 − p̃4

)
,

q = q̃ − ∂S4

∂p̃
= q̃ − α

ω

(
2q̃3 − 6q̃p̃2 + p̃3

)
,

p = p̃+
∂S4

∂q̃
= p̃− α

ω

(
q̃3 − 6q̃2p̃+ 2p̃3

)
.

Êîýôôèöèåíòû â ôóíêöèè S4 îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (19).
Óïðàæíåíèå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâåòîâîãî ëó÷à â ìåòðè-

êå Øâàðöøèëüäà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óðàâíåíèÿ Áèíå
[13]:

d2u

dϕ2
+ u− 3

2
au2 = 0,

ãäå u = 1/r � ïåðåìåííàÿ Áèíå, r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíà-
òû, öåíòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïðèòÿãèâàþùåãî òåëà,
a = const � ðàäèóñ Øâàðöøèëüäà. Ïîëó÷èòå ãàìèëüòîíèàí ýòîé
ñèñòåìû è ïðèâåäèòå åãî ê íîðìàëüíîé ôîðìå Áèðêãîôà äî ñëà-
ãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî. Ïîëó÷èòå
íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñâÿçàí-
íûõ îñöèëëÿòîðîâ, ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = H2 +H∗, ãäå

H2(q1, q2, p1, p2) =
p21 + ω2q21

2
+
p22 + ω2q22

2
, ω = const,

H∗(q1, q2, p1, p2) � ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà, ñîäåðæàùàÿ ñëàãàåìûå
áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [14]. Ïðèâåäÿ ãàìèëüòîíèàí ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå Áèðêãîôà äî ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî, ïîñòðîèì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû è îïðåäåëèì âëèÿ-
íèå íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ íà äèíàìèêó îñöèëëÿòîðîâ.

Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü H2 ïðåîáðàçîâàíèåì (14)

q1, q2, p1, p2 → q′1, q
′
2, p
′
1, p
′
2

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

H ′2 = iω (q′1p
′
1 + q′2p

′
2) .
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Âûïîëíÿåòñÿ ðåçîíàíñíîå ñîîòíîøåíèå

k1ω + k2ω = 0, |k1|+ |k2| > 0, k1 = i1 − j1, k2 = i2 − j2.

Òàê êàê |k1| = |k2|, ðåçîíàíñíûå ìîíîìû èìåþò ÷åòíûé ïîðÿäîê.
Îïðåäåëèì ïîêàçàòåëè êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ðåçîíàíñíûõ
ìîíîìàõ ÷åòâåðòîãî (ìèíèìàëüíîãî) ïîðÿäêà. Îíè óäîâëåòâîðÿ-
þò äâóì óðàâíåíèÿì:

i1 − j1 + i2 − j2 = 0, i1 + j1 + i2 + j2 = 4,

|i1 − j1|+ |i2 − j2| > 0, i1, i2, j1, j2 > 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó

i1 + i2 = 2, j1 + j2 = 2,

èìåþùóþ ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ âîñåìü ðåøåíèé, ïðè-
âåäåííûõ â òàáëèöå.

i1 2 2 2 1 1 0 0 0

i2 0 0 0 1 1 2 2 2

j1 2 1 0 2 0 2 1 0

j2 0 1 2 0 2 0 1 2

Ãàìèëüòîíèàí H ′ = H ′2 + H ′∗ ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé ôîð-
ìå Áèðêãîôà âïëîòü äî ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè ïðè ïîìîùè óíèâàëåíòíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
q′1, q

′
2, p
′
1, p
′
2 → q̃1, q̃2, p̃1, p̃2:

H̃ = H̃2 + H̃4 + H̃∗ + . . .

Äëÿ áîëåå óäîáíîé çàïèñè íîðìàëèçîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà âû-
ïîëíèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå q̃1, q̃2, p̃1, p̃2 → ϕ1, ϕ2, I1, I2
(20), à ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åííûå âûøå òðîåòî÷èåì, îòáðîñèì:

Ĥ (ϕ1, ϕ2, I1, I2) = ωI1 + ωI2 + aI21 + bI1I2 + cI22+

+dI1I2 cos 2(ϕ1 − ϕ1) + (eI1 + fI2)
√
I1I2 cos(ϕ1 − ϕ2).

Çäåñü êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e, f � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ñëà-
ãàåìûå â ýòîé ôîðìóëå ñãðóïïèðîâàíû òàê, ÷òîáû ãàìèëüòîíèàí
Ĥ èìåë íàèáîëåå îáùèé äåéñòâèòåëüíûé âèä.

23



−1 0 1 2 3 4

ψ1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

J1

Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ ′

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí Ĥ, êðî-
ìå èìïóëüñîâ I1, I2, çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè óãëîâ ϕ1 −
ϕ2, òàê íàçûâàåìîé ðåçîíàíñíîé ôàçû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïî-
íèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû äî îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû, âû-
ïîëíèâ åùå îäíî óíèâàëåíòíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ϕ1, ϕ2, I1, I2 → ψ1, ψ2, J1, J2:

ψ1 = ϕ1 − ϕ2, ψ2 = ϕ2, J1 = I1, J2 = I1 + I2.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí

Ĥ ′ (ψ1, ψ2, J1, J2) = ωJ2 + a′J2
1 + b′J1J2 + c′J2

2+

+d′J1(J2 − J1) cos 2ψ1 + (e′J1 + f ′J2)
√
J1(J2 − J1) cosψ1,

ãäå a′, b′, c′, d′, e′, f ′ � âíîâü íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
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Êîîðäèíàòà ψ2 â ãàìèëüòîíèàíå Ĥ ′ öèêëè÷åñêàÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîïðÿæåííûé åé èìïóëüñ J2 � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòå-
ìû. Âåëè÷èíû J2 è J1 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñóììàðíóþ
ýíåðãèþ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ è ýíåðãèþ ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà ñîîò-
âåòñòâåííî. Âûáåðåì óðîâåíü èíòåãðàëà J2 = 1. Òîãäà èìïóëüñû
íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå 0 6 J1, J2 6 1. Äëÿ ÷èñëåííîãî ïîñòðîå-
íèÿ ïðèìåðà òèïè÷íîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû çàôèêñèðó-
åì êîíñòàíòû:

a′ = b′ = d′ = 0, e′ = f ′ = 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû:

Ĥ ′ (ψ1, J1) = (J1 + 1)
√
J1(1− J1) cosψ1.

Åìó ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà:

ψ̇1 =
(1 + J1 − 4J2

1 ) cosψ1

2
√
J1 (1− J1)

, J̇1 = (J1 + 1)
√
J1(1− J1) sinψ1.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîé ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 3. Êîîð-
äèíàòà ψ1 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàçíîñòü ôàç îñöèëëÿòîðîâ, à
èìïóëüñû I1 = J1, I2 = 1−J1 êàê èõ ýíåðãèè. Ïî ôàçîâîìó ïîðò-
ðåòó âèäíî, ÷òî ïåðåìåííàÿ I1 = J1 ïðè îïðåäåëåííûõ óðîâíÿõ
ýíåðãèè Ĥ ′ ìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèé J1 ≈ 0 ê çíà÷åíèÿì J1 ≈ 1 �
èìåþò ìåñòî íåëèíåéíûå áèåíèÿ, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïåðåêà÷êå
ýíåðãèè îò îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãîìó. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò
ñìåíà ðàçíîñòè ôàç îò −π/2 ê π/2. Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå òàê-
æå ïðèñóòñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå

ψ1 = 0, J1 =
(

1 +
√

17
)
/8.

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå ãàìèëüòîíèàí H(q1, q2, p1, p2) ñè-
ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå Áèðêãîôà äî ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî:

H = H2 +H∗, H2 =
p21 + ω2q21

2
+
p22 + 3ω2q22

2
, ω = const.
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