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1. Введение

В 1950 году Нелсон (см. [1]) поставил задачу об отыскании так называемого хромати-
ческого числа пространства, т.е. величины

𝜒(R𝑛) = min{𝜒 : R𝑛 = 𝑉1 ⊔ . . . ⊔ 𝑉𝜒 ∀ 𝑖 ∀ x,y ∈ 𝑉𝑖 |x− y| ≠ 1}.

Иными словами, хроматическое число пространства — это минимальное количество цве-
тов, в которые можно так покрасить все точки в R𝑛, чтобы между точками одного цвета не
было расстояния 1. Сейчас задача о хроматическом числе — одна из центральных в комби-
наторной геометрии (см. [2] – [6]). В то же время исключительно важную роль играет вари-
ант задачи, в рамках которого рассматриваются только раскраски измеримыми по Лебегу
цветами (множества 𝑉1, . . . , 𝑉𝜒 измеримы). В этом случае искомая величина обозначает-
ся 𝜒𝑚(R𝑛) и называется измеримым хроматическим числом пространства. Неизвестно,
верно ли, что 𝜒(R𝑛) ̸= 𝜒𝑚(R𝑛). Однако нижние оценки этих величин сильно разнятся.
Например, мы знаем, что

(1.239 . . .+ 𝑜(1))𝑛 6 𝜒(R𝑛) 6 (3 + 𝑜(1))𝑛

(нижняя оценка получена в [7], а верхняя — в [8]), а недавно было показано (см. [9]), что

(1.268 . . .+ 𝑜(1))𝑛 6 𝜒𝑚(R𝑛) 6 (3 + 𝑜(1))𝑛.
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Но, возможно, это лишь временное явление?
В следующем разделе мы опишем методы получения обеих нижних оценок. В разделе

3 мы сперва напомним результат работы [10] о том, что в рамках метода, дающего оценку
обычного хроматического числа, есть шанс получить неравенства

𝜒𝑚(R𝑛) > 𝜒(R𝑛) > (1.30 . . .+ 𝑜(1))𝑛,

коль скоро будет доказана некоторая естественная гипотеза. Затем мы покажем, что с по-
мощью метода, применяемого для оценки измеримого хроматического числа, при нынеш-
нем арсенале знаний, включающем в себя и «естественную гипотезу», напротив, нельзя
получить лучшей оценки, нежели

𝜒𝑚(R𝑛) > (1.28 . . .+ 𝑜(1))𝑛.

Таким образом, получится, что если упомянутая гипотеза верна, то у нас нет, на самом деле,
никаких нетривиальных асимптотических оценок для измеримых хроматических чисел.
Заметим, что в малых размерностях ситуация иная (см. [11]).

2. Методы получения нижних оценок хроматических чисел

Назовем граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) дистанционным, если 𝑉 ⊂ R𝑛, а

𝐸 = {{x,y} : |x− y| = 𝑎}

при некотором 𝑎 > 0. Понятно, что 𝜒(R𝑛) > 𝜒(𝐺) для любого дистанционного графа 𝐺.
Здесь 𝜒(𝐺) — обычное хроматическое число графа, т.е. минимальное число цветов, в ко-
торые можно так покрасить вершины графа, чтобы концы любого ребра имели разные
цвета.

Оценка 𝜒(R𝑛) > (1.239 . . .+ 𝑜(1))𝑛 получена следующим образом. Рассмотрим для каж-
дого 𝑛 некоторые неотрицательные целые числа 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, в сумме дающие 𝑛, и некоторое
положительное вещественное число 𝑡. Пусть 𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡) — граф, вершины которо-
го — это все возможные (−1, 0, 1)-векторы в R𝑛, имеющие по 𝑘−1, 𝑘0 и 𝑘1 отрицательных,
нулевых и положительных координат соответственно, а ребра — пары вершин, отстоящих
друг от друга на расстояние 𝑡. Разумеется, мы получаем неравенство

𝜒(R𝑛) > max
𝑘−1,𝑘0,𝑘1,𝑡

𝜒(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡)).

В свою очередь, хроматическое число любого графа 𝐺 не меньше, чем отношение числа
его вершин к его числу независимости, которое обозначается 𝛼(𝐺) и представляет собой
максимальное количество вершин графа, попарно не соединенных ребрами, т.е. максималь-
ный размер множества, которое можно покрасить в один цвет. Естественно, возникает оцен-
ка

𝜒(R𝑛) > max
𝑘−1,𝑘0,𝑘1,𝑡

|𝑉 (𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡))|
𝛼(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡))

,

и никаких иных оценок в этом месте применять не научились.
Теперь нужно оценить число независимости сверху. В настоящее время это удается сде-

лать отнюдь не для любых наборов параметров 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡. А именно, предполагается,
что 𝑘−1 6 𝑘1, 𝑘−1 + 𝑘1 6 𝑛

2 (это суть технические ограничения) и, главное, что рассто-
яние 𝑡 отвечает скалярному произведению 𝑠, которое отличается от скалярного квадрата
𝑘−1+𝑘1 любого вектора из множества вершин 𝑉 (𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡)) на величину некоторого
простого числа 𝑝 (см. [12], [13], [14]). Итоговая оценка имеет некоторый вид

𝛼(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡)) 6 𝑔(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡)),
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где вид функции 𝑔 (довольно громоздкой) для наших нынешних целей значения не имеет, но
при этом важно, что оценка верна лишь для наборов (𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡) из некоторого множества
𝒜(𝑛). Таким образом,

𝜒(R𝑛) > max
(𝑘−1,𝑘0,𝑘1,𝑡)∈𝒜(𝑛)

|𝑉 (𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡))|
𝑔(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡))

,

и ничего лучшего не известно. Процедура максимизации подробно описана в книге [13], и
она дает в аккурат оценку 𝜒(R𝑛) > (1.239 . . .+ 𝑜(1))𝑛. Заметим, что оптимальные значения
величин 𝑘−1, 𝑘1, 𝑠 (𝑠, напомним, — это скалярное произведение) асимптотически по 𝑛 → ∞
равны

𝑘′−1𝑛, 𝑘′1𝑛,
𝑘′−1 − 𝑘′1

2
𝑛,

где 𝑘′−1 = 0.06 . . ., 𝑘′1 = 0.3 . . .
Теперь скажем несколько слов об оценке 𝜒𝑚(R𝑛) > (1.268 . . .+ 𝑜(1))𝑛. Она основана на

решении некоторой оптимизационной задачи, которая также связана с дистанционными
графами и точную постановку которой можно найти в [9]. В той же статье [9] доказана
следующая теорема, в которой, по сути, найдено одно из решений упомянутой только что
оптимизационной задачи.

Теорема 1. Пусть дана последовательность дистанционных графов 𝐺𝑛 = (𝑉𝑛, 𝐸𝑛) ⊂ R𝑛,
отнормированных так, чтобы длина каждого ребра в них была равна 1. Пусть для неко-
торого 𝑏 <

√︀
2/𝑒 выполнено

𝛼(𝐺𝑛)

|𝑉𝑛|
6 (𝑏+ 𝑜(1))𝑛. (1)

Пусть, кроме того, вершины каждого графа 𝐺𝑛 лежат на сфере радиуса 𝑟 > 1/2 (радиус
от 𝑛 не зависит). Для каждого 𝑟 положим

𝑐(𝑟) =
(︁
1 +

√︀
1− 𝑟2

)︁
𝑒−

√
1−𝑟2 , 𝑓(𝑟) =

√︀
2𝑐(𝑟)/𝑒.

Тогда
𝜒𝑚(R𝑛) >

(︂
1

𝑓(𝑟)
+ 𝑜(1)

)︂𝑛

.

В работе [9] в качестве 𝐺𝑛 взяты знакомые нам графы 𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡), отнормирован-
ные согласно условию теоремы 1. Это неудивительно, ведь нужны графы, удовлетворяющие
условию (1), а оно выполнено для многих наборов параметров из 𝒜(𝑛), поскольку

1

𝑏
=

√︂
𝑒

2
= 1.165 . . . < 1.239 . . .

При этом мы по-прежнему, конечно, смотрим не на дробь 𝛼/|𝑉 |, но лишь на доступную
нам ее оценку 𝑔/|𝑉 |. В результате оказывается, что теперь оптимальны значения величин
𝑘−1, 𝑘1, 𝑠, асимптотически по 𝑛 → ∞ равные

𝑘′−1𝑛, 𝑘′1𝑛,
𝑘′−1 − 𝑘′1

2
𝑛,

где 𝑘′−1 = 0.2 . . ., 𝑘′1 = 0.22 . . . С учетом несложной формулы

𝑟 =

√︃
(𝑘′1 + 𝑘′−1)− (𝑘′1 − 𝑘′−1)

2

𝑘′1 + 3𝑘′−1

и теоремы 1 как раз и выходит, что 𝜒𝑚(R𝑛) > (1.268 . . .+ 𝑜(1))𝑛.
В следующем разделе мы поговорим о том, как изменятся оценки обычных и измеримых

хроматических чисел, если мы продолжим применять описанные методы, но функцию 𝑔,
служащую вынужденной верхней оценкой чисел независимости графов 𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡),
заменим на реальные значения этих чисел.
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3. Старая гипотеза и новые оценки

В работе [10] было введено понятие строгой 𝑑-частной конструкции. А именно, пусть
даны положительные целые числа 𝑙1, . . . , 𝑙𝑑, сумма которых равна 𝑛, и тройки чисел
𝑙𝑖,−1, 𝑙𝑖,0, 𝑙𝑖,1 с суммой 𝑙𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑. Совокупность ℱ , состоящая из (−1, 0, 1)-векторов, яв-
ляется строгой 𝑑-частной конструкцией, если существует такое разбиение множества всех
координатных позиций на части размеров 𝑙1, . . . , 𝑙𝑑, что каждый из векторов совокупно-
сти ℱ имеет ровно 𝑙𝑖,𝜈 координат величины 𝜈 = −1, 0, 1 в части с номером 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑.
Разумеется, если, как и в разделе 2, каждый вектор из ℱ имеет 𝑘−1 отрицательных и 𝑘1
положительных координат, то

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖,−1 = 𝑘−1,
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑙𝑖,1 = 𝑘1.

Пусть теперь, как и в оптимальных ситуациях, описанных в разделе 2,

𝑘−1 ∼ 𝑘′−1𝑛, 𝑘1 ∼ 𝑘′1𝑛, 𝑠 ∼ 𝑠′𝑛, 0 < 𝑘′−1 6 𝑘′1, 𝑘′−1 + 𝑘′1 6
1

2
, 𝑠′ ∈

[︂
−2𝑘′−1,

𝑘′1 − 𝑘′−1

2

]︂
.

(2)
В работе [10] сформулирована и мотивирована следующая гипотеза.

Гипотеза 1. Пусть последовательность графов 𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡) подчиняется условиям
(2) (здесь 𝑡 — расстояние, отвечающее скалярному произведению 𝑠). Тогда

𝛼(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡)) = (𝑐(𝑘′−1, 𝑘
′
1, 𝑠

′) + 𝑜(1))𝑛, 𝑐(𝑘′−1, 𝑘
′
1, 𝑠

′) > 1,

причем существует такая 𝑑-частная конструкция ℱ , что в ней всегда (x,y) > 𝑠 и

|ℱ| = (𝑐(𝑘′−1, 𝑘
′
1, 𝑠

′) + 𝑜(1))𝑛.

В той же работе [10] доказано, что если гипотеза верна, то 𝑑 6 3. Это позволяет прово-
дить оптимизацию как при отыскании нижней оценки обычного хроматического числа, так
и при отыскании аналогичной оценки измеримого хроматического числа. В первом случае
оптимизация проведена в работе [10], и там показано, что при

𝑘′−1 = 0.145 . . . , 𝑘′1 = 0.355 . . . , 𝑠′ =
𝑘′1 − 𝑘′−1

2
выполнено

𝜒(R𝑛) > 𝜒(𝐺(𝑛, 𝑘−1, 𝑘0, 𝑘1, 𝑡)) > (1.30 . . .+ 𝑜(1))𝑛.

Нам удалось провести оптимизацию во втором случае. А именно, мы заменили в нера-
венстве (1) оценку числа независимости функцией 𝑔 (см. раздел 2) на значение числа неза-
висимости, вычисляемое за счет гипотезы 1 и теоремы о том, что в этой гипотезе достаточно
брать 𝑑 6 3. В итоге нами установлен следующий факт.

Утверждение 1. Если верна гипотеза 1 и мы применяем технику из теоремы 1, то

𝜒𝑚(R𝑛) > (1.28 . . .+ 𝑜(1))𝑛.

Константа 1.28 . . . получена при

𝑘′−1 = 0.25 . . . , 𝑘′1 = 0.25 . . . , 𝑠′ = −0.05585 . . .

Иными словами, получается, что тривиальная оценка 𝜒𝑚 > 𝜒 окажется сильнее оценки
из теоремы 1, коль скоро верна гипотеза 1. Мы предполагаем, что это связано не с тем,
что, на самом деле, гипотеза ошибочна, а с тем, что, по-видимому, метод из теоремы 1
подлежит усилению.

Настоящая работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ N 15-01-03530
и гранта НШ-2964.2014.1 поддержки ведущих научных школ.
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