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В работе изучаются интегральные операторы типа Радона и обобщённое преобразо-
вание Радона по гиперповерхностям уровня положительно однородных функций. Такие
операторы возникают в модели чистой отрасли производства, учитывающей замеще-
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Ключевые слова: интегральный оператор типа Радона, обобщённое преобразова-
ние Радона, функция прибыли, формула обращения, теорема единственности, пример
неединственности.

1. Введение

Традиционно отечественные методики анализа производства основываются на развитой
в условиях плановой экономики технологии анализа межотраслевого баланса. В современ-
ных условиях предположение о стабильности затрат в разрезе импортная–отечественная
продукция по отношению к выпуску, вообще говоря, не выполняется. Поэтому при описании
агентов необходимо моделировать их поведение, описывать процесс выбора агентом между
отечественными и импортными ресурсами в ходе производства. Для этого можно исполь-
зовать модифицированную модель Хаутеккера–Иохансена, предложенную А. Шананиным
в работе [1].

В обобщённой модели Хаутеккера–Иохансена функционирование чистой отрасли опи-
сывается в терминах функции прибыли Π𝑞(𝑝, 𝑝0), сопоставляющей ценам на произ-
водственные факторы 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ intR𝑛

+ и цене 𝑝0 > 0 за единицу выпус-
каемой продукции суммарную прибыль отрасли за один производственный цикл, где
R𝑛
+ = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 : 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 > 0}. Функция прибыли имеет вид

Π𝑞(𝑝, 𝑝0) ≡ (Π𝑞𝜇)(𝑝, 𝑝0) =

ˆ

R𝑛
+

(𝑝0 − 𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))+ 𝜇(𝑑𝑥), 𝑎+ = max(𝑎, 0), (1)

где 𝑝 ∘ 𝑥 = (𝑝1𝑥1, . . . , 𝑝𝑛𝑥𝑛), 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑞(𝑝 ∘ 𝑥) — функция себесто-
имости единицы выпускаемой продукции, 𝜇 — распределение мощностей по технологиям.
Математически 𝑞 — гладкая неотрицательная положительно однородная функция на R𝑛

+,
а 𝜇 — неотрицательная локально конечная борелевская мера на R𝑛

+.
При исследовании обобщённой модели Хаутеккера–Иохансена естественно возникают

вопросы обращения и единственности для функции прибыли как интегрального преобра-
зования распределения мощностей по технологиям. Задача обращения заключается в на-
хождении распределения мощностей по техологиям 𝜇 по известной функции прибыли Π𝑞𝜇.
В настоящей работе при получении формулы обращения мы также предполагаем априорно
известной функцию себестоимости 𝑞.

Вопросы единственности для функции прибыли Π𝑞𝜇 связаны с нахождением условий
на класс мер {𝜇} и на класс функций себестоимости {𝑞}, при которых из равенства функ-
ций прибыли Π𝑞1𝜇1 = Π𝑞2𝜇2 для некоторых 𝜇1, 𝜇2 ∈ {𝜇} и 𝑞1, 𝑞2 ∈ {𝑞} будет следовать,
что 𝜇1 = 𝜇2. В настоящей работе вопросы единственности рассматриваются для класса
функций себестоимости с постоянной эластичностью замещения:

𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) =
(︀
(𝑝1𝑥1)

𝛼 + . . .+ (𝑝𝑛𝑥𝑛)
𝛼
)︀ 1

𝛼 , 0 < 𝛼 6 1.
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Случаю 𝛼 = 1 отвечает производство в отрасли с производственной функцией Леонтьева на
микроуровне. В этом случае эффект замещения производственных факторов отсутствует.

Исследованию функции прибыли в модели чистой отрасли в отсутствие эффекта заме-
щения посвящены работы [2,3]. Формула обращения для функции прибыли в случае посто-
янной эластичности замещения производственных факторов была получена в работе [4].
Формула обращения интегрального преобразования типа Радона, полученная в настоящей
работе, является обобщением формул обращения для функций прибыли из работ [3, 4] на
случай производственных систем с произвольной эластичностью замещения производствен-
ных факторов (не обязательно постоянной). Более того, полученная формула обращения
обобщает формулу обращения для преобразования Лапласа и позволяет обратить преоб-
разование Фантаппье.

2. Интегральные операторы типа Радона и обобщённое преобразование
Радона

Функция прибыли (1) является частным случаем интегрального оператора типа Радона.
Интегральный оператор типа Радона определяется с помощью непрерывной неотрицатель-
ной функции 𝑞 на положительном ортанте R𝑛

+, удовлетворяющей условию положительной
однородности: 𝑞(𝜆𝑥) = 𝜆𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ intR𝑛

+, 𝜆 > 0, и с помощью функции ℎ ∈ 𝐿1(0,+∞) по
формуле

(𝑅ℎ
𝑞𝜇)(𝑝) =

ˆ

R𝑛
+

ℎ
(︀
𝑞(𝑝 ∘ 𝑥)

)︀
𝜇(𝑑𝑥),

где 𝜇 — локально-конечная борелевская мера на R𝑛
+. Если 𝑓 — достаточно регулярная и

быстро убывающая функция на R𝑛
+, мы будем также писать

(𝑅ℎ
𝑞 𝑓)(𝑝) =

ˆ

R𝑛
+

ℎ
(︀
𝑞(𝑝 ∘ 𝑥)

)︀
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Функции прибыли в обобщённой модели Хаутеккера–Иохансена соответствует выбор
ℎ(𝑡) = (𝑝0 − 𝑡)+ (см. [1]). Другими примерами интегральных операторов типа Радона яв-
ляются преобразование Лапласа, соответствующее выбору 𝑞(𝑝 ∘ 𝑥) = 𝑝1𝑥1 + . . . + 𝑝𝑛𝑥𝑛,
ℎ(𝑡) = 𝑒−𝑡, и преобразование Фантаппье, которому соответствуют 𝑞(𝑝∘𝑥) = 𝑝1𝑥1+. . .+𝑝𝑛𝑥𝑛,
ℎ(𝑡) = (1 + 𝑡)−1.

С интегральным оператором типа Радона 𝑅ℎ
𝑞 тесно связано (обобщённое) преобразова-

ние Радона по гиперповерхностям уровня функции 𝑞. Если 𝜇 — неотрицательная локально-
конечная борелевская мера на R𝑛

+, то её обобщённым преобразованием Радона 𝑅𝑞𝜇 назы-
вается производная в смысле теории распределений:

(𝑅𝑞𝜇)(𝑝, 𝑝0) =
𝜕

𝜕𝑝0

ˆ

𝑞(𝑝∘𝑥)6𝑝0

𝜇(𝑑𝑥). (2)

При каждом фиксированном 𝑝 ∈ intR𝑛
+ выражение (𝑅𝑞𝜇)(𝑝, ·) представляет собой неотри-

цательную меру на [0,+∞). Для функций ℎ ∈ 𝐶𝑐[0,+∞) (непрерывных и с компактным
носителем) справедлива формула

+∞ˆ

0

ℎ(𝑡)(𝑅𝑞𝜇)(𝑝, 𝑡) 𝑑𝑡 = (𝑅ℎ
𝑞𝜇)(𝑝), (3)

которая следует непосредственно из определения производной в смысле теории распреде-
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лений:

+∞ˆ

0

ℎ(𝑡)(𝑅𝑞𝜇)(𝑝, 𝑡) 𝑑𝑡 = −
+∞ˆ

0

ℎ′(𝑡)

ˆ

𝑞(𝑝∘𝑥)6𝑡

𝜇(𝑑𝑥) =

= −
ˆ

R𝑛
+

+∞ˆ

𝑞(𝑝∘𝑥)

ℎ′(𝑡) 𝑑𝑡 𝜇(𝑑𝑥) =

ˆ

R𝑛
+

ℎ
(︀
𝑞(𝑝 ∘ 𝑥)

)︀
𝜇(𝑑𝑥) = (𝑅ℎ

𝑞𝜇)(𝑝).

Если теперь 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑛
+), то обобщённое преобразование Радона 𝑅𝑞𝑓 по гиперповерхно-

стям уровня достаточно гладкой положительно однородной функции 𝑞 (т.е. 𝑞(𝜆𝑥) = 𝜆𝑞(𝑥),
𝑥 ∈ intR𝑛

+, 𝜆 > 0) определяется формулой

(𝑅𝑞𝑓)(𝑝, 𝑝0) =

ˆ

𝑞(𝑝∘𝑥)=𝑝0

𝑓(𝑥) (𝑑𝑥𝑞(𝑝 ∘ 𝑥) y 𝑑𝑥),

где 𝑑𝑥𝑞(𝑝 ∘ 𝑥)∧ (𝑑𝑥𝑞(𝑝 ∘ 𝑥) y 𝑑𝑥) = 𝑑𝑥. Форма 𝑑𝑞𝑞(𝑝 ∘ 𝑥) y 𝑑𝑥 называется формой Гельфанда–
Лере. В случае неотрицательных функций 𝑓 определения обобщённого преобразования
Радона функции 𝑓 и меры 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 приводят к одному и тому же выражению.

3. Обращение интегральных операторов типа Радона и обобщённого
преобразования Радона

Задача обращения интегральных операторов типа Радона — это задача решения инте-
грального уравнения Фредгольма первого рода вида

𝑅ℎ
𝑞 𝑓(𝑝) ≡

ˆ

R𝑛
+

ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑟(𝑝),

где 𝑞 — достаточно регулярная положительно однородная функция на R𝑛
+, ℎ — достаточ-

но регулярная и быстро убывающая функция на [0,+∞), 𝑟 — достаточно регулярная и
быстро убывающая функция на R𝑛

+. Оказывается, что решение этой задачи даётся явной
формулой. Эта формула основана на том, что преобразование Меллина, применённое к
𝑅ℎ

𝑞𝜇, распадается в произведение преобразований Меллина от ℎ, 𝑞 и 𝜇, что позволяет най-
ти одну из этих функций по трём другим.

Напомним, что преобразование Меллина функции 𝑓 на R𝑛
+ определяется формулой

(𝑀𝑓)(𝑧) =

ˆ

R𝑛
+

𝑥𝑧−𝐼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑥𝑧−𝐼 =
(︀
𝑥𝑧1−1
1 , . . . , 𝑥𝑧𝑛−1

𝑛

)︀
, (4)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛), 𝐼 = (1, . . . , 1). Обратное преобразование Меллина
функции 𝜙, определённой на множестве 𝑐+ 𝑖R𝑛, 𝑐 ∈ R𝑛, даётся формулой

(𝑀−1
𝑐 𝜙)(𝑥) = (2𝜋𝑖)−𝑛𝑝.𝑣.

ˆ

𝑐+𝑖R𝑛

𝑥−𝑧𝜙(𝑧) 𝑑𝑧,

где символ 𝑝.𝑣. соответствует пониманию интеграла как предела интегралов по шарам
{𝑧 = 𝑐+ 𝑖𝑢 | |𝑢| 6 𝑅} при 𝑅→ +∞.

Для того чтобы получить формулы обращения для обобщённого преобразования Радона
и для интегральных операторов типа Радона, нам понадобится доказать несколько вспо-
могательных лемм.
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Лемма 1. Пусть 𝑞 ∈ 𝐶(R𝑛
+) ∩ 𝐶1(intR𝑛

+), 𝑞(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ intR𝑛
+ и 𝑞(𝜆𝑥) = 𝜆𝑞(𝑥)

для всех 𝑥 ∈ intR𝑛
+, 𝜆 > 0. Пусть 𝑡𝑐1+...+𝑐𝑛−1ℎ(𝑡) ∈ 𝐿1(0,+∞) при некотором

𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ intR𝑛
+. Тогда при 𝑧 ∈ C𝑛, Re 𝑧 = 𝑐, справедлива формула(︀

𝑀𝑝ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))
)︀
(𝑧) = 𝑥−𝑧 (𝑀𝑒−𝑞)(𝑧) (𝑀ℎ)(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑛)

Γ(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑛)
.

Доказательство. Имеет место следующая цепочка равенств:

(︀
𝑀𝑝ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))

)︀
(𝑧) ≡

ˆ

R𝑛
+

𝑝𝑧−𝐼ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥)) 𝑑𝑝 = 𝑥−𝑧

ˆ

R𝑛
+

(𝑝 ∘ 𝑥)𝑧−𝐼ℎ
(︀
𝑞(𝑝 ∘ 𝑥)

)︀
𝑥𝐼 𝑑𝑝 =

= 𝑥−𝑧

ˆ

R𝑛
+

𝑦𝑧−𝐼ℎ
(︀
𝑞(𝑦)

)︀
𝑑𝑦 = 𝑥−𝑧

+∞ˆ

0

ℎ(𝑡)

ˆ

𝑞(𝑦)=𝑡

𝑦𝑧−𝐼(𝑑𝑞 y 𝑑𝑦) 𝑑𝑡 =

= 𝑥−𝑧

+∞ˆ

0

𝑡𝑧1+...+𝑧𝑛−1ℎ(𝑡) 𝑑𝑡

ˆ

𝑞(𝑦)=1

𝑦𝑧−𝐼(𝑑𝑞 y 𝑑𝑦), (5)

где 𝑑𝑞 ∧ (𝑑𝑞 y 𝑑𝑦) = 𝑑𝑦. Первый интеграл в последнем выражении — это преобразование
Меллина от функции ℎ. Осталось вычислить второй интеграл в последнем выражении.
Для этого положим в цепочке (5) ℎ(𝑡) = exp(−𝑡) и 𝑥 = (1, . . . , 1). С учётом того, что
𝑀𝑡𝑒

−𝑡 = Γ — гамма-функция, получим, что

ˆ

𝑞(𝑦)=1

𝑦𝑧−𝐼(𝑑𝑞 y 𝑑𝑦) =

(︀
𝑀𝑒−𝑞

)︀
(𝑧)

Γ(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑛)
.

Подставляя это равенство в (5), получаем требуемую формулу.

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑛
+) и 𝑓(𝑥) = 𝑂(|𝑥|−𝛼) при |𝑥| → ∞, где 𝛼 > 𝑐1+ . . .+ 𝑐𝑛 для неко-

торого 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ intR𝑛
+. Тогда 𝑥

𝑐−𝐼𝑓(𝑥), 𝑥2𝑐−𝐼 |𝑓(𝑥)|2 ∈ 𝐿1(R𝑛
+), где 𝐼 = (1, . . . , 1).

Доказательство. По условию существует такая константа 𝐶, что при достаточно
больших |𝑥| имеет место оценка |𝑓(𝑥)| 6 𝐶(𝑥1+ . . .+𝑥𝑛)−𝛼. Имеет место легко проверяемая
формула

ˆ
𝑥1+...+𝑥𝑛>1
𝑥1,...,𝑥𝑛>0

𝑥𝑐−𝐼

(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛)𝛼
𝑑𝑥 =

Γ(𝑐1) . . .Γ(𝑐𝑛)

Γ(𝑐1 + . . .+ 𝑐𝑛)
(𝛼− 𝑐1 − . . .− 𝑐𝑛)

−1,

где Γ — гамма-функция. Из этой формулы следует, что функция (𝑥1+ . . .+𝑥𝑛)
−𝛼 интегри-

руема с весом 𝑥𝑐−𝐼 по внешности некоторого шара в R𝑛
+ с центром в нуле. Из оценки на |𝑓 |

следует требуемое утверждение.

Лемма 3. Пусть 𝑞 ∈ 𝐶(R𝑛
+) ∩ 𝐶1(intR𝑛

+), 𝑞(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ intR𝑛
+, 𝑞(𝜆𝑥) = 𝜆𝑞(𝑥) при

𝑥 ∈ intR𝑛
+, 𝜆 > 0. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑛

+), 𝑓(𝑥) = 𝑂(|𝑥|−𝛼) при |𝑥| → ∞ для некоторого
𝛼 > 𝑐1+. . .+𝑐𝑛, где 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ R𝑛, 0 < 𝑐𝑘 < 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Обозначим 𝐼 = (1, . . . , 1).
При этих условиях справедливы следующие утверждения.

(A) При 𝑧 ∈ C𝑛, Re 𝑧 = 𝑐, справедлива формула

(𝑀𝑓)(𝑧) · (𝑀𝑒−𝑞)(𝐼 − 𝑧) =𝑀 [𝑅𝑞𝑓(·, 1)](𝐼 − 𝑧) · Γ(𝑛− 𝑧1 − . . .− 𝑧𝑛). (6)

(B) Пусть 𝑡𝑛−𝑐1−...−𝑐𝑛−1ℎ(𝑡) ∈ 𝐿1(0,+∞), ℎ ограничена. Тогда при 𝑧 ∈ C𝑛, Re 𝑧 = 𝑐,
справедлива формула

(𝑀𝑓)(𝑧)·(𝑀𝑒−𝑞)(𝐼−𝑧)·(𝑀ℎ)(𝑛−𝑧1−. . .−𝑧𝑛) = (𝑀𝑅ℎ
𝑞 𝑓)(𝐼−𝑧)·Γ(𝑛−𝑧1−. . .−𝑧𝑛). (7)
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Доказательство. (A) С учётом теоремы Фубини и леммы 1 при 𝑧 ∈ C𝑛, Re 𝑧 = 𝑐,
можно записать

ˆ

R𝑛
+×R𝑛

+

𝑝−𝑧𝑒−𝑞(𝑝∘𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑝 =

ˆ

R𝑛
+

𝑓(𝑥)

ˆ

R𝑛
+

𝑝−𝑧𝑒−𝑞(𝑝∘𝑥) 𝑑𝑝 𝑑𝑥 =

=

ˆ

R𝑛
+

𝑓(𝑥)𝑥𝑧−𝐼 𝑑𝑥 (𝑀𝑒−𝑞)(𝐼 − 𝑧). (8)

С учётом леммы 2 выражение справа конечно, поэтому и выражение слева конечно. Снова
пользуясь теоремой Фубини, запишем

ˆ

R𝑛
+×R𝑛

+

𝑝−𝑧𝑒−𝑞(𝑝∘𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑝 =

ˆ

R𝑛
+

𝑝−𝑧

ˆ

R𝑛
+

𝑒−𝑞(𝑝∘𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑝 =

=

ˆ

R𝑛
+

𝑝−𝑧

+∞ˆ

0

𝑒−𝑡

ˆ

𝑞(𝑝∘𝑥)=𝑡

𝑓(𝑥) (𝑑𝑥𝑞(𝑝 ∘ 𝑥) y 𝑑𝑥) 𝑑𝑡 =
ˆ

R𝑛
+

𝑝−𝑧

+∞ˆ

0

𝑒−𝑡 1

𝑡
(𝑅𝑞𝑓)

(︁𝑝
𝑡
, 1
)︁
𝑑𝑡 𝑑𝑝 =

=

+∞ˆ

0

𝑒−𝑡 1

𝑡

ˆ

R𝑛
+

𝑝−𝑧(𝑅𝑞𝑓)
(︁𝑝
𝑡
, 1
)︁
𝑑𝑝 𝑑𝑡 =

+∞ˆ

0

𝑒−𝑡𝑡𝑛−𝑧1−...−𝑧𝑛−1 𝑑𝑡 ·𝑀 [𝑅𝑞𝑓(·, 1)](𝐼 − 𝑧). (9)

Сопоставляя (8) и (9), замечаем, что их левые части равны. Приравнивая их правые части,
получаем утверждение пункта (A).

(B) Как и при доказательстве пункта (A), при 𝑧 ∈ C𝑛, Re 𝑧 = 𝑐, с учётом теоремы Фубини
справедливо равенство

ˆ

R𝑛
+×R𝑛

+

𝑝−𝑧ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))𝑓(𝑥) 𝑑𝑝 𝑑𝑥 =

=

ˆ

R𝑛
+

𝑥𝑧−𝐼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
(𝑀𝑒−𝑞)(𝐼 − 𝑧)

Γ(𝑛− 𝑧1 − . . .− 𝑧𝑛)
(𝑀ℎ)(𝑛− 𝑧1 − . . .− 𝑧𝑛). (10)

Снова применяя теорему Фубини, можно записать

ˆ

R𝑛
+×R𝑛

+

𝑝−𝑧ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))𝑓(𝑥) 𝑑𝑝 𝑑𝑥 =

ˆ

R𝑛
+

𝑝−𝑧

ˆ

R𝑛
+

ℎ(𝑞(𝑝 ∘ 𝑥))𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑝 = (𝑀𝑅ℎ
𝑞 𝑓)(𝐼 − 𝑧). (11)

Сравнивая (10) и (11), получаем требуемое утверждение.

Далее нам понадобится ввести специальный класс функций. Положим по определению

𝐶𝑁,𝜎(R𝑛) =
{︀
𝑢 ∈ 𝐶𝑁 (R𝑛) : ‖𝑢‖𝑁,𝜎 <∞

}︀
, 𝑁 ∈ N ∪ {0}, 𝜎 > 0,

‖𝑢‖𝑁,𝜎 = max
𝛼∈Z𝑛

+ : |𝛼|6𝑁
sup
𝑥∈R𝑛

(1 + |𝑥|𝑛)
𝜎
𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕|𝛼|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒⃒
.

Справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Пусть 𝑢 ∈ 𝐶𝑁,𝜎(R𝑛), где 𝜎 > 𝑛, 𝑛 > 2, 𝑁 > 0. Тогда 𝑢 ∈ 𝐿1(R𝑛) и для
преобразования Фурье ̂︀𝑢(𝜉) = ˆ

R𝑛

𝑒𝑖𝜉𝑥𝑢(𝑥) 𝑑𝑥, 𝜉 ∈ R𝑛, (12)
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справедлива оценка

|̂︀𝑢(𝜉)| 6 Ω𝑛−1𝑛𝑁

𝜎 − 𝑛
‖𝑢‖𝑁,𝜎|𝜉|−𝑁 , 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ {0},

где Ω𝑛−1 — площадь единичной сферы в R𝑛.

Доказательство. Сначала заметим, что из условия 𝑢 ∈ 𝐶𝑁,𝜎(R𝑛) следует, что все
частные производные функции 𝑢 вплоть до порядка 𝑁 принадлежат 𝐿1(R𝑛) и справедлива
формула ˆ

R𝑛

𝑒𝑖𝜉𝑥
𝜕|𝛼|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝛼
𝑑𝑥 = (−𝑖𝜉1)𝛼1 . . . (−𝑖𝜉𝑛)𝛼𝑛̂︀𝑢(𝜉),

где 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ Z𝑛
+, |𝛼| 6 𝑁 . Беря модуль от левой и правой частей, домножая

равенства на полиномиальные коэффициенты и суммируя по всем 𝛼 ∈ Z𝑛
+ с |𝛼| = 𝑁 ,

получим равенство∑︁
|𝛼|=𝑁

(︂
𝑁

𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒ˆ
R𝑛

𝑒𝑖𝜉𝑥
𝜕|𝛼|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝛼
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
= (|𝜉1|+ . . .+ |𝜉𝑛|)𝑁 |̂︀𝑢(𝜉)|, 𝜉 ∈ R𝑛. (13)

Далее, из условия 𝑢 ∈ 𝐶𝑁,𝜎(R𝑛) для каждого 𝛼 ∈ Z𝑛
+, |𝛼| = 𝑁 , вытекает оценка:⃒⃒⃒⃒ˆ

R𝑛

𝑒𝑖𝜉𝑥
𝜕|𝛼|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝛼
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6 ‖𝑢‖𝑁,𝜎

ˆ

R𝑛

(1 + |𝑥|𝑛)−
𝜎
𝑛𝑑𝑥 = ‖𝑢‖𝑁,𝜎

Ω𝑛−1

𝜎 − 𝑛
.

Учитывая эту оценку, оценку |𝜉1| + . . . + |𝜉𝑛| > |𝜉|, а также то, что сумма всех полиноми-
альных коэффициентов

(︀
𝑁
𝛼

)︀
по 𝛼 ∈ Z𝑛

+, |𝛼| = 𝑁 , равна 𝑛𝑁 , получим из (13) указанное в
условии леммы неравенство.

Теперь у нас всё готово для того, чтобы получить формулы обращения для обобщённого
преобразования Радона и для интегральных операторов типа Радона.

Теорема 1. Пусть 𝑞 ∈ 𝐶(R𝑛
+) ∩ 𝐶1(intR𝑛

+), 𝑞(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ intR𝑛
+ и 𝑞(𝜆𝑥) = 𝜆𝑞(𝑥)

при 𝑥 ∈ intR𝑛
+, 𝜆 > 0. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑛

+), 𝑓(𝑥) = 𝑂(|𝑥|−𝛼) при |𝑥| → ∞ при некото-
ром 𝛼 > 𝑐1 + . . . + 𝑐𝑛, где 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ R𝑛, 0 < 𝑐𝑘 < 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Определим
𝑢(𝑦) = 𝑒𝑐𝑦𝑓(𝑒𝑦), 𝑒𝑦 = (𝑒𝑦1 , . . . , 𝑒𝑦𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛). Пусть 𝑢 ∈ 𝐶𝑁,𝜎(R𝑛), где 𝑁 > 𝑛 + 1,
𝜎 > 𝑛, 𝑛 > 2. Далее, пусть ℎ — ограниченная функция на [0,+∞), удовлетворяющая
условию 𝑡𝑛−𝑐1−...−𝑐𝑛−1ℎ(𝑡) ∈ 𝐿1(0,+∞).

Тогда справедливы формулы

𝑓(𝑥) = 𝑓appr(𝑥) + 𝑓err(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛
+,

𝑓appr(𝑥) = (−2𝜋𝑖)−𝑛

ˆ

𝐼−𝑐+𝑖𝐵𝑅

𝑥𝑧−𝐼𝑀 [𝑅𝑞𝑓(·, 1)](𝑧)
(𝑀𝑒−𝑞)(𝑧)

Γ(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑛) 𝑑𝑧,

𝑓appr(𝑥) = (−2𝜋𝑖)−𝑛

ˆ

𝐼−𝑐+𝑖𝐵𝑅

𝑥𝑧−𝐼
(𝑀𝑅ℎ

𝑞 𝑓)(𝑧) Γ(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑛)

(𝑀𝑒−𝑞)(𝑧) · (𝑀ℎ)(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑛)
𝑑𝑧,

|𝑓err(𝑥)| 6
(Ω𝑛−1)2𝑛𝑁

(2𝜋)𝑛(𝜎 − 𝑛)(𝑁 − 𝑛)
‖𝑢‖𝑁,𝜎

𝑥−𝑐

𝑅𝑁−𝑛
, 𝑥 ∈ intR𝑛

+,

(14)

для всех 𝑅 > 0, где 𝐵𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| 6 𝑅}, Ω𝑛−1 — площадь единичной сферы в R𝑛,
𝐼 = (1, . . . , 1), 𝑥−𝑐 = 𝑥−𝑐1

1 . . . 𝑥−𝑐𝑛
𝑛 .

Доказательство. Из условия 𝑢 ∈ 𝐶𝑁,𝜎(R𝑛) следует, что 𝑢 ∈ 𝐿1(R𝑛) ∩ 𝐿2(R𝑛). Так
как при этом функция 𝑢 непрерывна, то по формуле обращения преобразования Фурье
справедливо поточечное равенство

𝑢(𝑦) = (2𝜋)−𝑛

ˆ

R𝑛

𝑒−𝑖𝜉𝑦̂︀𝑢(𝜉) 𝑑𝜉, 𝑦 ∈ R𝑛,
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где функция ̂︀𝑢 определена формулой (12). Представляя 𝑢(𝑦) = 𝑒𝑐𝑦𝑓(𝑒𝑦) и определяя 𝑥 = 𝑒𝑦,
перепишем это равенство в виде

𝑓(𝑥) = 𝑓appr(𝑥) + 𝑓err(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛
+,

𝑓appr(𝑥) = (2𝜋)−𝑛

ˆ

𝐵𝑅

𝑥−(𝑐+𝑖𝜉)̂︀𝑢(𝜉) 𝑑𝜉,
𝑓err(𝑥) = (2𝜋)−𝑛

ˆ

R𝑛∖𝐵𝑅

𝑥−(𝑐+𝑖𝜉)̂︀𝑢(𝜉) 𝑑𝜉.
(15)

Справедлива следующая цепочка равенств:

̂︀𝑢(𝜉) = ˆ
R𝑛

𝑒𝑖𝜉𝑦𝑢(𝑦) 𝑑𝑦 =

ˆ

R𝑛

𝑒(𝑐+𝑖𝜉)𝑦𝑓(𝑒𝑦) 𝑑𝑦 =

=

ˆ

R𝑛
+

𝑥𝑐+𝑖𝜉−𝐼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑀𝑓)(𝑐+ 𝑖𝜉),

где преобразование Меллина 𝑀𝑓 определяется формулой (4). Используя эту формулу и
формулу (15), можно записать

𝑓appr(𝑥) = (2𝜋)−𝑛

ˆ

𝐵𝑅

𝑥−(𝑐+𝑖𝜉)(𝑀𝑓)(𝑐+ 𝑖𝜉) 𝑑𝜉 =

= (2𝜋𝑖)−𝑛

ˆ

𝑐+𝑖𝐵𝑅

𝑥−𝑧(𝑀𝑓)(𝑧) 𝑑𝑧.

Подставляя в это равенство выражения для 𝑀𝑓 из (6) и (7), получаем выражения для
𝑓appr в формуле (14).

Воспользуемся теперь леммой 4, чтобы оценить 𝑓err в формуле (15). Непосредственным
применением леммы получаем оценку:

|𝑓err(𝑥)| 6 𝑥−𝑐(2𝜋)−𝑛

ˆ

R𝑛∖𝐵𝑅

|̂︀𝑢(𝜉)| 𝑑𝜉 6
6 𝑥−𝑐 Ω𝑛−1𝑛𝑁

(2𝜋)𝑛(𝜎 − 𝑛)
‖𝑢‖𝑁,𝜎

ˆ

R𝑛∖𝐵𝑅

|𝜉|−𝑁 𝑑𝜉 =

= 𝑥−𝑐 (Ω𝑛−1)2𝑛𝑁

(2𝜋)𝑛(𝜎 − 𝑛)(𝑁 − 𝑛)
‖𝑢‖𝑁,𝜎𝑅

𝑛−𝑁 .

Теорема полностью доказана.

4. Теоремы единственности для обобщённого преобразования Радона
и для функции прибыли

Перейдём теперь к вопросам инъективности преобразования Радона и функции прибы-
ли. С экономической точки зрения нас интересует вопрос о том, при каких условиях разным
распределениям мощностей по технологиям в обобщённой модели Хаутеккера–Иохансена
будут соответствовать разные функции прибыли.

Мы будем рассматривать частный случай функций себестоимости выпускаемой про-
дукции, отвечающий постоянной эластичности замещения производственных факто-
ров. Именно, мы рассматриваем функции 𝑞𝛼(𝑥) = (𝑥𝛼1 + . . . + 𝑥𝛼𝑛)

1
𝛼 , 0 < 𝛼 6 1,

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛
+. Легко видеть, что 𝑞𝛼 ∈ 𝐶(R𝑛

+) ∩ 𝐶1(intR𝑛
+), 𝑞𝛼(𝜆𝑥) = 𝜆𝑞𝛼(𝑥) при

𝑥 ∈ intR𝑛
+ и 𝜆 > 0.
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Сначала найдём условия на меры 𝜇 и 𝜈, при которых из равенства функций прибыли
Π𝑞𝛼𝜇 = Π𝑞𝛼𝜈 (или обобщённых преобразований Радона: 𝑅𝑞𝛼𝜇 = 𝑅𝑞𝛼𝜈) при одной и той же
функции себестоимости 𝑞𝛼 будет следовать, что меры 𝜇 и 𝜈 совпадают.

Теорема 2. Пусть 𝛼 > 0, 𝜇 и 𝜈 — неотрицательные борелевские меры на R𝑛
+, такие,

что exp(−𝐴|𝑥|) ∈ 𝐿1(𝜇) ∩ 𝐿1(𝜈) при некотором 𝐴 > 0. Пусть выполнено равенство (A)
𝑅𝑞𝛼𝜇 = 𝑅𝑞𝛼𝜈 или (B) Π𝑞𝛼𝜇 = Π𝑞𝛼𝜈. Тогда 𝜇 = 𝜈.

Доказательство. (A) Из равенства мер 𝑅𝑞𝛼𝜇 = 𝑅𝑞𝛼𝜈 в силу (3) следует равенство

ˆ

𝑞𝛼(𝑝∘𝑥)6𝑡

𝜇(𝑑𝑥) =

ˆ

𝑞𝛼(𝑝∘𝑥)6𝑡

𝜈(𝑑𝑥), 𝑝 ∈ intR𝑛
+, 𝑡 > 0. (16)

Чтобы в этом убедиться, достаточно применить формулу (3) к монотонно возрастающей
последовательности непрерывных функций ℎ𝑛(𝜏) с компактным носителем, поточечно схо-
дящейся при 𝑛→ ∞ к индикатору отрезка [0, 𝑡].

Теперь сделаем в интегралах в формуле (16) замену переменных
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥𝛼1 , . . . , 𝑥

𝛼
𝑛), (𝑝′1, . . . , 𝑝

′
𝑛) = (𝑝𝛼1 , . . . , 𝑝

𝛼
𝑛), 𝑡

′ = 𝑡𝛼. Так мера 𝜇 перейдёт в
меру 𝜇′, а мера 𝜈 — в меру 𝜈 ′. Мы придём к равенству

ˆ

𝑝′𝑦6𝑡′

𝜇′(𝑑𝑦) =

ˆ

𝑝′𝑦6𝑡′

𝜈 ′(𝑑𝑦),

где 𝑝′𝑦 = 𝑝′1𝑦1+. . .+𝑝
′
𝑛𝑦𝑛. Дифференцируя последнее равенство по 𝑡

′, домножая на exp(−𝑡′)
и интегрируя по 𝑡′ ∈ [0,+∞), получим, используя формулу (3) и представление exp(−𝑡′) в
виде предела последовательности функций с компактными носителями, следующее равен-
ство: ˆ

R𝑛
+

exp(−𝑝𝑦)𝜇′(𝑑𝑦) =
ˆ

R𝑛
+

exp(−𝑝𝑦) 𝜈 ′(𝑑𝑦).

Это равенство справедливо при 𝑝 ∈ C𝑛, Re 𝑝 > 𝑐(𝐴), где 𝑐(𝐴) ∈ intR𝑛
+ — некоторый веще-

ственный положительный вектор, зависящий от 𝐴. Из совпадения преобразований Лапласа
мер 𝜇′ и 𝜈 ′ при 𝑝 ∈ C𝑛, Re 𝑝 > 𝑐(𝐴), следует, что 𝜇′ = 𝜈 ′, откуда следует, что 𝜇 = 𝜈.

(B) Этот случай сводится к уже рассмотренному следующей леммой, более детальное до-
казательство которой можно найти в [4] (лемма 2.1).

Лемма 5. Пусть 𝜇 — борелевская мера со знаком на R𝑛
+, для которой конечна на ком-

пактах полная вариация |𝜇| = 𝜇+ + 𝜇−, где 𝜇 = 𝜇+ − 𝜇− — разложение Жордана меры 𝜇.
Пусть 0 < 𝛼 6 1. Тогда справедлива следующая формула:

𝜕2(Π𝑞𝛼𝜇)(𝑝, 𝑝0)

𝜕𝑝20
= (𝑅𝑞𝛼𝜇)(𝑝, 𝑝0).

Схема доказательства леммы. С учётом определения (2) обобщённого преобразования
Радона достаточно показать, что справедливо равенство

𝜕

𝜕𝑝0
(Π𝑞𝛼𝜇)(𝑝, 𝑝0) = 𝜇

{︀
𝑥 ∈ R𝑛

+ : 𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) 6 𝑝0
}︀
.

Пусть Δ > 0 (с Δ < 0 всё аналогично) и [𝐴] обозначает скобку Айверсона: [𝐴] = 1, если 𝐴
истинно, и [𝐴] = 0, если 𝐴 ложно. Тогда требуемая формула следует из следующей цепочки
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равенств:

(Π𝑞𝛼𝜇)(𝑝, 𝑝0 +Δ)− (Π𝑞𝛼𝜇)(𝑝, 𝑝0) =

=

ˆ

R𝑛
+

[𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) 6 𝑝0 +Δ] (𝑝0 +Δ− 𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥))𝜇(𝑑𝑥)−
ˆ

R𝑛
+

[𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) 6 𝑝0] (𝑝0 − 𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥))𝜇(𝑑𝑥) =

= Δ

ˆ

R𝑛
+

[𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) 6 𝑝0 +Δ]𝜇(𝑑𝑥) +

ˆ

R𝑛
+

[𝑝0 < 𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) 6 𝑝0 +Δ] (𝑝0 − 𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥))𝜇(𝑑𝑥) =

= Δ · 𝜇
{︀
𝑥 ∈ R𝑛

+ | 𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥) 6 𝑝0
}︀
+ 𝑜(Δ).

Теперь мы получим условия на меры 𝜇 и 𝜈, при которых из равенства функций прибыли
(или обобщённых преобразований Радона) мер 𝜇 и 𝜈 при разных функциях себестоимости
будет следовать, что меры 𝜇 и 𝜈 совпадают. Эти условия оказываются более ограничитель-
ными, чем в случае одной и той же функции себестоимости, однако в случае разных функ-
ций себестоимости, кроме равенства мер 𝜇 и 𝜈, можно также утверждать, что носители мер
𝜇 и 𝜈 сосредоточены на объединении координатных лучей. В реальных экономических си-
стемах распределения мощностей по технологиям 𝜇 и 𝜈 обычно абсолютно непрерывны на
объединении координатных лучей (меры объединения лучей равны нулю), что соответству-
ет невозможности производить продукцию, используя лишь один тип ресурсов. Поэтому
для таких экономических систем совпадение функций прибыли при разных функциях себе-
стоимости и при мерах из соответствующего класса возможно лишь тогда, когда функции
прибыли и распределения мощностей по технологиям тождественно равны нулю.

Нам потребуется следующая теорема (см. [5]):

Теорема 3 (С.Н. Бернштейн (1926), В. Гильберт (1952)). Вещественная функция 𝑓(𝑝),
определённая на положительном ортанте intR𝑛

+, представима в виде преобразования
Лапласа:

𝑓(𝑝) =

ˆ

R𝑛
+

𝑒−𝑝𝑥𝜇(𝑥),

неотрицательной борелевской меры 𝜇 тогда и только тогда, когда 𝑓 вполне монотонна,
то есть 𝑓 бесконечно дифференцируема, и для любого мультииндекса 𝛼 ∈ Z𝑛

+, и для любого
𝑝 ∈ intR𝑛

+ выполнено равенство

(−1)|𝛼|
𝜕|𝛼|𝑓(𝑝)

𝜕𝑝𝛼
> 0.

При этом 𝑓(+0) = 𝜇(R𝑛
+) и мера 𝜇 может не быть конечной. Более того, мера 𝜇 опреде-

лена единственным образом и локально конечна.
Теперь мы воспользуемся теоремой 3, чтобы получить следующий результат.

Теорема 4. Пусть 𝜇, 𝜈 — неотрицательные конечные борелевские меры на R𝑛
+, 𝛼 > 𝛽 > 0,

|𝑥|𝛼 ∈ 𝐿1(𝜈). Пусть выполнено равенство (A) 𝑅𝑞𝛼𝜇 = 𝑅𝑞𝛽𝜈 или (B) Π𝑞𝛼𝜇 = Π𝑞𝛽𝜈. Тогда
𝜇 = 𝜈, причём носитель этих мер сосредоточен в объединении координатных лучей⋃︀𝑛

𝑘=1𝑂𝑥𝑘, где 𝑂𝑥𝑘 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛
+ : ∀ 𝑖 ̸= 𝑘 𝑥𝑖 = 0}.

Доказательство. (A) Из равенства 𝑅𝑞𝛼𝜇 = 𝑅𝑞𝛽𝜈 в силу (3) следует, что

ˆ

𝑞𝛼(𝑝∘𝑥)6𝑡

𝜇(𝑑𝑥) =

ˆ

𝑞𝛽(𝑝∘𝑥)6𝑡

𝜈(𝑑𝑥), 𝑝 ∈ intR𝑛
+, 𝑡 > 0.

Теперь сделаем в левом интеграле замену (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥𝛼1 , . . . , 𝑥
𝛼
𝑛), а в правом — замену

(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥𝛽1 , . . . , 𝑥
𝛽
𝑛). При этом мы перейдём к новым мерам 𝜇′ и 𝜈 ′. Переходя также
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к новым параметрам 𝑝 и 𝑡 в интегралах, получим
ˆ

𝑝𝑦6𝑡

𝜇′(𝑑𝑦) =

ˆ

𝑝𝛾𝑦6𝑡𝛾

𝜈 ′(𝑑𝑦), 𝛾 =
𝛽

𝛼
, 0 < 𝛾 < 1,

где 𝑝𝛾 = (𝑝𝛾1 , . . . , 𝑝
𝛾
𝑛). Беря производную от последнего равенства по 𝑡, умножая на exp(−𝑡)

и интегрируя по 𝑡 ∈ [0,+∞), получим равенство

ˆ

R𝑛
+

exp(−𝑝𝑦)𝜇′(𝑑𝑦) =
ˆ

R𝑛
+

exp
(︁
−(𝑝𝛾𝑦)

1
𝛾

)︁
𝜈 ′(𝑑𝑦). (17)

По теореме 3 слева стоит вполне монотонная функция, поэтому функция справа также
вполне монотонна. В частности, её вторая частная производная по первой паре индексов
(можно взять любую пару различных индексов) неотрицательна:

ˆ

R𝑛
+

𝑦1𝑦2

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝑝𝑘

𝑝1 + . . .+ 𝑝𝑛

)︂𝛾

𝑦𝑘

)︃ 1
𝛾
−2 (︁

(𝑝𝛾𝑦)
1
𝛾 + 𝛾 − 1

)︁
exp

(︁
−(𝑝𝛾𝑦)

1
𝛾

)︁
𝜈 ′(𝑑𝑦) > 0

при 𝑝 ∈ intR𝑛
+. Переходя к пределу при 𝑝1 = . . . = 𝑝𝑛 → +0, получим

(𝛾 − 1)𝑛2𝛾−1

ˆ

R𝑛
+

𝑦1𝑦2(𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑛)
1
𝛾
−2
𝜈 ′(𝑑𝑦) > 0.

Так как 𝛾 < 1, то отсюда следует, что носитель меры 𝜈 ′ сосредоточен на
множестве {𝑦 ∈ R𝑛

+ : 𝑦1𝑦2 = 0}. Те же рассуждения можно было провести
для произвольной пары индексов, поэтому носитель 𝜈 ′ сосредоточен на множестве
{𝑦 ∈ R𝑛

+ | 𝑦𝑖𝑦𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗} =
⋃︀𝑛

𝑘=1𝑂𝑦𝑘. С учётом этого равенство (17) переписывается
в виде ˆ

R𝑛
+

exp(−𝑝𝑦)𝜇′(𝑑𝑦) =
ˆ

R𝑛
+

exp
(︁
−𝑝𝑦

1
𝛾

)︁
𝜈 ′(𝑑𝑦) =

ˆ

R𝑛
+

exp(−𝑝𝑢) 𝜈 ′′(𝑑𝑢),

где 𝜈 ′′ получается из 𝜈 ′ заменой переменных (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = (𝑦
1
𝛾

1 , . . . , 𝑦
1
𝛾
𝑛 ). Из совпадения

преобразований Лапласа мер 𝜇′ и 𝜈 ′′ эти меры совпадают. Мера 𝜇′ получается из меры 𝜇
заменой переменных (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥𝛼1 , . . . , 𝑥

𝛼
𝑛), равно как и мера 𝜈

′′ — из меры 𝜈. Поэтому
совпадают и меры 𝜇 и 𝜈.
(B) Этот случай сводится к случаю (A) применением леммы 5.

Оказывается, что ограничение на рост мер в теореме 4 существенно. Имеет место сле-
дующий пример неединственности.

Предложение 1. Рассмотрим две локально-конечные меры на R2
+:

𝜇(𝑑𝑥1, 𝑑𝑥2) =
1

𝜋𝑥1𝑥2

1√
𝑥1 + 𝑥2

𝐾1

(︂√
𝑥1 + 𝑥2√
𝑥1𝑥2

)︂
𝑑𝑥1 𝑑𝑥2,

𝜈(𝑑𝑥1, 𝑑𝑥2) =
1

𝑥1
exp

(︁
−
√
𝑥1

−1
)︁
𝛿(𝑥1 − 𝑥2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2,

где 𝐾1(𝑠) = 1
2

´ +∞
0 exp

(︀
− 𝑠

2

(︀
𝑡+ 1

𝑡

)︀)︀
𝑑𝑡, 𝑠 ∈ C, Re 𝑠 > 0, — модифицированная функция

Бесселя второго рода. Тогда справедливо равенство

(𝑅𝑞1𝜇)(𝑝1, 𝑝2, 𝑑𝑡) = (𝑅𝑞 1
2

𝜈)(𝑝1, 𝑝2, 𝑑𝑡) = exp

(︂
− 1√

𝑡
(
√
𝑝1 +

√
𝑝2)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
≡ 𝑑æ𝑝(𝑡).

Для доказательства предложения 1 нам потребуется следующая лемма.
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Лемма 6. Семейство {æ𝑝 : 𝑝 ∈ intR𝑛
+} неотрицательных борелевских мер на [0,+∞)

представимо в виде æ𝑝 = (𝑅𝑞𝛼𝜇)(𝑝, ·) при некотором 0 < 𝛼 6 1, где 𝜇 — некоторая неот-
рицательная борелевская мера на R𝑛

+, для которой exp(−𝐴|𝑥|𝛼) ∈ 𝐿1(𝜇) при всех 𝐴 > 0,
тогда и только тогда, когда

1) при всех 𝑝 ∈ intR𝑛
+ имеет место равенство

𝐹𝛼(𝑝) ≡
ˆ

R𝑛
+

exp(−𝑡𝛼) 𝑑æ
𝑝𝛼−1 (𝑡) = (𝐿𝜇′)(𝑝) ≡

ˆ

R𝑛
+

𝑒−𝑝𝑦𝜇′(𝑑𝑦), (18)

где 𝑝𝛼
−1

= (𝑝𝛼
−1

1 , . . . , 𝑝𝛼
−1

𝑛 ), 𝜇′(𝑑𝑦) — некоторая неотрицательная локально конечная боре-
левская мера, 𝐿 — преобразование Лапласа, 𝑝𝑥 = 𝑝1𝑥1 + . . .+ 𝑝𝑛𝑥𝑛,

2) для всех 𝑝 ∈ intR𝑛
+ и 𝜆 > 0 справедливо равенство

+∞ˆ

0

exp(−𝑡𝛼) 𝑑æ𝜆𝑝(𝑡) =

+∞ˆ

0

exp(−𝜆𝛼𝑡𝛼) 𝑑æ𝑝(𝑡). (19)

Более того, меры 𝜇′(𝑑𝑦) и 𝜇(𝑑𝑥) определены однозначно и связаны заменой переменных
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥𝛼1 , . . . , 𝑥

𝛼
𝑛).

Доказательство. Необходимость. Пусть ℎ𝑛 — монотонно возрастающая последова-
тельность непрерывных функций с компактным носителем на [0,+∞), поточечно сходя-
щаяся к ℎ(𝑡) = exp(−𝑡𝛼). Применяя формулу (3) к каждой функции ℎ𝑛 и беря предел при
𝑛→ ∞, с учётом теоремы Лебега о монотонной сходимости, получим формулу (18).

Снова по формуле (3) для функций ℎ𝑛 при всех 𝜆 > 0 можно записать

+∞ˆ

0

ℎ𝑛(𝑡) 𝑑æ𝜆𝑝(𝑡) =

ˆ

R𝑛
+

ℎ𝑛(𝑞𝛼(𝜆𝑝 ∘ 𝑥))𝜇(𝑑𝑥) =
ˆ

R𝑛
+

ℎ𝑛(𝜆𝑞𝛼(𝑝 ∘ 𝑥))𝜇(𝑑𝑥) =
+∞ˆ

0

ℎ𝑛(𝜆𝑡) 𝑑æ𝑝(𝑡).

Предельным переходом при 𝑛→ ∞ в последнем равенстве получим формулу (19).
Достаточность. Определим ̃︀æ𝑝 = (𝑅𝑞𝛼𝜇)(𝑝, ·). Из необходимости и из свойств (18), (19)
получим для всех 𝜆 > 0 следующую цепочку равенств:

+∞ˆ

0

exp(−𝜆𝛼𝑡𝛼) 𝑑̃︀æ𝑝(𝑡) =

+∞ˆ

0

exp(−𝑡𝛼)𝑑̃︀æ𝜆𝑝(𝑡) =

=

ˆ

R𝑛
+

exp(−𝜆𝛼𝑝𝛼𝑦)𝜇′(𝑑𝑦) =
+∞ˆ

0

exp(−𝑡𝛼) 𝑑æ𝜆𝑝(𝑡) =

+∞ˆ

0

exp(−𝜆𝛼𝑡𝛼) 𝑑æ𝑝(𝑡).

Из совпадений преобразований Лапласа мер æ′
𝑝 и ̃︀æ′

𝑝, получающихся из мер æ𝑝 и ̃︀æ𝑝 заменой
переменных 𝑠 = 𝑡𝛼 при 𝜆 > 0, следует, что меры æ𝑝 и ̃︀æ𝑝 равны, то есть æ𝑝 = (𝑅𝑞𝛼𝜇)(𝑝, ·).

Единственность мер следует из теоремы 3.

Доказательство. (Доказательство предложения 1). Нам достаточно показать, что
(𝑅𝑞1𝜇)(𝑝, ·) = æ𝑝 и (𝑅𝑞1/2𝜈)(𝑝, ·) = æ𝑝. Для этого мы воспользуемся леммой 6. Очевидно,

что для семейства {æ𝑝} выполнено условие (19) при 𝛼 = 1 и 𝛼 = 1
2 . Далее, преобразование

Лапласа меры 𝜇 равно

(𝐿𝜇)(𝑝1, 𝑝2) =

ˆ +∞

0
exp

(︂
−𝑡− 1√

𝑡
(
√
𝑝1 +

√
𝑝2)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
,



14 Высшая и прикладная математика ТРУДЫ МФТИ. — 2014. — Том 6, № 2

поэтому по лемме 6 æ𝑝 = (𝑅𝑞1𝜇)(𝑝, ·). С другой стороны, если обозначить через 𝜈 ′ образ
меры 𝜈(𝑑𝑥) при замене переменных 𝑦1 =

√
𝑥1, 𝑦2 =

√
𝑥2, то для преобразования Лапласа

меры 𝜈 ′ мы будем иметь формулу

(𝐿𝜈 ′)(𝑝1, 𝑝2) =

+∞ˆ

0

exp

(︂
−
√
𝑡− 1√

𝑡
(𝑝1 + 𝑝2)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
.

Снова по лемме 6 получим, что æ𝑝 = (𝑅𝑞 1
2

𝜈)(𝑝, ·).

Работа поддержана грантом РФФИ № 14-07-00075 А.
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