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Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ãëàñèò: åñëè ëþáîå êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë Γ ñîâìåñòíî, òî è âñ¼ Γ ñîâìåñò-
íî.

Íàçîâ¼ì îáîáù¼ííûì ãðàôîì ïàðó 〈V,E〉, ãäå V � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå
ìíîæåñòâîì âåðøèí, à E � àíòèðåôëåêñèâíîå ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå íà V . Öèêëîì
â îáîáù¼ííîì ãðàôå íàçîâ¼ì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1, . . . , vn, ÷òî v1Ev2, v2Ev3,
. . . , vn−1Evn, vnEv1. Îáîáù¼ííûé ãðàô íàçîâ¼ì äâóäîëüíûì, åñëè V = V1 t V2, òàê ÷òî
¬xEy äëÿ âñåõ x ∈ V1, y ∈ V1 è x ∈ V2, y ∈ V2.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îáîáù¼ííûé ãðàô äâóäîëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â í¼ì íåò
öèêëîâ èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà âåðøèí. (Óêàçàíèå: ñîïîñòàâüòå êàæäîé âåðøèíå ïåðåìåí-
íóþ, èñòèííóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà âåðøèíà ëåæèò â V1.)

Îáîáù¼ííûé ãðàô ìîæíî ðàñêðàñèòü â k öâåòîâ, åñëè V = V1 t V2 t · · · t Vk, òàê
÷òî ¬xEy äëÿ âñåõ x ∈ Vi, y ∈ Vi, ãäå i = 1, . . . , k. Ïîäãðàôîì íàçûâàåòñÿ (îáîáù¼ííûé)
ãðàô 〈V ′, E ′〉, òàêîé ÷òî V ′ ⊂ V è E ′ ⊂ E.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îáîáù¼ííûé ãðàô ìîæíî ïîêðàñèòü â k öâåòîâ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîé åãî êîíå÷íûé ïîäãðàô ìîæíî ïîêðàñèòü â k öâåòîâ.

Ïóñòü V � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèñâàèâàíèåì
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå èç V â {0, 1}. Ìíîæåñòâî ïðèñâàèâàíèé A íàçû-
âàåòñÿ îïðåäåëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë Γ,
÷òî x ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà x.

3. Ïóñòü V êîíå÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ïðèñâàèâàíèé îïðåäåëèìî.
4. Ïóñòü V ñ÷¼òíî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ïðèñâàèâàíèé

îïðåäåëèìî.
5. Ïóñòü V ñ÷¼òíî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðèñâàèâàíèé îïðåäå-

ëèìî.
6. Ïóñòü V ñ÷¼òíî. Èç ñîîáðàæåíèé ìîùíîñòè äîêàæèòå, ÷òî íå ëþáîå ìíîæåñòâî

ïðèñâàèâàíèé îïðåäåëèìî.
7. Ïóñòü V ñ÷¼òíî è ðàâíî {p0, p1, . . . }. Äîêàæèòå, ÷òî íå îïðåäåëèìî ìíîæåñòâî ïðè-

ñâàèâàíèé, ñîäåðæàùåå âñå {p0, p1, . . . , pn}, íî íå ñîäåðæàùåå {p0, p1, . . . }. (Çäåñü ïðèñâà-
èâàíèå îòîæäåñòâëåíî ñ ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ îíî èñòèííî). (Óêàçàíèå:
äîáàâüòå ê ïðåäïîëàãàåìîìó îïðåäåëÿþùåìó ñåìåéñòâó Γ âñå ôîðìóëû âèäà pi è ïî
òåîðåìå êîìïàêòíîñòè äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò ñîâìåñòåí).

×åðåç N∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ïðîèçâîëüíîé
äëèíû). Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî T ìíîæåñòâà N∗, ÷òî åñëè α ∈ T , à
β � íà÷àëî α, òî β ∈ T . Äåðåâî èìååò êîíå÷íîå âåòâëåíèå, åñëè äëÿ ëþáîãî êîðòåæà
α ∈ T òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîðòåæåé αx, ãäå x ∈ N, ïðèíàäëåæèò T . Ëåììà
Ê¼íèãà ãëàñèò, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå (ò.å. ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîðòåæåé)
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äåðåâî ñ êîíå÷íûì âåòâëåíèåì ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ âåòâü, ò.å. âñå íà÷àëà íåêîòîðîé
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

8. Äîêàæèòå ëåììó Ê¼íèãà ïðè ïîìîùè òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè. (Óêàçàíèå: äëÿ
êàæäîé âåðøèíû äåðåâà ââåäèòå ïåðåìåííóþ, èñòèííóþ, åñëè îíà ëåæèò íà èñêîìîé
áåñêîíå÷íîé âåòâè; çàïèøèòå ôîðìóëû, ÷òî íà êàæäîì óðîâíå ëåæèò ðîâíî îäíà îòìå-
÷åííàÿ âåðøèíà è ÷òî îòìå÷åííûå âåðøèíû îáðàçóþò âåòâü; èç êîíå÷íîãî âåòâëåíèÿ
çàêëþ÷èòå, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñîâìåñòíî.)

9. Äîêàæèòå òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè äëÿ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè
ëåììû Ê¼íèãà. (Óêàçàíèå: âêëþ÷èòå â äåðåâî áóëåâû êîðòåæè (a1, . . . , ai), íà êîòîðûõ
âåðíû âñå ôîðìóëû èç Γ, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïåðåìåííûõ p1, . . . , pi).

Ïóñòü C � íåêîòîðîå êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî öâåòîâ. Íàçîâ¼ì ïëèòêîé ýëåìåíò
C4, áóäåì åãî îáîçíà÷àòü (cT , cR, cB, cL). (Ò.å. ýòî êâàäðàò, ð¼áðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû
â êàêèå-òî öâåòà). Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé íàáîð ïëèòîê A ⊂ C4. Íàçîâ¼ì çàìîùåíèåì
ðåø¼òêè ïëîñêîñòè ôóíêöèþ F : Z× Z→ A. Çàìîùåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè
F (x, y)T = F (x, y + 1)B è F (x, y)R = F (x+ 1, y)L. (Ò.å. öâåòà ãðàíè÷íûõ ð¼áåð ñîñåäíèõ
êâàäðàòîâ ñîâïàäàþò).

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáîé êâàäðàò n× n ìîæíî ïðàâèëüíî çàìîñòèòü, òî è âñþ
ïëîñêîñòü ìîæíî ïðàâèëüíî çàìîñòèòü.

11. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé íàáîð ìíîãîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáîé êâàä-
ðàò ìîæíî çàìîñòèòü ýòèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, òî è âñþ ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü.
(Ìíîãîóãîëüíèêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü, îíè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî
âíóòðåííèì òî÷êàì, íî ìîãóò âûõîäèòü çà ïðåäåëû êâàäðàòà).
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