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Математические модели автомобильного тра-
фика могут быть весьма различны: от диффе-
ренциальных уравнений с частными производны-
ми, средств современной компьютерной физики
до создания игровых моделей, где точки на ви-
део движутся по сети улиц с перекрестками. Мы
обсуждаем здесь строгие вероятностные подходы
к транспортным потокам и сетям. Вероятностные
модели транспортных потоков, отражающие каче-
ственные явления на автомагистрали, весьма раз-
нообразны: от массового обслуживания середины
прошлого века до статистической физики и про-
цессов с локальным взаимодействием. Основная
цель этой статьи — не столько представить техни-
ку решения задач, сколько представить методику
(и искусство) составления адекватных моделей,
которые отличаются наглядностью определений
(основной объект там именно автомобили, а не
потоки) и основаны на простых интуитивных рас-
суждениях. Более того, все вводимые постулаты в
этих моделях допускают статистическую провер-
ку, широкие уточнения и обобщения и не исполь-
зуют сомнительных физических аналогий. В ста-
тье перечислены возможные постановки задач и
подробно разобраны некоторые примеры. Вообще,
вероятностные модели должны связываться с пси-
хикой водителей, если водители — не роботы. Хо-
тя такая математическая теория пока не вполне
понята (в этом и есть как раз существенное отли-
чие от статистической физики), здесь делаются,
по-видимому, первые попытки построить строгие
модели.

Вероятностный подход к транспортным пото-
кам существует уже более 50 лет, см. [20, 24, 36],
однако здесь мы даем более современную трак-
товку и рассматриваем более сложные задачи.
Несмотря на то, что рассмотренные модели демон-
стрируют богатство возможностей, наш обзор, ко-
нечно, далеко не полон, см., например, [1, 4, 17,
27].

Статья состоит из трех частей. В первой дано
построение случайных потоков и некоторые моде-
ли, в том числе и ряд новых, отражающих разно-
образные качественные явления на автомагистра-
ли. Во второй части показано, как можно полу-

чать явные формулы с помощью техники пуассо-
новских потоков. В третьей рассмотрены сложные
сети дорог и вычисление критической нагрузки,
выше которой начинаются пробки.

I. Потоки автомобилей

I.1. Маркированные точечные поля

Под словом «поток», в зависимости от контек-
ста, понимают либо среднее число J автомобилей
в единицу времени, пересекающих сечение транс-
портного пути в данном направлении, либо стати-
ческую случайную конфигурацию

... < xi < xi−1 < ...

автомобилей в данный момент времени, но мож-
но понимать поток динамически — как меру на
множестве траекторий {xi(t)} автомобилей.
Конфигурация автомобилей.Максимально

детальное описание расположения автомобилей в
данный момент времени таково. Автомобиль ин-
дивидуален, и ему присваивается некий индекс
α. Например, пусть есть автотрасса с k полосами
1, 2, ..., k, представляемая k прямыми, параллель-
ными оси x. Тогда индекс α = (m,i) выделяет i-й
автомобиль на полосе m. Индекс i нумерует авто-
мобили на полосе, так что автомобиль i следует
за автомобилем i − 1. Пусть dα — длина этого
автомобиля, xα(t) — его координата (например,
переднего бампера). Автомобили движутся в по-
ложительном направлении оси x. Далее индекс
полосы мы везде опускаем — читатель может его
добавлять где надо — и используем только ин-
декс i.
Обозначим расстояние от автомобиля i до

предыдущего автомобиля в реальном потоке в мо-
мент t через

d+
i (t) = xi−1(t) − xi(t) − di−1.

Обозначим (тоже важная величина для водителя)

d−i (t) = d+
i+1(t)

— расстояние до следующего за ним автомобиля.
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Как вводятся вероятности на множестве
конфигураций. Формально, точечный случай-
ный поток на прямой задается вероятностной ме-
рой на множестве всех счетных локально-конеч-
ных (то есть конечных на каждом ограниченном
интервале) подмножеств прямой. Иначе говоря,
задается согласованной системой вероятностей

P (I1, k1; ...; In, kn)

того, что в интервалах Ij , j = 1, ..., n находится
ровно kj частиц.
Для более конкретного задания этих распреде-

лений существуют две большие науки: теория вос-
становления (см., например, [31]) и теория гибб-
совских точечных полей [32, 34]. Первая теория
существенно проще, но годится только в одномер-
ном случае. Вторая глубоко связана с физикой,
годится и для многомерных ситуаций, но доволь-
но сложна, и мы не будем ее здесь касаться.
Самый простой случайный поток — пуассонов-

ский, см., например, [30]. Простейший способ его
понять такой. Рассмотрим интервал [−N,N ] и бро-
сим на него независимо и случайно (точнее равно-
мерно) M = [ρN ] точек, где ρ > 0 — некоторая
константа, называемая плотностью. Легко вычис-
лить биномиальную вероятность PN,M (k,I) того,
что в конечный интервал I попадет ровно k точек.
Последняя при N → ∞ стремится к пуассоновско-
му выражению

P (k,I) =
{ρ|I|}k
k!

e−ρ|I|.

Более общие потоки (не пуассоновские) легко
строятся на полупрямой [0,∞). Именно, случай-
ные точки

x0 = 0, x1, ..., xn, ...

определяются как суммы независимых оди-
наково распределенных случайных величин
ξi > 0, i = 1, 2, ... с распределением G(x):

x1 = ξ1, x2 = ξ1 + ξ2, ...

Для определения трансляционно-инвариантно-
го потока на всей прямой остается одна пробле-
ма — где разместить начальную точку потока, от
которой откладывать независимые величины на-
лево и направо. Для этого надо воспользоваться
следующим (одним из основных) утверждением
теории восстановления. Пусть P (t,t + Δt) — ве-
роятность того, что в интервал (t,t+ Δt) попадет
ровно одна точка xn. Тогда если ξi имеют плот-
ность, то на полупрямой предел

lim
Δt→0

1
Δt

P (t,t+ Δt)

существует и стремится при t → ∞ к ρ = (Eξ)−1.
Тогда предельная (при t → ∞) плотность вероят-
ности того, что расстояние от точки t до первой

случайной точки xi > t больше s, равна произведе-
нию ρ на вероятность того, что ξi = xi − xi+1 > s,
то есть равна

ρ(1 −G(s)).

Поэтому первую после начала координат точку
потока следует взять на случайном расстоянии
с этой плотностью. Расстояния же между точка-
ми будут по-прежнему независимыми с функцией
распределения G(x).
Альтернирующие потоки. Расстояния меж-

ду соседними точками потока не обязательно оди-
наково распределены. Распределения могут чере-
доваться. Например, возьмем две последователь-
ности случайных величин ξ1, ξ2, ... и η1, η2, ... и
положим

x2n = ξ1+ ...+ξn+η1+ ...+ηn,x2n−1 = ξ1+ ...+ξn+

+η1 + ...+ ηn−1.

Тогда построение потока на всей прямой делает-
ся так же, как и выше. В нашем случае череду-
ются длины автомобилей di (независимые и оди-
наково распределенные) и расстояния d+

i между
ними (также независимые и одинаково распреде-
ленные).
Маркированные потоки. Каждой точке xi

точечного процесса может быть сопоставлена ве-
личина σi, принимающая значения в некотором
множестве S. Эту величину в разных случаях
называют маркой или спином в точке i и гово-
рят о случайном маркированном точечном множе-
стве (потоке, процессе). Он определяется мерой на
счетных множествах пар (xi,σi). Проще всего ко-
гда задана мера на счетных множествах, то есть
задан поток без марок, а величины σi объявля-
ются независимыми и одинаково распределенны-
ми. В разделе I.5 мы построим маркированный
процесс, где марками будут скорости, причем их
распределение будет сложным образом коррели-
ровать во времени с траекториями точек.

I.2. Связь скорости и плотности
с пропускной способностью

Психика водителя в простейшем потоке.
Полностью моделировать психику, конечно, невоз-
можно, но многие закономерности очевидны. Так,
водитель i видит несколько автомобилей (часто
только один впереди себя) в потоке и выбирает
оптимальное для себя расстояние до предыдуще-
го автомобиля. Если скорость vi−1(t) = dxi−1(t)

dt
меняется медленно, то можно считать, что реак-
ция водителя быстрее, и выбираемое расстояние
D+
i зависит только от этой скорости:

D+
i = D+

i (vi−1)

(индекс i свидетельствует о том, что функции
D+
i (v) разные для разных водителей). Назовем по-
ток алгоритмическим в момент t, если для всех i

d+
i (t) = D+

i (vi−1(t)),
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то есть все скорости последовательно определя-
ются по скорости первого автомобиля. Конечно,
нас интересуют не сами функции, а их статистиче-
ские характеристики. При вероятностном подходе
функции D+

i (v) становятся независимыми одина-
ково распределенными случайными функциями,
зависящими от скорости v предыдущего водителя
как от параметра. Распределение этих функций
не может быть выведено из математических, ста-
тистических, физических и т.д. законов. Оно зави-
сит от индивидуальной и коллективной психики
водителей и должно находиться эксперименталь-
но, см. [21].
Детерминированная динамика без обго-

на. Если все автомобили, водители и скорости
v одинаковы, то многие задачи решаются про-
сто. Обозначим d — длину автомобиля и через
d+ = D+(v) расстояние до впереди идущего авто-
мобиля, которое водитель соблюдает. Уже такая
динамика позволяет понять многие качественные
эффекты.
Определим пропускную способность дороги

как максимально возможный поток по ней:

Jmax = max
v

vλ(v),

где максимум берется по разрешенному интерва-
лу скоростей и где

λ(v) =
k

d+D+(v)

есть плотность автомобилей на k-полосной доро-
ге при заданной скорости v в простейшем алго-
ритмическом потоке. Отсюда видно, что пропуск-
ная способность может уменьшаться при увеличе-
нии скорости. Этот простой вывод говорит лишь
о том, что многие водители увеличивают расстоя-
ние до предыдущего автомобиля при увеличении
им скорости.
Случайная динамика без обгона. То же

самое получится, если скорости v одинаковы, а
функции d+

i случайны и независимы, а их сред-
ние равны (для заданного v) некоторому числу
d+(v). Мы видим, что сам факт нетривиальной
зависимости пропускной способности от скорости
тривиален и для него совершенно необязательны
вероятностные или физические модели. Однако
для более тонких вопросов вероятностные модели
необходимы. Сейчас мы введем довольно общую
вероятностную модель с очень богатым спектром
фаз. При этом процессы с запретами (exclusion
processes) появляются как вырожденный частный
случай. Другие модели см. [1, 21, 29].
Случайная динамика с обгоном (случай-

ные грамматики). Здесь естественно возникает
связь с таким недавно открытым объектом, как
случайные грамматики, см. [33]. Мы дадим крат-
кое содержательное описание одной такой модели.
Пусть в момент t = 0 все автомобили находят-

ся на левой полуоси, движение однополосное. Мы

разбиваем полосу движения на клетки определен-
ной длины и считаем, что в каждой клетке не
более одного автомобиля. Таким образом, конеч-
ная последовательность автомобилей изображает-
ся парой (S,r), где r ∈ Z, а S — конечная последо-
вательность (слово) из трех символов 0,1,2:

S = sN ...s2s1.

При этом 0 соответствует пустой клетке, 1 —
активному (быстрому) водителю в клетке, 2 —
спокойному водителю в клетке, Длина слова
N = N(t) и все символы sk(t) могут меняться во
времени, но так, что всегда s1(t),sN(t)(t) �= 0 для
всех t � 0. В произвольный момент t каждый сим-
вол sk(t) имеет координату x(sk(t)). Координаты
однозначно определяются

x(sk(t)) = x(s1(t)) − k + 1 (1)

координатой x(s1(t)) первого символа, которую
мы обозначим r = r(t).
Динамика моделирует процесс ускорений и

торможений отдельных водителей и определяется
как цепь Маркова (S(t),r(t)) с непрерывным вре-
менем на множестве пар {(S,r)}. Интенсивности
скачков определяются так. Изменения S и r неза-
висимы друг от друга. Изменение r моделирует
движение всего потока с постоянной скоростью v.
Именно r увеличивается на единицу с вероятно-
стью vdt за время dt, и все координаты немедлен-
но изменяются соответственно формуле (1). Ди-
намика S, таким образом, будет описывать ситу-
ацию относительно некоторого равномерного дви-
жения. Эта динамика задается случайной грам-
матикой, то есть списком возможных локальных
замен подслов (всего будет 5 типов замен) S на
другое подслово. Любые замены из приводимого
ниже списка производятся независимо, случайно
и имеют разные интенсивности (всего 4 парамет-
ра). Вот этот список:

1. 10 → 01 — быстрый водитель передвигается
на 1 вперед, освобождая свободное место за
собой, с вероятностью λ+

0 dt за время dt.

2. 120 → 021— быстрый водитель обгоняет спо-
койного с вероятностью λ+

1 dt.

3. 22 → 202, 21 → 201 — предусмотрительный
водитель тормозит, увеличивая дистанцию
перед собой, с вероятностью λ−2 dt. Отметим,
что здесь увеличивается длина N слова S
(возникает лишняя свободная ячейка), что
ведет к сдвигу всех автомобилей сзади дан-
ного водителя на 1 назад. Это нелокальный
скачок, реально он растянут во времени, но
это совместимо с правилом сложения отно-
сительных скоростей.

4. 200 → 020 — спокойный водитель ускоряет-
ся с вероятностью λ+

2 dt (если впереди с его
точки зрения много свободного места).
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5. Некоторые скачки в конце слова S могут
привести к тому, что последний символ сло-
ва станет нулевым. В этом случае он немед-
ленно уничтожается, то есть длина слова
уменьшается на 1.

Необходимо сказать, что для точной форму-
лировки результатов, которые мы лишь обрису-
ем, надо делать разнообразные скейлинги пара-
метров t,N и λ+

0 ,λ
+
1 ,λ

−
2 ,λ

+
2 . Это будет сделано в

отдельной статье. В зависимости от 4 параметров
λ+

0 ,λ
+
1 ,λ

−
2 ,λ

+
2 могут быть разнообразные типы (фа-

зы) движения. Мы приведем только три из них.
Если λ±2 малы по сравнению с остальными дву-

мя параметрами, то автомобили типа 2 едут син-
хронно и с постоянной скоростью, а быстрые ав-
томобили имеют дополнительную относительную
скорость. Если быстрых автомобилей мало, то эта
дополнительная скорость определяется движени-
ем одного автомобиля среди неподвижных препят-
ствий, зависит от плотности ρ2 автомобилей типа
2 и плотности дырок ρ0 и примерно равна

vrel = λ+
0 ρ0 + 2λ+

1 ρ2.

Если λ−2 мала по сравнению с остальными дву-
мя параметрами (нет нелокальных эффектов), а
λ+

2 имеет такой же порядок, как λ+
0 ,λ

+
1 , то раз-

ница между типами стирается. Мы имеем тогда
процесс, близкий к так называемому полностью
асимметричному процессу с запретами (TASEP —
totally asymmetric exclusion process), а для значе-
ний

λ+
0 = λ+

1 ,λ
−
2 = 0

полностью с ним совпадающий (о TASEP см. [1]).
Если λ+

2 мала, а λ−2 велика по сравнению
с остальными двумя параметрами, то картина
иная. Каждый обгон 120 → 021 вызывает немед-
ленное торможение автомобиля 2, и, как след-
ствие, ВСЕ последующие автомобили замедляют-
ся. Для автомобилей ближе к концу слова за-
медление будет весьма существенным, если поток
достаточно плотный (мало ячеек с нулями), так
как много автомобилей типа 2 будет тормозиться.
В результате перед каждым автомобилем типа 2
возникнет много свободного места и поток разря-
дится.
Можно усложнять введенную динамику, на-

пример избежать дискретизации, вводя вместо ну-
лей положительные вещественные числа — рассто-
яния между последовательными автомобилями.
Это потребует существенных переформулировок,
особенно для скачков типа 3, но сохранит грубые
качественные эффекты.

I.3. Рост пробки

Если входной транспортный поток в некото-
рую фиксированную область равен Jin, а выход-
ной Jout < Jin, то количество автомобилей в дан-
ной области за время t увеличится на

t(Jin − Jout).

Так будет, только если рассматриваемая область
не находится на самом транспортном пути. Напри-
мер, если автомобили скапливаются в пробке на
самой дороге, то ответ другой. Дело в том, что об-
ласть сама может расти за счет скапливающихся
автомобилей. Чтобы уточнить эти утверждения,
надо уточнить модель.
Пусть автомобили одинаковой длины d едут в

потоке (по одной полосе) со скоростью v одна за
другой на одинаковом расстоянии d+ между ни-
ми. Пусть в течение времени t движение останов-
лено неким препятствием, например красным све-
тофором. При этом автомобили останавливаются
на расстоянии d+

0 < d+ до предыдущего автомо-
биля.
Нетрудно доказать, что за время t → ∞ проб-

ка (то есть максимальная длина L(t) участка, где
все автомобили стоят) перед препятствием будет
иметь длину, асимптотически равную

L(t) ∼ t→∞tv
d+ d+

0

d+ − d+
0

. (2)

По-видимому, этот результат зависит в действи-
тельности лишь от средних величин и остается
верным при возможности обгона. Это сделано
в [28] для независимого движения автомобилей
(то есть когда автомобили не мешают друг дру-
гу), причем скорости автомобилей имеют флукту-
ации, однако средние скорости всех автомобилей
одинаковы и равны v. Но доказательство там со-
всем не просто. Другие модели роста пробки см.
в [16].
Локальные расширения и сужения трас-

сы. Что происходит при переходе участка дороги
с k полосами в участок с l полосами? Пусть этот
переход происходит в точке с координатой x = 0.
Случай k < l. Пусть максимально разрешен-

ная скорость равна vmax и предполагается дис-
циплинированность водителей. Пусть автомоби-
ли движутся по k-полосной трассе со скоростью
v < vmax. Причем быстрее невозможно по причине
фундаментального соотношения между плотно-
стью автомобилей ρ и их скоростью:

d+D+(v) = ρ−1.

Тогда по l полосной трассе длины L автомобили
теоретически могут сохранить ρ и двигаться с та-
кой же скоростью, но ρ может скорректироваться
так, что автомобили смогут двигаться быстрее с
некоторой большей скоростью v1. Выгода во вре-
мени:

L

v
− L

v1
.

Случай k > l. Тогда возможны три разных си-
туации.
Свободный поток. Если поток очень редкий,

то автомобили будут подъезжать к точке 0 в оди-
ночку и не заметят перехода.
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Растущая пробка. Обозначим Jk — текущий
входящий поток и Jl,max — максимально возмож-
ный поток по l-полосной трассе. Если Jk > Jl,max,
то будет образовываться пробка и число авто-
мобилей в пробке в среднем будет расти как
t(Jk − Jl,max), а точнее, как в формуле (2).
Задержка. В случае Jk < Jl,max практиче-

ское наблюдение таково: перед сужениями могут
возникать пробки случайной длины, которые, од-
нако, не растут слишком сильно. Соответствую-
щих стохастических моделей пока нет, для этого
прежде всего нужны нестационарные модели на-
чала и остановки движения. Некоторые из этих
моделей мы сейчас опишем.

I.4. Модели начала движения

В работе [5] автомобили задаются точками

... < xi(t) < xi−1(t) < ...

на прямой. В начальный момент времени t = 0 ав-
томобили стоят и образуют пуассоновское точеч-
ное поле с плотностью ρ < 1. Автомобили могут
иметь две скорости: 0 или 1; обгоны запрещены.
Каждый стоящий автомобиль через независимое
экспоненциально распределенное время со сред-
ним 1 начинает двигаться со скоростью 1. Может
случиться так, что автомобиль с номером i доедет
до автомобиля i − 1, пока тот еще не начал дви-
гаться. Тогда он останавливается и начинает дви-
гаться через экспоненциальное время после того,
как начнет двигаться автомобиль i−1. Такое пра-
вило действует всегда. Этот процесс в некотором
смысле описывает выезд автомобилей из пробки.
Основной результат состоит в том, что с веро-

ятностью 1 каждый автомобиль будет останавли-
ваться только конечное число раз (при условии
ρ < 1). Пусть ti — момент времени, начиная с ко-
торого автомобиль i движется без остановки. То-
гда для любых i и k и любого t > ti, ti−1, ..., ti−k
случайные величины

xi−1(t)−xi(t),xi−2(t)−xi−1(t), ..., xi−k(t)−xi−k+1(t)

будут независимы и экспоненциально распределе-
ны. Иначе говоря, после выезда из пробки автомо-
били будут образовывать пуассоновскую конфигу-
рацию с той же самой интенсивностью ρ, что и в
начале.
Рассмотрим более простую ситуацию, когда в

момент 0 пуассоновский точечный поток

... < x2 < x1 < 0

с плотностью ρ находится на левой полуоси. Каж-
дая точка движется со скоростью v > 0, если рас-
стояние до предыдущей точки не меньше некото-
рого d > 0, и стоит — в противном случае. Здесь
очевидно, что каждая частица не останавливает-
ся, начиная с некоторого момента. Но здесь мож-
но получить больше. Рассмотрим следующие слу-
чайные величины: τ (1)

k — случайное время начала

движения k-й точки, τ (2)
k — случайное время, на-

чиная с которого эта точка больше не останавли-
вается, xk — расстояние до первой точки, начиная
с момента τ (2)

k . Интересно было бы найти асимпто-
тику распределений этих случайных величин при
k → ∞.
Связь с задачей задержки очевидна. Пусть

есть две полосы и на каждой полосе интенсив-
ность потока ρ; объединенный поток, таким обра-
зом, имеет плотность 2ρ. Автомобилям из первой
полосы надо втиснуться во вторую. Алгоритмы
втискивания могут быть разными. Например, лю-
бой автомобиль втискивается независимо от дру-
гих, если его расстояние (по оси x) до предыдуще-
го и последующего автомобилей из второй полосы
было не менее некоторого числа d+(v).

I.5. Ближний и дальний порядок
при меняющихся во времени скоростях

автомобилей

Здесь автомобили представляются точками xi.
С автомобилем i связывается случайный процесс
wi(t), определяющий его скорость в момент t «на
свободной дороге» (то есть при отсутствии пре-
пятствия спереди). Величина этой скорости кос-
венно определяет активность водителя в данный
момент времени. Процессы wi(t) взаимно незави-
симы и определяются лишь психикой индивиду-
ального водителя. Предположим, что существуют
константы 0 < C1 < C2 < ∞ такие, что для всех
t, i

C1 < wi(t) < C2.

Поток задается начальным положением xi(0) ав-
томобилей, а их движение определяется как

xi(t) = xi(0) +

t∫

0

vi(s)ds,

где vi(t) — определяемая ниже скорость автомо-
биля в потоке. При этом начальные положения
таковы, что расстояния d+

i (0) независимы и, на-
пример, экспоненциальны с заданным парамет-
ром ρ(0). Процесс будет полностью определен, ес-
ли для всех t1, ..., tn, i1, ..., in мы зададим конеч-
номерные распределения векторов

(vi1 (t1), ..., vin(tn)),

где среди индексов ik могут быть одинаковые. Эти
распределения полностью определяются следую-
щими правилами:

1) (правило препятствия) если автомобиль i
имеет впереди себя препятствие в момент
t, то vi(t) = vi−1(t). При этом мы говорим,
что автомобиль i имеет впереди себя препят-
ствие в момент t, если

xi(t− 0) = xi−1(t);
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2) (правило свободной дороги) если ни один из
автомобилей i1, ..., ik при k � n не имеет
впереди себя препятствия, то распределение
вектора vi1 (t1), ..., vik(tk) совпадает с распре-
делением вектора wi1(t1), ..., wik(tk) и явля-
ется независимым от распределения вектора
vik+1(tk+1), ..., vin(tn);

3) (правила обгона) если автомобиль i имеет
впереди себя препятствие в момент t, то он
меняeтся местами с предыдущим автомоби-
лем с некоторой интенсивностью λ в тече-
ние (случайного) интервала времени, пока
wi(t) > vi−1(t). Смысл этого условия состо-
ит в том, что водитель обгоняет, если его ак-
тивность высока в течение некоторого про-
межутка времени.

Уже для этого простейшего определения
транспортного потока с зависимыми от времени
скоростями есть много задач. Несколько из них
мы сейчас сформулируем в виде гипотез.
Назовем свободной фазой случай, когда авто-

мобиль не задерживается при обгоне догоняемого
автомобиля, то есть интенсивность обгона равна
бесконечности. Тогда для любых автомобилей с
индексами i, j их скорости независимы, и, значит,
ковариации

covij(t) = Evi(t)vj(t) − Evi(t)Evj(t) = 0.

Гипотеза 1. Для заданных распределений
процессов wi(t) существует константа 0 < λ0 <∞
такая, что при λ < λ0 существует предельный ста-
ционарный процесс (по i и по t), в котором ковари-
ации covij(t) убывают экспоненциально по |j − i|.
Назовем этот тип движения фазой с ближним по-
рядком. Существование фазы дальнего порядка
определяется следующей гипотезой.
Существует константa 0 < λcr < ∞ такая,

что при λ > λcr существует предельный стацио-
нарный процесс, в котором ковариации covij(t) не
стремятся к нулю при |j − i| → ∞. Неизвестно,
будет ли λcr = λ0.
Эти три фазы могут иметь отношение к фа-

зам, определенным Б.С. Кернером [15]. Можно
определить подобный процесс в более общем слу-
чае. Именно с длинами di,d+

i , а также с дополни-
тельными индексами, соответствующими полосам
движения, и с поведением водителя, зависящим
не только от следующего, но и от предыдущего
автомобиля. При этом могут возникать и другие
качественные эффекты.

II. Расчет средней скорости
на автотрассе

Мы приводим здесь простейшую постановку
задачи о снижении средней скорости движения
автомобилей по автотрассе из-за случайных непо-
движных (аварии и ремонтные работы) и дви-
жущихся (медленные автомобили) препятствий.

Цель — показать (полностью решив модельные
задачи), что во многих случаях можно получить
простые красивые формулы, позволяющие понять
основные причины замедления. Мы четко форму-
лируем технические предположения для получе-
ния таких формул. Основное предположение каса-
ется однородности трассы, именно въезда, выезда
автомобилей, специфики обгона.

II.1. Дорога как одномерная сеть
массового обслуживания

Следующая модель заимствована из [14,
с. 117]. Пусть есть бесконечная дорога и два типа
автомобилей задаваемые точками на бесконечной
прямой, которые движутся в одном направлении.
Автомобили первого типа (быстрые) двигаются с
постоянной скоростью v1, автомобили второго ти-
па (медленные) имеют постоянную скорость v2,
где v1 > v2.
Предположим, что быстрые автомобили в на-

чальный момент времени образуют пуассонов-
скую случайную конфигурацию (пуассоновский
точечный поток) на всей прямой с плотностью λ1.
Медленные автомобили расположены в момент
t = 0 в точках

x0 = 0 < x1 < ... < xn < ...,

причем расстояния xk − xk−1 одинаково распре-
делены со средним λ−1

2 (не обязательно экспо-
ненциально). Медленные автомобили едут неза-
висимо, не замечая других автомобилей. Быст-
рые же «взаимодействуют» с каждым автомоби-
лем, с которым их координаты совпадают. Именно
быстрым автомобилям разрешено обгонять мед-
ленные. Когда быстрый автомобиль догоняет мед-
ленный, то есть их координаты совпадают, то он
сколько-то времени едет вместе с медленным, то
есть со скоростью v2. Через экспоненциально рас-
пределенное время с параметром μ он обгоняет
медленный, то есть начинает ехать со скоростью
v1. Если быстрый автомобиль догоняет группу
быстрых автомобилей, следующих за медленным,
то обгон происходит в порядке очереди, точнее, в
том порядке, в котором быстрые автомобили дого-
няли данный медленный автомобиль. Без ограни-
чения общности скорости медленных автомобилей
можно считать равными нулю v2 = 0, а скорости
быстрых — соответственно равными v = v1 − v2.
Поэтому каждый медленный автомобиль можно
представлять узлом обслуживания, на который
приходят клиенты (быстрые автомобили) и в по-
рядке очереди (то есть прибытия) ждут обслужи-
вания (обгона), и обслуживаются с интенсивно-
стью обслуживания μ.
Теперь эта задача может быть сведена к линей-

ной сети массового обслуживания, которую мы
сейчас опишем. Имеется бесконечная последова-
тельность

S0 → ...→ Sk → Sk+1 → ...
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узлов обслуживания. Каждый узел Sk представ-
ляет собой систему типа M/M/1 с дисциплиной
обслуживания FIFO (first-in-first-out), то есть об-
служивание в порядке естественной очереди. Эти
узлы соответствуют медленным автомобилям, а
требования — быстрым. Например, узел S0 соот-
ветствует крайнему левому медленному автомо-
билю. Вторая буква M означает экспоненциаль-
ность времени обслуживания. Это вместе с дисци-
плиной FIFO отвечает формулировке нашей моде-
ли. Первая буква M означает пуассоновость вхо-
дящего потока прибывающих требований. Так, на
узел S0 поступление требований образует стаци-
онарный пуассоновский поток с интенсивностью
λ1v. Из элементарной теории очередей известно,
во-первых, что если λ1v < μ, то устанавливает-
ся стационарный режим с вероятностями Pn того,
что длина очереди равна n:

Pn = (1 − r)rn,r =
λ1v

μ
.

Во-вторых, известно (теорема Burke), что в ста-
ционарном режиме выходящий поток из системы
типа M/M/1 будет пуассоновским с интенсивно-
стью, равной интенсивности входящего потока, то
есть в нашем случае это λ1v.
После первого узла со случайным, но одина-

ковым для всех автомобилей временным сдвигом
x1−x0
v поток требований поступает на узел S1, где

также устанавливается стационарный режим.
Найдем среднюю скорость быстрого автомоби-

ля на интервале (x0,xN ),N → ∞. При этом мы бу-
дем предполагать, что стационарный режим уже
установился. Время проезда этого участка скла-
дывается из N обгонов и N путей между медлен-
ными автомобилями.
Среднее время, затрачиваемое быстрым авто-

мобилем на обгон медленного, составит

∞∑
n=0

(1 − r)rn
(n+ 1)
μ

=
1

(1 − r)μ
=

1
μ− λ1v

,

в то время как среднее время движения до следу-
ющего медленного автомобиля есть

1
λ2v

.

Поэтому расстояние между соседними медленны-
ми автомобилями (в среднем равное λ−1

2 ) быст-
рый автомобиль в среднем проходит за время
(μ− λ1v)−1 + (λ2v)−1.
Таким образом, средняя скорость быстрого ав-

томобиля составит

vmean =
λ−1

2

(μ− λ1v)−1 + (λ2v)−1
.

В следующих разделах мы рассмотрим более
сложную ситуацию с более общими распределени-
ями.

II.2. О связи вероятностного подхода
с кинетическими уравнениями

Каждой частице в точке xi на прямой со-
поставляется марка — скорость vi > 0. То-
гда поток машин определяется счетным подмно-
жеством {(xi,vi)} точек фазового пространства
R × R+. А случайный поток определяется мерой
μ на множестве таких конфигураций. Обозначим
n(A) = nμ(A) — среднее число частиц в ограни-
ченном объеме A фазового пространства. Если су-
ществует такая функция f(x,v), что для всех A

n(A) =
∫

A

f(x,v)dxdv,

то f называется одночастичной (корреляционной)
функцией распределения μ.
Хотя кинетический подход к транспортным за-

дачам известен давно [19] и много разрабатывал-
ся в физических работах [11, 12, 37], следует сра-
зу сказать, что строгий математический вывод
кинетических уравнений (то есть уравнений для
f(t;x,v)) для транспортных потоков остается от-
крытым. Мы даем лишь краткий комментарий.
Пусть в момент t = 0 задано распределе-

ние μ с одночастичной корреляционной функци-
ей f(0,x,v). Если движение частиц свободное, то
есть каждая частица движется со своей, но строго
постоянной, скоростью, то

f(t+ δ;x,v) = f(t;x− vδ,v).

Вычитая f(t;x,v) из обеих частей этого равенства,
деля на δ и переходя к пределу δ → 0, получаем

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
= 0. (3)

Это простейшее кинетическое уравнение для си-
стемы частиц без столкновений. Решением будет,
конечно,

f(t;x,v) = f(0;x− vt,v). (4)

В общем случае в кинетическом уравнении
должен быть также столкновительный член.
Столкновением частиц-автомобилей могло бы слу-
жить их сближение, так что один мешает другому
совершить определенные маневры, например, об-
гон. Как бы происходит образование новой состав-
ной частицы (кластера из нескольких автомоби-
лей), которая через некоторое время распадается
на отдельные частицы. Это не так легко форма-
лизовать.
Другой подход — рассматривать движение

быстрых автомобилей в среде медленных. Предпо-
ложим сначала, что автомобили и водители одина-
ковы, по-прежнему движутся независимо, но ско-
рость v(x,t) каждой зависит от x (например, от
состояния дороги в данном месте) и от t (напри-
мер, от погодных условий). Иначе говоря, движе-
ние каждой частицы определяется уравнением

dx

dt
= v(x,t),x(0) = x0.
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При этом траектории частиц не пересекаются. То-
гда вместо f(t;x,v) достаточно плотности ρ(t,x)
частиц в точке x в момент t. Если x(t,x0) — ре-
шение этого уравнения, то плотность меняется по
закону

ρ(t,x) = ρ(0,x0),

если x = x(t,x0). Пусть теперь имеются два ти-
па автомобилей — со скоростями v и v1 > v со-
ответственно. Медленные автомобили едут неза-
висимо и для них одночастичная функция имеет
вид (4). Перейдем в систему координат, движущу-
юся со скоростью v. Если задать правила обгона
для быстрых автомобилей и выразить через них
измененную скорость v1(t,x) «около» точек, соот-
ветствующих медленным автомобилям, то полу-
чится плотность ρ1(t,x) быстрых автомобилей в
движущейся системе координат. Плотность же в
исходной системе координат имеет вид ρ(t,x− vt).
С гидродинамическими уравнениями (типа

Бюргерса) такие же проблемы для трафика, хо-
тя существуют строгие работы по выводу гидро-
динамических уравнений для exclusion processes,
см. обзоры [2, 8]. Заметим, что, безусловно, ин-
тересно было увидеть некоторые аналогии между
потоком автомобилей и движением жидкости. Од-
нако, что касается связи между стохастическим и
гидродинамическим подходами, есть две возмож-
ности — либо выводить гидродинамические урав-
нения для автомобильных потоков из микромоде-
лей (по аналогии со статистической физикой), ли-
бо получать качественные закономерности транс-
портных потоков напрямую из детерминированно-
го или случайного движения частиц, что кажется
авторам этого обзора более естественным.

II.3. Снижение средней скорости
из-за ремонтных работ

По длинной автотрассе едут автомобили с по-
стоянной скоростью v, встречая препятствия. Пре-
пятствия обычно имеют малый размер в сравне-
нии с расстояниями между ними, поэтому можно
представлять их точками. Они возникают на про-
извольном участке дороги (x,x+dx) ⊂ R за время
(t,t + dt) ⊂ R с вероятностью λdxdt. Точнее гово-
ря, пары (место и момент возникновения препят-
ствия) (xj ,tj) ∈ R×R+ образуют пуассоновское то-
чечное поле Π на R×R+ с интенсивностью λ. Дру-
гое эквивалентное определение состоит в том, что
для любого интервала I ⊂ R есть пуассоновский
поток прибывающих препятствий интенсивности
λ|I|, причем в момент прибытия препятствие вы-
бирает точку равномерно на интервале I.
Предположим, что j-е препятствие находится

на дороге некоторое случайное время τj , после че-
го оно убирается с дороги. Будем считать, что τj —
независимые одинаково распределенные случай-
ные величины с функцией распределения Q(t), не
зависящие от пуассоновского точечного поля Π.

Предположим, что первые два момента с.в. τj ко-
нечны. Обозначим mQ = Eτj и m

(2)
Q = Eτ2

j .
Далее мы будем рассматривать два случая.

В первом случае объезд запрещен и автомобиль
вынужден стоять до тех пор, пока не уберут пре-
пятствие, после чего автомобиль мгновенно на-
бирает свою скорость v. Во втором случае объ-
езд разрешен. Более точно, автомобилю требуется
некоторое случайное время для того, чтобы объ-
ехать препятствие или группу автомобилей, сто-
ящих перед препятствием, причем время обгона
не зависит от размера этой группы. Обозначим
через ηm,i случайное время объезда i-м автомоби-
лемm-го препятствия. Мы предполагаем, что ηm,i
независимы и одинаково распределены с функци-
ей распределения F (u). Эти предположения есте-
ственны для слабой нагрузки дороги, тогда перед
препятствием не будет много автомобилей. Слу-
чай большой нагрузки рассматривается ниже.
Нашей первой задачей будет вычисление сред-

ней скорости автомобиля. При сделанных предпо-
ложениях автомобили не мешают друг другу, по-
этому достаточно рассмотреть какой-то один из
них. Обозначим через T (x) случайное время, за-
трачиваемое автомобилем на прохождение рассто-
яния x. Мы хотим найти предел отношения x

T (x)
при x→ ∞.
Пусть b = λmQ, ζ — с.в. с плотностью распре-

деления
h(t) = m−1

Q (1 −Q(t)). (5)

Отметим, что

Eζ =
1
mQ

∞∫

0

t(1−Q(t))dt =
1
mQ

∞∫

0

(1−Q(t))d
(
t2

2

)
=

=
1

2mQ

∞∫

0

t2dQ(t) =
m

(2)
Q

2mQ
,

где m(2)
Q — второй момент распределения Q(t).

Определим с.в. α = min(η,ζ), где равенство по
распределению, при этом с.в. η, ζ считаются неза-
висимыми и с.в. η имеет функцию распределения
F (u). Положим

a = Eα.

Теорема 1. С вероятностью 1 при x→ ∞

x

T (x)
→ v

1 + abv
. (6)

Доказательство. Без ограничения общности
можно считать, что автомобиль выезжает в точ-
ке x = 0 в момент времени t = 0. Пусть
T0(x) — время простоя автомобиля. Тогда, очевид-
но, T (x) − T0(x) = v−1x и

x

T (x)
=

x

T (x) − T0(x) + T0(x)
=

1
v−1 + x−1T0(x)

.
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Поэтому достаточно найти предел отношения
T0(x)
x при x→ ∞. Мы хотим показать, что

T0(x) =
π(x)∑
i=1

αi, (7)

где αi — н.о.р.с.в., распределенные как α, π(x) —
с.в. с пуассоновским распределением с парамет-
ром bx, причем αi и π(x) независимы. Смысл этой
формулы в том, что автомобиль при прохождении
расстояния x встретит π(x) препятствий и потеря-
ет случайное время αi на i-м препятствии.
Из (7) и усиленного закона больших чисел лег-

ко следует, что T0(x)
x → ab п.н. при x→ ∞.

Докажем (7). Введем маркированное пуассо-
новское точечное поле Π1 на R×R+ с конфигура-
цией (xj ,tj ,τj), то есть τj — марка в точке (xj ,t,j).
Следующее утверждение можно найти в [7]:
Лемма 1. Маркированное точечное поле Π1

эквивалентно по распределению пуассоновскому
полю на R× R2

+ с интенсивностью λdxdtdQ(t).
Фактически мы предполагаем, что в момент

t = 0 на дороге нет препятствий. При t→ ∞ уста-
навливается стационарный режим со скоростью,
зависящей от хвоста времени жизни препятствия.
Впрочем можно рассмотреть поле на R × R, это
означало бы стационарный режим на дороге.
Препятствия, возникающие на дороге, удоб-

но представлять в виде горизонтальных отрезков,
изображенных на рис. 1. Координаты начальной
точки определяют место и время возникновения
препятствия (пара (xj ,tj)). Длина отрезка — вре-
мя пребывания препятствия на дороге (марка τj).
x

x
3

x
2

x
1

tt

Рис. 1

Возьмем произвольную прямую c1t+ c2 и рас-
смотрим точки пересечения этой прямой с гори-
зонтальными отрезками. Обозначим через {xi}
пространственные координаты этих точек, как по-
казано на рис. 1. Следующая лемма доказана в [6].
Лемма 2. Конфигурация {xi} образует пуас-

соновский процесс интенсивности b = λmQ.
На рис. 2 изображена траектория движения

автомобиля, который стартует в точке x = 0 в
момент времени t = 0. Обозначим через xi про-
странственные координаты препятствий, которые

возникают при движении автомобиля, ti — мо-
менты их возникновения, si — моменты време-
ни, когда автомобиль встречает препятствие, ui —
моменты времени, когда автомобиль избавляется
от препятствия, либо в результате объезда пре-
пятствия, либо в результате исчезновения препят-
ствия; αi = ui − si — задержка автомобиля на i-м
препятствии.

Рис. 2

Из леммы 2 и пространственно-временной од-
нородности пуассоновского точечного поля Π сле-
дует, что точки xi образуют пуассоновский про-
цесс интенсивности b.
Под временем жизни препятствия будем пони-

мать время его пребывания на дороге. Назовем
остаточным временем жизни препятствия время
его нахождения на дороге после того, как его до-
гнал автомобиль. Другими словами, это задержка
автомобиля, если объезд невозможен.
Лемма 3. Остаточное время жизни препят-

ствия имеет распределение с плотностью h(s), где
h(s) определяется формулой (5).
В самом деле, из свойств пуассоновского то-

чечного поля следует, что условное распределе-
ние остаточного времени жизни препятствия при
условии, что полное время жизни равно t, сов-
падает с равномерным распределением на отрез-
ке [0, t]. В силу леммы 2 вероятность возникно-
вения препятствия в интервале длины dx равна
λmQdx+ o(dx), а вероятность возникновения пре-
пятствия с фиксированным временем жизни t в
интервале длины dx есть λtdQ(t)dx + o(dx), что
вытекает из леммы 1. Поскольку

λtdQ(t)dx + o(dx)
λmQdx+ o(dx)

=
tdQ(t)
mQ

есть условная вероятность возникновения препят-
ствия с фиксированным времени жизни t, то плот-
ность распределения остаточного времени жизни
препятствия имеет вид

∞∫

s

tdQ(t)
mQ

ds

t
= m−1

Q (1 −Q(s))ds = h(s)ds.

Лемма доказана.
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В том случае, когда объезд возможен, автомо-
биль потеряет время, которое есть минимум из
времени обгона и остаточного времени жизни пре-
пятствия, то есть αi = min(η,ζ). Теорема доказа-
на.
Обсудим результат. Смысл константы a мы

уже пояснили, а константа b имеет смысл стацио-
нарной плотности препятствий в пространстве.
Этот результат довольно точен при малой

плотности автомобилей, так как около препят-
ствий будет по одному автомобилю. При высокой
плотности автомобилей время объезда будет пе-
ресчитываться (увеличиваться) в зависимости от
средней длины очереди перед препятствием.

II.4. Снижение средней скорости
из-за медленных автомобилей

Автотрасса описывается действительной осью
R. Потоки считаются не очень плотными, поэто-
му длина автомобиля роли не играет, и в данный
момент времени положение автомобиля задается
точкой xi(t) ∈ R, где i — индекс, нумерующий
автомобили. Каждый автомобиль имеет фиксиро-
ванный маршрут: место и время въезда xi,in,ti,in,
а также предписанное ей место выезда xi,out. Но
время выезда ti,out зависит от степени загружен-
ности дороги. Мы определяем среднюю скорость
автомобиля i как

Vi =
xi,out − xi,in
ti,out − ti,in

.

Есть два типа автомобилей: быстрые и медлен-
ные, каждый движется с постоянной скоростью
слева направо. У быстрых автомобилей скорость
v1, у медленных — v2, где v1 > v2 > 0. Пусть
v = v1 − v2. Заметим, что случай неподвижных
препятствий соответствует нулевой скорости v2.
Медленные автомобили движутся до пункта на-
значения, нигде не останавливаясь, а быстрые —
до тех пор, пока не догонят впереди идущий мед-
ленный автомобиль. После этого быстрый автомо-
биль i движется вместе с этим медленным авто-
мобилем j некоторое случайное время τi,j и затем
обгоняет его, сразу набирая скорость v1. Основное
предположение состоит в том, что эти случайные
величины независимы и одинаково распределены
с функцией распределения F (s).
Эта функция распределения может быть най-

дена статистически двумя способами, как путем
прямой выборки (оценки времени ожидания обго-
на), так и по статистике препятствий к обгону —
плотности встречного потока.
Прибытие медленных автомобилей задается

тем же самым пуассоновским точечным полем
Π интенсивности λ, которое было определено в
предыдущем разделе. Нам потребуются также но-
вые обозначения. С каждым медленным автомо-
билем мы свяжем случайное расстояние, которое
ему необходимо проехать. Будем предполагать,

что j-му медленному автомобилю необходимо про-
ехать случайное расстояние ρj , после чего он съе-
дет с дороги. С. в. ρi независимы и одинаково
распределены с общей функцией распределения
G(r). С. в. ρj не зависят также от пуассоновского
точечного поля Π. Будем предполагать существо-
вание первых двух моментов с.в. ρ1. Обозначим
mG = Eρ1, m

(2)
G = Eρ2

1.
Медленный автомобиль не встречает на своем

пути препятствий и проходит свой путь со ско-
ростью v2. Быстрым автомобилям могут мешать
медленные. Мы рассмотрим два случая. В первом
случае обгон запрещен и быстрый автомобиль вы-
нужден следовать за медленным до тех пор, пока
медленный автомобиль не доедет до нужного ме-
ста, после чего быстрый автомобиль мгновенно на-
бирает свою скорость v1. Во втором случае обгон
разрешен. Более точно, когда i-й быстрый авто-
мобиль догоняет j-й медленный или группу быст-
рых автомобилей (следующих за j-м медленным),
ему требуется случайное время τi,j для того, что-
бы обогнать j-й медленный автомобиль или всю
группу автомобилей. При этом время обгона не за-
висит от размера группы. С. в. τi,j предполагают-
ся независимыми и одинаково распределенными с
функцией распределения F (u).
Пусть d = λmG(v−1

2 − v−1
1 ). Введем с.в. β с

плотностью распределения g(x) = m−1
G (1 − G(x))

и с.в. γ = min(v2τ1,1,β), где равенство по распре-
делению и с.в. τ1,1, β считаются независимыми.
Отметим, что

Eβ =
m

(2)
G

2mG
.

Положим c = Eγ.
Теорема 2. С вероятностью 1 при x→ ∞

x

T (x)
→ v̄1 =

1 + dc

1 + dcv1v
−1
2

v1 (8).

Доказательство. Покажем, что этот случай
сводится к рассмотренному случаю v2 = 0. Вве-
дем систему координат, которая движется со ско-
ростью v2 относительно исходной. Найдем сред-
нюю скорость быстрого автомобиля относительно
новой системы координат по формуле (6), подстав-
ляя v = v1 − v2, b = λmG

v2
, a = c

v2
:

1
(v1 − v2)−1 + λmc

v22

=
v1 − v2

1 + dcv1v
−1
2

.

Тогда средняя скорость быстрого автомобиля от-
носительно исходной системы координат составит

v̄1 =
v1 − v2

1 + dcv1v
−1
2

+ v2 =
1 + dc

1 + dcv1v
−1
2

v1.
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III. Критерии образования пробок
в сложных транспортных сетях

Обязательным атрибутом транспортной сети
(например, городских улиц) является граф, где
множество V вершин представляет перекрестки
(узлы или пункты обслуживания), а множество
ребер L = {(i,j)} — отрезки путей без перекрест-
ков. Пусть число перекрестков равно N . Мы пред-
полагаем, что между двумя перекрестками суще-
ствует не более одного пути без перекрестков.
Наиболее разработанными являются два клас-

са сетей. С одной стороны это сети Джексона,
BCMP-сети (см., например, [14, 22]). В них требо-
вание (сообщение, автомобиль, работа) обслужи-
вается в каждом проходимом ими узле и затем вы-
бирает случайно следующий узел. С другой сторо-
ны, сети Келли (см. [14]), где каждое требование
имеет заранее фиксированный маршрут. Эти два
класса сетей связаны как общей техникой, так и
близостью результатов. Именно они обладают за-
мечательным свойством мультипликативности —
стационарные распределения в них имеют вид так
называемой продакт-формы. Мы рассматриваем
только первый класс сетей.

III.1. Замкнутые сети

Если предполагается, что автомобили не при-
бывают извне и не убывают вовне, то такая сеть
называется замкнутой. Таким образом, число ав-
томобилей в сети сохраняется и далее обознача-
ется через M . Движение отдельного автомоби-
ля определяется так. Автомобиль ждет некоторое
время на перекрестке i и затем направляется на
перекресток j. Выбор j определяется стохастиче-
ской матрицей маршрутизации P = {pij}i,j=1,...,N ,
где pij — вероятность того, что с перекрестка i
автомобиль поедет (после ожидания) на перекре-
сток j (например, прямо, налево, направо), то есть
по улице (i,j).
Стохастическая матрица P определяет конеч-

ную цепь Маркова с дискретным временем, мно-
жеством состояний V = {1, ..., N}. Эта цепь Мар-
кова предполагается неразложимой. В этом слу-
чае система линейных уравнений

ρP = ρ,ρ = (ρ1, ..., ρN) ⇐⇒
N∑
i=1

ρipij = ρj ,

j = 1, ..., N (9)

имеет единственное решение (с точностью до про-
извольного множителя). Нормированное решение
имеет вид

πi =
ρi∑N
i=1 ρi

,i = 1, ..., N.

С каждым узлом i ∈ V свяжем функцию μi(ni) от
числа автомобилей ni в i-м узле, где μi(0) = 0 и

μi(ni) > 0 при ni > 0. Эта функция характеризу-
ет пропускную способность данного узла и опре-
деляет интенсивность выходящего из узла потока
автомобилей. Именно вероятность того, что за ма-
лый промежуток времени dt из узла i выедет авто-
мобиль, равна μi(ni)dt + o(dt) при условии, что в
узле находится ni автомобилей. Используя терми-
нологию теории очередей, будем называть μi(ni)
интенсивностью обслуживания в узле i.
Порядок, в котором пропускаются (обслужи-

ваются) прибывающие в узел автомобили, опреде-
ляется дисциплиной обслуживания. Простейший
вариант дисциплины обслуживания — это обслу-
живание в порядке поступления. В узле прибыва-
ющие автомобили становятся в очередь друг за
другом в том порядке, в котором они приехали,
и узел пропускает автомобили согласно этой оче-
реди. Если в узле i находится ni автомобилей, то
первый автомобиль в очереди обслуживается с ин-
тенсивностью μi(ni).
Более общая дисциплина обслуживания — это

дисциплина разделения общего ресурса, где под
ресурсом в данном случае понимается пропускная
способность узла. Согласно этой дисциплине ре-
сурс делится в некоторой пропорции между всеми
автомобилями, находящимися в данный момент в
узле. В общем случае предположим, что k-й ав-
томобиль в i-м узле обслуживается с интенсивно-
стью μi,k(ni) � μi(ni). При этом потребуем, чтобы

ni∑
k=1

μi,k(ni) = μi(ni).

Например, общий ресурс может быть разделен в
равной степени между всеми автомобилями в оче-
реди:

μi,k(ni) =
μi(ni)
ni

.

В этом случае каждый из ni автомобилей потра-
тит экспоненциальное время со средним niμ−1

i (ni)
на прохождение этого узла при условии, что число
автомобилей будет сохраняться равным ni. Если
взять μi,1(ni) = μi(ni), то получим дисциплину
обслуживания в порядке поступления. Таким об-
разом, интенсивности μi,k(ni) полностью опреде-
ляют дисциплину обслуживания в узлах.
Динамика сети описывается с помощью

N -мерной марковской цепи с непрерывным вре-
менем ξ(t) = (ξi(t), i = 1, ..., N), где ξi(t) — число
автомобилей, скопившихся в i-м узле в момент
времени t. Случайный процесс ξ(t) принимает
значение в пространстве SM , где SM — множе-
ство всех таких векторов с неотрицательными
целочисленными координатами n̄ = (n1, ..., nN ),
что n1 + ...+ nN = M .
Пусть ei — базисный вектор, в котором i-я ко-

ордината равна 1, а остальные координаты равны
0. Из состояния n̄ марковская цепь ξ(t) может пе-
рейти в одно из состояний Ti,j n̄ = n̄−ei+ej ,i �= j,
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с интенсивностью

α(n̄,Ti,j n̄) = μi(ni)pi,j (10)

при условии, что ni �= 0. Переход n̄ → Ti,jn̄ соот-
ветствует тому, что, выехав из узла i, автомобиль
поступает в узел j.
Отметим, что марковская цепь ξ(t) однознач-

но определяется матрицей маршрутизации P и
набором интенсивностей обслуживания в узлах
(μi(ni), i = 1, ..., N).
Пусть ρ = (ρ1, ..., ρN ) — решение уравне-

ния (9), которое рассматривается как формальное
уравнение для интенсивностей ρi входящих пото-
ков в узлы (в стационарном режиме они равны
выходящим). Решая эти уравнения, находим ρi,
и тогда стационарное распределение ν(n1, ..., nN )
марковской цепи ξ(t) будет иметь вид

ν(n1, ..., nN ) =
1

ZN,M

N∏
i=1

ρni

i

μi(1)μi(2)...μi(ni)
, (11)

где нормирующий множитель (малая статсумма)

ZN,M =
∑

n1+...+nN=M

N∏
i=1

ρni

i

μi(1)μi(2)...μi(ni)
,

что проверяется подстановкой ответа в уравне-
ния Колмогорова для стационарных вероятно-
стей, см., например, [14, 26].

III.2. Открытые сети

Рассмотрим сеть, состоящую из N узлов. В от-
личие от замкнутой сети, общее число автомо-
билей в сети теперь не фиксировано. Предполо-
жим, что извне сети в узел i поступает пуас-
соновский поток автомобилей интенсивности λi,
i ∈ {1, ..., N}.
Зададим матрицу маршрутизации P = {pij}

i,j = 1,...,N , где матрица P неразложима и

∀i :
N∑
j=1

pij � 1, ∃i0 :
N∑
j=1

pi0j < 1. (12)

Как и в случае замкнутой сети, pi,j — это вероят-
ность того, что из узла i автомобиль едет в узел
j. В отличие от замкнутой сети, добавляется ве-
роятность того, что, выйдя из узла i, автомобиль
покидает сеть. Эта вероятность по определению
равна

pi0 = 1 −
N∑
j=1

pij .

Как и в случае замкнутой сети, пусть μi(ni) —
интенсивность обслуживания в i-м узле. Тогда
с интенсивностью μi(ni)pi,0 автомобиль покидает
сеть после выхода из узла i.
Мы будем описывать динамику сети с помо-

щью N -мерного случайного процесса с непрерыв-
ным временем η(t) = (ηi(t),i = 1, ..., N), где

ηi(t) — число автомобилей в i-м узле в момент
времени t. Случайный процесс η(t) является мар-
ковской цепью с непрерывным временем и с про-
странством состояний S, где S = ZN+ — множество
N -мерных векторов с неотрицательными целочис-
ленными координатами n̄ = (n1, ..., nN).
Из состояния n̄ марковская цепь ξ(t) может пе-

рейти в одно из состояний Ti,jn̄ = n̄ − ei + ej ,
Ti,0n̄ = n̄− ei, Tin̄ = n̄+ ei с интенсивностями

α(n̄,Ti,j n̄) = μi(ni)pi,j ,

α(n̄,Ti,0n̄) = μi(ni)pi,0, (13)

α(n̄,Tin̄) = λi

при условии, что Ti,jn̄,Ti,0n̄,Tin̄ ∈ S.
Таким образом, марковская цепь η(t) од-

нозначно определяется триплетом (λ,μ,P ), где
λ = (λ1, ..., λN ) — вектор интенсивностей внеш-
них потоков, μ = (μi(ni), i = 1, ..., N) — набор
интенсивностей обслуживания в узлах и P — мат-
рица маршрутизации.
Рассмотрим формальное уравнение для интен-

сивностей входящих потоков в узлы (в стационар-
ном режиме они равны выходящим):

ρ = λ+ ρP ⇐⇒ ρi = λi +
N∑
k=1

ρkpki,

∀ i = 1, ..., N. (14)

В силу условия (12) и неразложимости матрицы
P это уравнение имеет единственное решение, ко-
торое можно представить в виде сходящегося (см.
[9]) ряда:

ρ = λ+
∞∑
n=1

λPn.

Далее рассмотрим случай, когда интенсивно-
сти обслуживания μi(ni) ≡ μi не зависят от числа
автомобилей в узлах. Введем нагрузки в узлах по
формуле

ri =
ρi
μi
, i = 1, ..., N.

Следующую теорему можно найти, например,
в [9, 14], она иногда называется теоремой Гор-
дона–Ньюэлла.
Теорема 3. Марковская цепь η(t) эргоди-

ческая тогда и только тогда, когда для всей
i = 1, ..., N будет ri < 1. При этом стационарное
распределение цепи имеет вид

σ(n1, ..., nN ) =
N∏
i=1

(1 − ri)rni

i .

Из этой теоремы легко следует, что средние
длины очередей в стационарном режиме равны

mi =
ri

1 − ri
.

Если в некоторых узлах i1, ..., ik нагрузка
строго больше 1, то марковская цепь η(t) являет-
ся транзиентной. Это свидетельствует о том, что
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средние очереди в узлах i1, ..., ik стремятся к бес-
конечности с течением времени. Подробный ана-
лиз открытых сетей дан в работе [3]. В частно-
сти, показано, что в узлах, где нагрузка больше
1, средние очереди увеличиваются линейно с ро-
стом времени. При этом найдены скорости роста
средних очередей.

III.3. Алгоритм вычисления критической
нагрузки в замкнутых сетях

Этот раздел основан на работе [18]. Мы рас-
смотрим последовательность замкнутых сетей
JN , N = 1, 2, .... Сеть JN состоит из N узлов и
M = M(N) автомобилей. Интенсивности обслу-
живания в узлах сети JN не зависят от длины
очереди: μi,N (ni) ≡ μi,N . Пусть PN = {pi,j,N} —
матрица маршрутизации в N -й сети; PN предпо-
лагается неразложимой.
Пусть ρN = (ρ1,N , ..., ρN,N) — вектор с положи-

тельными компонентами, удовлетворяющий урав-
нению

ρN = ρNPN . (15)

Относительные нагрузки в узлах определяются
как

ri,N = C−1
N ρi,Nτi,N ,

где τi,N = μ−1
i,N и CN = maxi=1,...,N ρi,Nτi,N . Оче-

видно, что ri,N ∈ [0,1].
В соответствии с (11) стационарное распреде-

ление числа автомобилей ξi,N,M в узлах сети JN
равно

PN,M (ξi,N,M = ni, i = 1, ..., N) =
1

ZN,M

N∏
i=1

rni

i,N ,

где нормирующий множитель (малая статсумма)

ZN,M =
∑

n1+...+nN=M

N∏
i=1

rni

i,N . (16)

Многие важные характеристики сети выражают-
ся через статсумму.
Нетрудно проверить, что среднее число авто-

мобилей в i-м узле в стационарном режиме равно

mi,N,M = Eξi,N,M =
ri,N
ZN,M

∂ZN,M
∂ri,N

. (17)

Ниже мы будем требовать слабую сходимость
относительных нагрузок ri,N . Точнее, определим
выборочную меру на отрезке [0, 1]:

IN (A) =
1
N

∑
i:ri,N∈A

1,

где A — произвольное борелевское множество из
отрезка [0, 1]. Предположим, что при N → ∞ ме-
ры IN слабо сходятся к некоторой вероятностной
мере I, заданной на отрезке [0, 1].

Нас будет интересовать случай больших
N, M , точнее, N, M → ∞, причем так, что
M
N → λ = const, то есть удельное число автомо-
билей на один узел постоянно. Именно это чис-
ло определяет существование пробок. В терминах
предельной меры I мы найдем критическое зна-
чение плотности λcr, так что при λ < λcr сред-
ние длины очередей равномерно ограничены. Ес-
ли λ � λcr, то в узле с максимальной относитель-
ной нагрузкой средняя длина очереди стремится к
бесконечности, что означает возникновение проб-
ки.
Положим

h(z) =

1∫

0

r

1 − zr
dI(r),

где z ∈ C \ [1, + ∞). Функция h(z) строго возрас-
тает на [0, 1). Обозначим

λcr = lim
z→1−

h(z).

Будем предполагать, что λcr > 0.
Теорема 4.

• Если λ < λcr, то средние очереди равномер-
но ограничены: существует такая константа
B, что mi,N < B, равномерно по N � 1 и
1 � i � N .

• Если λ � λcr и i(N) удовлетворяет условию
ri(N),N = 1, то mi(N),N → ∞ при N → ∞,
т. е. пробки будут в тех узлах, где нагрузка
максимальна.

При z ∈ C \ [1,+ ∞) положим

SN (z) = −λ(1+εN) ln z− 1
N

N∑
i=1

ln(1−zri,N), (18)

S(z) = −λ ln z −
1∫

0

ln(1 − zr)dI(r),

где λ(1 + εN ) = M
N .

Введем производящую функцию (большую
статсумму):

ΞN (z) =
∞∑
M=0

zMZN,M =
N∏
i=1

1
1 − zri

, |z| < 1.

По формуле Коши и формуле (18) имеем следую-
щее выражение для статсуммы (16):

ZN,M =
1

2πi

∫

γ

ΞN (z)
zM+1

dz =
1

2πi

∫

γ

exp(NSN(z))
z

dz,

(19)
где γ = {z ∈ C : |z| = σ < 1}. Для средних, соглас-
но (17), имеем

mi,N =
1

2πiZN

∫

γ

ri,N
1 − zri,N

exp(NSN (z))dz. (20)
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Можно показать, что для стационарного распре-
деления длин очередей справедлива формула

PN,M (ξ1,N,M = n1,...,ξK,N,M = nK) =

=
1

2πiZN

∫

γ

z−1
K∏
i=1

(1−zri,N)(zri,N )ni exp(NSN (z))dz.

(21)
В доказательстве теорем этого раздела суще-

ственную роль играет метод перевала (см. [35]),
точнее, его обобщение, поскольку функция в по-
казателе экспоненты зависит от N . Из уравнения

∂SN(z)
∂z

= 0 (22)

находятся точки перевала. Пусть z0,N — корень
этого уравнения, лежащий в интервале (0,1).
Можно показать, что все корни уравнения (22)
действительны и положительны, и всегда суще-
ствует единственный корень, лежащий в интерва-
ле (0, 1).
Пусть z0 — корень уравнения

h(z) =
λ

z
⇔ ∂S(z)

∂z
= 0, (23)

лежащий в интервале (0,1). Имеют место следую-
щие факты:

• при всех λ существует предел
limN→∞ z0,N = z0 = z0(λ) > 0;

• если λ < λcr, то z0(λ) — корень урав-
нения (23); z0(λ) строго возрастает по λ,
z0(λ) ∈ (0,1), limλ→λcr− z0(λ) = 1;

• если λ � λcr, то z0 = 1.

В следующей теореме мы находим асимптоти-
ку статсуммы и предельное распределение для по-
следовательности замкнутых сетей JN .
Теорема 5. Пусть λ < λcr.

• ПриN → ∞ статсумма ZN и свободная энер-
гия FN = 1

N lnZN имеют следующие асимп-
тотики:

ZN ∼ exp(NSN (z0,N))

z0

√
2πNS

′′
(z0)

, FN =
1
N

lnZN ∼ S(z0).

• Если при i = 1, ..., K существуют пределы
ri = limN→∞ ri,N , то

lim
N→∞

mi,N =
z0ri

1 − z0ri
,

lim
N→∞

PN,M (ξ1,N,M = n1, ..., ξK,N,M = nK) =

=
K∏
i=1

(1 − z0ri)(z0ri)ni .

Таким образом, в пределе мы получаем откры-
тую сеть, состоящую из независимых очередей.
Доказательство теорем 4 и 5. Мы приве-

дем более общий результат, из которого будут сле-
довать теоремы 4 и 5. Пусть Ud(v) = {z ∈ C :
|z − v| < d}. Рассмотрим контур γ = {z ∈ C :
|z| = z0(λ)}.
Теорема 6. Пусть λ < λcr и f(θ,z), θ ∈ Θ, — се-

мейство функций голоморфных в кольце {z ∈ C :
z0(λ)−δ0 < |z| < z0(λ)+δ0} при некотором δ0 > 0,
равномерно ограниченных в этом кольце и таких,
что для заданного достаточно малого ε > 0 суще-
ствует такое δu > 0 и такая ненулевая действи-
тельная константа fu, что |f(θ,z)/fu − 1| < ε при
z ∈ U2δu(z0), θ ∈ Θ.
Тогда при достаточно больших N равномерно

по θ ∈ Θ:

1
2πi

∫

γ

f(θ,z) exp(NSN (z))dz =

=
fu exp(NSN (z0,N))√

2πNS′′
(z0)

(1 + ζN ),

где |ζN | < 25ε.
Доказательство этой теоремы основано на при-

менении метода перевала (saddle-point method)
(см. [35]). Отличие от стандартной ситуации состо-
ит в том, что функция в показателе экспоненты
зависит от N . Подробное доказательство можно
найти в оригинальной статье [18].
Доказательство теоремы 5. Используя тео-

рему 6, докажем первый пункт теоремы 5. Соглас-
но (19) имеем

ZN,M =
1

2πi

∫

γ

exp(NSN (z))
z

dz,

где γ = {z ∈ C : |z| = z0(λ)}. Положив
f(θ,z) = z−1, fu = z−1

0 и применим теорему 6, по-
лучим, что для любого достаточно малого ε > 0
при достаточно больших N

ZN =
exp(NSN (z0,N ))

z0

√
2πNS

′′
(z0)

(1 + ζN ), |ζN | < 25ε. (24)

Второй пункт теоремы 5 доказывается анало-
гично с использованием формулы (20) для сред-
ней очереди и формулы (21) для совместного рас-
пределения длин очередей. Третье утверждение
теоремы 5 доказывается, используя теорему 6 и
формулы (20), (21).
Доказательство теоремы 4. Чтобы дока-

зать первый пункт теоремы 4, рассмотрим семей-
ство функций

f(θ,z) =
A

z
+

θ

1 − zθ
, θ ∈ Θ = [0,1], A > 0, fu =

A

z0
.

Зафиксируем малое ε > 0 и выберем σu = ε
8 ,

A = 16z0
(1−z0)ε . По теореме 6 имеем для достаточно
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больших N и всех θ ∈ Θ

1
2πi

∫

γ

(
A

z
+

θ

1 − zθ

)
exp(NSN (z))dz =

=
A exp(NSN (z0,N))

z0

√
2πNS

′′
(z0)

(1 + ζN ), |ζN | < 25ε.

Разделив на ZN и применив (24) к правой части
получившегося равенства, получим при достаточ-
но больших N :

A+
1
ZN

1
2πi

∫

γ

θ

1 − zθ
exp(NSN (z))dz =

= A(1 + ζ
′
N ),|ζ ′

N | < 30ε.

Из последнего равенства и формулы (20) следует
равномерная ограниченность mi,N .
Докажем второе утверждение теоремы 4. Для

этого потребуется следующее свойство монотонно-
сти: при любых M2 � M1 > 0 и любом N � 1
выполнено mi,M2,N � mi,M1,N .
Поскольку z0(λ) строго возрастает по λ,

z0(λ) ∈ (0,1) и limλ→λcr− z0(λ) = 1, то функция

z0(λ)
1 − z0(λ)

монотонно возрастает и стремится к ∞, когда
λ ↗ λcr. Поэтому для любого m > 0 существу-
ет такое λ′ = λ′(m) < λcr, что

z0(λ′)
1 − z0(λ′)

= m+ 1.

Без ограничения общности можно считать, что
i(N) ≡ 1 и r1,N = 1. Если взять M ′(N) = [λ′N ],
то по теореме 5

lim
N→∞

m1,M ′(N),N =
z0(λ′)

1 − z0(λ′)
.

Следовательно, при достаточно больших N

m1,M ′(N),N >
z0(λ′)

1 − z0(λ′)
− 1 = m.

Но M/N → λ � λcr > λ′, поэтому при достаточно
больших N имеем M(N) � M ′(N). По свойству
монотонности m1,N = m1,M(N),N � m1,M ′,N > m
для достаточно больших N . Это доказывает, что
m1,N → ∞.
Технические обобщения и математиче-

ские проблемы. Мы предполагали мгновенное
перемещение между перекрестками. При этом не
учитываются времена движения по улицам. Это
допущение, однако, легко устраняется усложнени-
ем графа. Именно введением дополнительных вер-
шин uij , соответствующих улицам, и средних вре-
мен τij = μ−1

ij пребывания на улицах. В терминах
теории очередей это значит, что улицы рассмат-
риваются как узлы обслуживания с бесконечным

числом обслуживающих устройств и время обслу-
живания экспоненциально распределено со сред-
ним τij = μ−1

ij .
Отметим, что результаты раздела III могут

быть обобщены на случай, когда сеть содер-
жит узлы с бесконечным числом обслуживающих
устройств. Пусть, например, сеть содержит один
узел такого типа (i = 0) и μ0,N (n) = nνN —
интенсивность обслуживания в этом узле. Пусть
ρN = (ρ0,N , ..., ρN,N) — решение уравнения (15).
Тогда относительные нагрузки определим по фор-
муле

ri,N =
μ0,N

ρ0,N

ρi,N
μi,N

,

так что r0,N = 1. Согласно (11), стационарное рас-
пределение длин очередей имеет вид

PN,M (ξi,N,M = ni, i = 1, ..., N) =

=
1

ẐN,M

1

(M −
∑M

i=1 ni)!

N∏
i=1

rni

i,N ,

где

ẐN,M =
∑

n1+...+nN �M

1

(M −
∑M

i=1 ni)!

N∏
i=1

rni

i,N ,

и большая статсумма сети равна

Ξ̂N (z) = ez
N∏
i=1

1
1 − zri,N

.

Положим

qi,N =
ri,N
pN

,w = zpN , pN = max
1�i�N

ri,N .

Тогда

Ξ̂N (w) = ew/pN

N∏
i=1

1
1 − wqi,N

.

В предположении, что pNN → α > 0 при N → ∞,
мы можем найти критическое значение плотности
λ по формуле

λcr = α−1 + lim
w→1−

1∫

0

q

1 − wq
dI(q),

где, как и раньше, мера I есть слабый предел при
N → ∞ выборочных мер:

IN (A) =
1
N

∑
i:qi,N∈A

1,

где A — произвольное борелевское множество из
отрезка [0,1].
В работе [10] для замкнутых сетей аналогич-

ные результаты получаются для случая более об-
щей зависимости интенсивностей от длин очере-
дей в узлах.
Прием усложнения графа позволяет устра-

нить также другое ограничение, что для данного
перекрестка средняя длительность красного све-
та одна для всех направлений. Необходимо вместо
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вершины i, соответствующей перекрестку, ввести
несколько вершин (i,d), где d перечисляет возмож-
ные направления движения на перекрестке i. Это,
конечно, налагает ограничение на соответствую-
щие времена обслуживания τi,d в новых вершинах
типа ∑

d

τi,d = τi.

Мы ограничились задачей, когда в системе воз-
никала хотя бы одна пробка. Интереснее рассмот-
реть ситуацию, когда в разных местах графа од-
новременно возникает много пробок.
Рассмотренные в этом разделе модели удобны

также тем, что все их параметры можно оценить.
Именно на практике статистические оценки пара-
метров pij ,μi имеют вид (например, для постоян-
ных μi):

pij ∼
Nij(T )∑
j Nij(T )

,μi =
1
T

∑
j

Nij(T ),

где Nij(T ) — число автомобилей, повернувших за
время T на перекрестке i в направлении j.
Практически интересна прежде всего задача

оптимизации светофоров, которая может дости-
гаться выбором τi,d и за счет изменения матрицы
P подсказками о выборе маршрута. Более того,
в экспоненциальной модели многие случайные ве-
личины независимы, и, значит, полностью игнори-
руется проблема синхронизации светофоров. Сле-
дует сказать, что проблема светофоров в стоха-
стическом контексте только начинает изучаться,
и постановки задач там должны быть более тонки-
ми. Ранее она изучалась в жидкостных моделях,
см. [21].
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