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�� #����� $��������� ������% ������
 !�"� � � � � � � � �	

�� ��$���
 �  ���&� ��� ����$������� � � � � � � � � � � � ��
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� ������� ���� �	
��� 
���������������� � ����������
���� ����������� �������� ����������� ������������ �� 
���� ��!
��"# $����%���"� ���

&%�� $��'����( )� !��

�����
 ���������������*��
 ��

 �
+�� 
���������# ���
�� ���
���� * ��*������ �'���&��� ��������
���� �� [−π, π]
�
�*��� � �������� �, ��
�� �
���(

-���.�� �*��
 � ��.���� /��� $��'���" ���� �������*��
��������* 0�� 12(3( 45678# �9:;<�=>?@( A�!
�����" ��� ���
���
������ �!��+��" � 
$����
��� *
��� � ��
� ���*���*��
������( B
��� 
�*�!��� �������# *������ � :=? ��!
��� �� �'��
!������ *�* 
����+
���� ����� ���( C $��*���*
 ��� 
����+�

���� � ��!
��� $����
��+�� 0��
# ��!���� �, ������� ����
����� 0���(

D�*�!��������� ������� ������" 0��� � �� �$�������
�� ������"# ���
����
&%�� � ��!������*�� $�������� �����
�������*��� �����!� �?<9 ( B
��� $��
�������� /�� 
�*�!��
�������� � �!�������� ��
�( D�*�!��������� �!������ ��*#
���'" ��+�� '"�� �$������� �� ������" �! ��!������*�� $���
�����" �����������*��� �����!�( E
��# $��������"� $��

�*�!��������� ������# !�����
& $�!����&� ��.��� ��*�� !��

���# *����"� �� ��.�&��� $���������� ����� /��� ������(
� ���������# * ��*�� �
��� ��������� $���'��!������ C'���#
$���������� $�� 
�*�!��������� $��!��*� D������ ���
��
����� ��
��( )�/���
 �����" ����� $���!�"� $�������� 
��
*�!��������� ��*����"� �!�����"� ������( 	���� ����# ����
�$"� $��$�
������ � ��FE# �����" !��&� ������" � 
��
*�!���������� � �$��
�������# �� *����"� 
�+� 
���������
�����"� ��

���" �� �'��%�&� ��������( G�����%�� $���'��
$��
��!������ �� 
�� ��
����� +
�����( )�/���
 ��*����"�
����� $����%��" ��$���������# �'��%���& �������� �� 
��
����( ��� /�� 
����� ��*�� $���!�"� 
�� !�*��$����� !�����
������ ��
�� �
���(

�

�� �������	 
	��
�� 
 ������
����� 
	��	��

���� ����	�
 � �� 
����� ����������
� �� ��
��� �� ���

������
 ������� ������� �����
� � �
���� �������������� ���

������� ��
��� � �������
 �����
 ����������� !� �� ����	�


���������
 �����"��� ����������
� �� #��
 �������$

%���
��
 �
��� ����&���
 '�
� q0
2 +

∞∑
k=1

qk cos kx +

+ sk sin kx 
��
���
 �
��
 (���� ���� ��

�)$ *�� ��������

�����"���$

���������� �	�
���

 �
����������� 
� 
������

[−π, π] ��
���� f(x) ������ ��
 �
 ���� �
���� 
������

[−π, π] ��� �������
���� �
��� 	���� �

��

�
 ����� �
�

���� �� q0
2 +

∞∑
k=1

qk cos kx+ sk sin kx ��
 ���� � ��
���� f(x)!

"�� #�
� �
#������
�� $���� ��
���� f(x) ���
� �
#��

�����
��� �� �� �!�!

1
π

∫ π

−π
f(x) dx = q0;

1
π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx = qk, k = 1, 2, 3, . . .;

1
π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx = sk, k = 1, 2, 3, . . .

+����� ����
������
 ������ ������� 	
��$


������� ���� ������	�
��
 ����
q0
2 +

∞∑
k=1

qk cos kx

� ��������� ��
���� ���
����� � �����

� �������� ���
���� ������	�
���� ����
 ��������� ��
�

�����

��
�

qk → 0 ��� k → ∞;

Δk = qk − qk+1 � 0, k = 0, 1, 2, 3, . . .; �,!

λk = Δk − Δk+1 � 0, k = 0, 1, 2, 3, . . .; �-!

��

,! ��� �������� ��� ��
� x ∈ [−π, π]� ����
� ���
� �
� � ��!��

x = 0�
-! ����� ���� � ��!��� ���������� �
����	��
� ���

.! ��� ����
��� ����� "�� 
 ���
# ����
�

�



���������	
��� ����	�
 ������� ���� ��������
� 
 �
�

���	������� ���
� ������������� ������ ������������ �

��
���
��� ���� � �������! � ���� �����	��� ��
�	 �����

������ 
���� �����! " 
������
���� 
 #��� ���������	
���

������� �� ��� #����! " �������� $%������
�	 ����& �

$'����& �������� �����	����� ������� ���� ����
��� �� ���

��� ����! "���� 
����� ���� 
������
����� ������� $�����

�����	
��� ����&!

(���� ������� ����� ��������� � ������� $)����� ������

����� ����	�
 ������� ����& �������� ��� ���
∞∑

k=2

cos kx
ln k ���

����
� ����� *��	� 
���
 
����!

�� �������	
� �
��

" ������ ����� *��	� ������ ��
�� ������ � +������

��������� ���� ������� � *�
���! )�������� 
������
����

 ��� �������� �������� ���	,� �������� ��� ���
� ��
�� �

��������� ��� ���
��� #�� ��������! )�#����� 
 -��	 #���

����� ������� ��������� �� �������� ���

���
��� 
��
���

��������� ��������
 ��� ���� ������� � *�
���!

.���
��� ��������� ��� ���� ������� Dn(x) = 1
2 +

+
n∑

k=1

cos kx ��� n = 1, 2, 3, . . . "�
���	����
� +������
 ��

�������������

2 sin α cos β = − sin(β − α) + sin(α + β).

)�
�	 0 < |x| � π� ����� /sin x
2 �= 0 � ����� �����	 �� sin x

2 0

Dn(x) =
1
2

+
n∑

k=1

cos kx =

=

((
2 sin

x

2

) 1
2

+
n∑

k=1

2 sin
x

2
cos kx

)
1

2 sin x
2

=

=

(
sin

x

2
+

n∑
k=1

[
− sin

(
k − 1

2

)
x + sin

(
k +

1
2

)
x

])
1

2 sin x
2

=

�

=
{

sin
x

2
+

(
− sin

(
1 − 1

2

)
x + sin

(
1 +

1
2

)
x

)
+

+
(
− sin

(
2 − 1

2

)
x + sin

(
2 +

1
2

)
x

)
+ . . .+

+
(
− sin

(
n − 1 − 1

2

)
x + sin

(
n − 1 +

1
2

)
x

)
+

+
(
− sin

(
n − 1

2

)
x + sin

(
n +

1
2

)
x

)}
1

2 sin x
2

=

=
sin

(
n + 1

2

)
x

2 sin x
2

, n = 1, 2, 3, . . .

������� D0(x) = 1
2 � ��	
� ����
� ��� ���������� ����

���� 
�� Dn(x) ��
�� ����� � ��� n = 0�

Dn(x) =
1
2

+
n∑

k=1

cos kx =
sin

(
n + 1

2

)
x

2 sin 1
2 x

,

n = 0, 1, 2, 3, . . . , 0 < |x| � π

���

������
0∑

k=1

���
��� ������� ������� �������� ��� ������

����� ��� �� ����
����� ��� x = 0� � �
��  ���!�� ����
��
���� � ������"��� �� ���# �������# ��� 
�
 ����� 
������	�

����� ������"��"! ���
$�#�

% 
��������
�# ������ ��
�� &���� ���� ��'
��� �����(���

�"# �����������) *��! ��
�� ����
�� ���
��! ������������


�!� % ��� 
�
�'"������ ������� &�#���� �������� ����"#

*��� 
�
�'��������� *��# ������"� 
����"# ������� � ����(��

��� �"������� 
�� �
�� &�#����

1
n + 1

n∑
k=0

Dk(x).

% ��'
��� + �
�'��������� ,�	�- ��� ����������� �"�����

�



���� ������ 	
�� ��
���� ����������� �� ����� n + 1�

Pn(x) =
n∑

k=0

Dk(x) =
n∑

k=0

sin
(
k + 1

2

)
x

2 sin x
2

.

����������� ��� ���������� ������� � ��
���� �� ���

������� 2 sin x
2 ��������� �� ���	 ��� 0 < |x| � π� � ������ �

�����	 !������
 �� ���"���������

2 sinα sin β = cos(β − α) − cos(α + β).

#�"
�

Pn(x) =

(
n∑

k=0

2 sin
x

2
sin

(
k +

1
2

)
x

)
1(

2 sin x
2

)2 =

=

(
n∑

k=0

cos
(

k +
1
2
− 1

2

)
x − cos

(
k +

1
2

+
1
2

)
x

)
1(

2 sin x
2

)2 =

=

(
n∑

k=0

cos kx − cos(k + 1)x

)
1(

2 sin x
2

)2 =

=
{

(1 − cos x) + (cos x − cos 2x) + (cos 2x − cos 3x) + . . .+

+(cos(n)x − cos(n + 1)x)
}

1(
2 sin x

2

)2 =

=
1 − cos(n + 1)x(

2 sin x
2

)2 , n = 0, 1, 2, 3, . . . �$�

����

�� % �&��%��� '�������� ��� | sin t| < |t| ��� �(���

t �= 0� ������� �&��%� !��%&�� | sin t| ����� �� �����%�
[
0, π

2

]
�

���%&�	 sin t ����%�� ����) �� �����%�
[
0, π

2

]
� ������� �� "���

!�% ���)�
�� ��*� ��	��
� ���)�
	+�
 ����� %��
��� ���%�

����%��"� �����%�� ���� ����� ���%� (0, 0) � ���%�
(

π
2 , 1

)
� ,��

�

������ �����	
� ����
��� �
������ �����

 t 2
π � ���	���

2
π
|t| � | sin t| ��
 t ∈

[
0,

π

2

]
. ���

�	� � �
���� ������ �����

 | sin t|�
�������� �	� ��� q0

2 +
∞∑

k=1

qk cos kx 
 ��
	
� ��
 0 < |t| � π
2 �

�	� ����� ����!�	" 

���"!�� ��
!��� #
�
 ��� $����� �

��!���� %#���!�	��"
	�� &���' ��� ��	��(��	
� �)�����
�

��� ��
	
��) 
��� ��

��	�
������� ����� ���������� 
 ��*

��+", ����(��!����
� -(���� .�� 
!��
	��� ��
!��� #
*

�
 �� ����!)���	
� 
 ����+", ����(��!����
� -(���� ��*

�	��� ���	��
� ����!�	��"
	�� ��
!���� #
�
 �� ��
���
*

	��"�� � ��

��	�
������� ���� 
 /!�����0 �����
� ����(*

��!����
� -(��� ��
	
��) 
����

#�� �	��� !���	
�� �	� 1
2 = D0(x) 
 cos nx = Dn(x) −

− Dn−1(x)� n = 1� 1� 2� � � � ����(��!��� �)�����
� ���

��
	
���� 
���) ����� #�� 
����+��
� !��


 ���
	� Dn(x)
(���� �

�	" ���
	� Dn� 3����

Sn(x) =
q0

2
+

n∑
k=1

qk cos kx = q0D0 +
n∑

k=1

qk(Dk − Dk−1) =

= q0D0 + q1(D1 − D0) + q2(D2 − D1) + q3(D3 − D2) + . . .+
+qn−1(Dn−1 − Dn−2) + qn(Dn − Dn−1) =

= (q0 − q1)D0 + (q1 − q2)D1 + (q2 − q3)D2 + . . .+
+(qn−1 − qn)Dn−1 + qnDn. �4�

�	� �����
	�� ��!)���	
� ����(��!����
�� -(��� 
���)
q0
2 +

n∑
k=1

qk cos kx�

5 ���", ��
�����
� ��
	��
� .�6
 ����
� ��!��
	"

Sn+p(x)−Sn(x)� ��� n 
 p � ���
!���"�)� ��	����"�)� �

���

3
���"!�� �4�� ���
6�� �)�����
� ��� ��
	
���� 
���) ��*

����� n + p7

Sn+p(x) = (q0 − q1)D0 + (q1 − q2)D1 + (q2 − q3)D2 + . . .+
+(qn − qn+1)Dn +(qn+1 − qn+2)Dn+1 +(qn+2 − qn+3)Dn+2 + . . .+

�



+(qn+p−2− qn+p−1)Dn+p−2 +(qn+p−1− qn+p)Dn+p−1 + qn+pDn+p.

��������� ����	
��� ��� Sn+p(x) � Sn(x)
 �
��� ���
��
 ���

|Sn+p(x) − Sn(x)| =

=
∣∣∣∣−qnDn + (qn − qn+1)Dn + (qn+1 − qn+2)Dn+1 + . . .+

+(qn+p−2−qn+p−1)Dn+p−2+(qn+p−1−qn+p)Dn+p−1+qn+pDn+p

∣∣∣∣ �

� | − qnDn + (qn − qn+1)Dn| + |(qn+1 − qn+2)Dn+1| + . . .+
+|(qn+p−1 − qn+p)Dn+p−1| + |qn+pDn+p| �

�
{
|qn+1| + |qn+1 − qn+2| + |qn+2 − qn+3| + . . .+

+|qn+p−2 − qn+p−1| + |qn+p−1 − qn+p| + |qn+p|
}

max
n�k�n+p

|Dk| =

=
{

qn+1 + (qn+1 − qn+2) + (qn+2 − qn+3) + . . .+

+(qn+p−2 − qn+p−1) + (qn+p−1 − qn+p) + qn+p

}
max

n�k�n+p
|Dk| =

= 2qn+1 max
n�k�n+p

|Dk|. ���

��
 ����� ������ ��	�� ��������
 ��������� �������� ���

�
���� ���  �!�
���� �
����!��
���� �� ������" �
��
��


� ���� ���  �!�
��� �
����!��
���� � ���� �� �����������

�#������ � ���
��
��� � ���"$

%� ������
� �����������
 ����� δ ∈ (0, π]$ &!
��� ���
�����
�� ��� ������� 0 < |x| � π$ '�����	�� ���!
�� �!
���
����� ��� x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π]$ (����

|Sn+p(x) − Sn(x)| � 2qn+1 max
n�k�n+p

|Dk| =

= 2qn+1 max
n�k�n+p

∣∣∣∣∣∣
sin

(
k + 1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣∣ � qn+1
1∣∣∣2 sin x

2

∣∣∣ �

� qn+1
1

2 sin δ
2

. �)�

��

������ ����	 
��
������ ������ �� ������� �� x � �� p�
������� 
�������	��� ����� ε > 0� ���������� ���������

����� qn � �
�� 
�� n → ∞ 
�������� ��������	� ���  ��

ε̂ = ε2 sin δ
2 > 0 �
!����
�� Nε̂ ������ ���  �� ����"� n > Nε̂

��
�������� ����������� |qn| < ε̂� ������
 ������ #$%  �� ���
��"� ���
���	��"� n > Nε̂�  �� ����"� ���
���	��"� p �  ��

����"�x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π]  ���

|Sn+p(x) − Sn(x)| � ε̂
1

2 sin δ
2

= ε.

�� �������� &�'� ����������� �(� ������ �� �� ��� �����

����� ��� �� �(� ���� ���������� 
� x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π]� " �
δ ∈ (0, π]�

)� 
��
�����"� ���
�	���� �� ��� 
�� ����������� �(� ��

����	 
� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]� * ����� 
�����	�
 ��� �"�������

��� �� �������	 � �
�� �����

δ ∈ (0, π],

�� �(� ���� � ������� ������ 
�� ����� #�������������%

x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]�
������
 ��+�� ������ � ������������ �
����� f(x)� ���

����� 
�� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π] �������� �
���� �������������

��"� �� �,

f(x) =
q0

2
+

∞∑
k=1

qk cos kx, x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π].

����� ����� ���� ����� ������ �� 
�������� � ����	 �����

��( ���� �� � �(� ������ �� � � ����� x = 0�
��� ������ ����������� �(� ������ �� � �� ��
�������(

�
����� �������� ��
���������	 f(x) 
�� x ∈ [−π,−δ]∪ [δ, π]�
����� ��
������� ��� ��� �"��������� �� �������	 � �
��

����� δ ∈ (0, π]� 
��(� �� � ���� 
, �
����� f(x) ��
�������
�� ���( �����( x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]�

-�
������ ��� 
� �(� �����	� � ����������� �(� ��

����	� �� � 
��������� ����������
�!�� �(� �����	 
�����

 ������	����� �"� ��������( �
��� �� ���+�� � ���( ������

��



��� �����	
�
� �������
 �������� � ����������� ��������
�

����
 ���
� �� ������ ������
�����

��� ����� ������������� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π] ��������� 


��	���
	 Sn(x) �����
�� � f(x)! 

�
 f(x) = q0
2 +

∞∑
k=1

qk cos kx


���������
��	���
	 Sn(x) ���������� �� x ∈ [−π,−δ] ∪
∪ [δ, π] �����
�� � f(x)! ���� 0 < δ � π


"����
���� ����������# ��������
� ���� �� �����������

����$�# �����
�� �����������
	 f(x) ��� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]

%����
! ���� f(x) � ����
 ���������
	! 
� 
��	�� � 
���� &


�� �����

����
�� ��������! �
� ��� ������������ '
�# ����� �� 

��������
�� 
� �� ���#�
�� ����� qk! ��
���� ���������� 

���� ��� ��'���$���
�� qk � �������� 
������ (�)�


������ ���� qk� k = 0, 1, 2, 3, . . . ���	
�� ��	

qk → 0 
�� k → ∞
�

Δk = qk − qk+1 � 0, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,

λk = Δk − Δk+1 � 0, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,

�	

k Δk → 0 
�� k → ∞. �*�

+������ '
� �����
 �������# �����
 ������
��	�
�� �
� 

����
�� ��������� �� �������! ��
���# ������)��� ��
�
���

�����
	 �����
��
��	��
 ,���� �
��
�
	 �� �������# �����#


���� & � �������� 
���� q0
 -���� '
��� 
������ �
��
�
	

������	�� 
���� qk! k = 1, 2, 3, . . . ��� �)�.��
�� � 
���� &


/�� ���	0� �����! 
�� ����� 
����
 1���
����� ����� ����� 

���� 
������ 2 '
� Δk
 "�����.�� ����������� ���0� �� 

����
	! ������ �������� � ��������
 3������ ��������	���

��
����	��� ����� m � ������
��� ����
��$�
��	���� ��� 

���
	 qm − q2m
 4
� ������
	 ��
	 ����� ���
��
�
���.��

Δk
 5� �������
�� 2 m! � ����� ����� �� ��� ����


Δ2m−1 = q2m−1 − q2m.

��

������� qm − q2m = (qm − qm+1) + (qm+1 − qm+2) + (qm+2 −
− qm+3) + . . . + (q2m−1 − q2m) =

= Δm + Δm+1 + Δm+2 + . . . + Δ2m−1 � mΔ2m−1 � 0.

��	
� �

�� (qm−q2m) → 0 ��� m → ∞� ��
������ qk → 0 ���
k → ∞� � �� ������� � �
�
��� ��
����	
������
�� �����

mΔ2m−1 → 0 ��� m → ∞. ����

 
����

(2m− 1)Δ2m−1 =
(2m − 1)

m
· (mΔ2m−1) → 2 · 0 = 0 ��� m → ∞.

��
�� ��	�������� ����! ���
�
�� ��� ������!" ������	�

#�
��������
� ���� �$� �
�� # 
��� ���������
��

Δ2m � Δ2m−1.

������� ��� ����!" ������	 �����

(2m)Δ2m � 2mΔ2m−1 =
= (2m − 1)Δ2m−1 + Δ2m−1 → 0 + 0 = 0 ��� m → ∞.

����
 ���
�
�
�

����� ���
�
����
�	
 �
��
�	�	
�
 �� %�&��

�� �������	
���
� ����

# ���� �
����� ���'�
 ��� 
���
$���� �
��
� 	��
��
Dk(x) � Pk(x) (���� ��

�� ���
�� Dk � Pk�

# �
����� )*"�����
�� ���
+ 
 ����$�, ����(�
��	
���
-(��� (!�
 �������
 .�����
 �/� ��� �

������ 
���! ���
�
������0�� ��� �
������� �(���
����� �� .��������	�� ���1
���! Δk = qk − qk+12

Sn(x) = (q0 − q1)D0 + (q1 − q2)D1 + (q2 − q3)D2 + . . .+
+(qn−1 − qn)Dn−1 + qnDn =

= Δ0D0 + Δ1D1 + Δ2D2 + . . . + Δn−1Dn−1 + qnDn.

��



�������� ����	�
���
��� 
	��� ��� �
�� ��� �����

�������� ����������� Pk � �
������ ���

D0 = P0 � Dk =
k∑

i=0

Di −
k−1∑
i=0

Di = Pk −Pk−1, k = 1, 2, 3, . . .

����	�
���� ���
�����

Sn(x) = Δ0D0 + Δ1D1 + Δ2D2 + . . .+
+Δn−2Dn−2 + Δn−1Dn−1 + qnDn =

= Δ0P0 + Δ1(P1 − P0) + Δ2(P2 − P1) + . . .+
+Δn−2(Pn−2 − Pn−3) + Δn−1(Pn−1 − Pn−2) + qnDn =

= P0(Δ0 − Δ1) + P1(Δ1 − Δ2) + P2(Δ2 − Δ3) + . . .+
+Pn−2(Δn−2 − Δn−1) + Δn−1Pn−1 + qnDn.

��������� �	���
����� �� ���������� � ������� λk =
= Δk − Δk+1� �
��!��

Sn(x) =
n−2∑
k=0

Pkλk + Δn−1Pn−1 + qnDn. "##$

%
�������� �������� ��
 ��������& ��
�
���& � "##$� "'
(

������ ��� ��� ��� � qn → 0 ��� n → ∞� �� � Δn = qn−qn+1 →
→ 0 ��� n → ∞�$

'
�� ������ ������������ ����� δ ∈ (0, π]� ��� �)	���

x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π] ����� �*�� � "n � 1$

0 � |Δn−1Pn−1| = Δn−1
1 − cos((n − 1) + 1)x(

2 sin x
2

)2 �

� Δn−1
2(

2 sin x
2

)2 � Δn−1
2(

2 sin δ
2

)2

�

0 � |qnDn| = qn

∣∣∣∣∣∣
sin

(
n + 1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣∣ � qn

∣∣∣∣∣ 1
2 sin x

2

∣∣∣∣∣ � qn
1

2 sin δ
2

.

��
��� �
��� ���& �*��� �� �
����� �� x � ���������  

���) ��� n → ∞� +�� ��
���� ��� ��
 ��������& ��
�
���&

��

� ���� �����	
��� �� x ∈ [−π,−δ]∪ [δ, π] �
�
	�
�� � ���� ���

n → ∞�

� ����
�
 ������	��
� ����� ���� ���������  
� � �
���

 ��
� ���� �����	
��� �� x ∈ [−π,−δ]∪ [δ, π] �
�
	�
�� � f(x)
��� n → ∞�

!���������� �� �����	
���" �����	��
� 
�
� ��  

��
�

 �
��� ���
��
�� ����� ����� �	�  
� ���
∞∑

k=0

Pkλk 
��#
 ���$

��	
��� �� x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π] �����
�� � �����
�� � f(x)�
%�������� �

 �&���� 
��� �� ������
� � ����  ���� δ ∈

∈ (0, π]� ���
∞∑

k=0

Pkλk �����
�� � '���(�� f(x) � ��� ��	

�	���
 ��� ����	 �'�����������	� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]�

)��
� ��
 ��		� n$&� ������� � ����� q0
2 +

∞∑
k=1

qk cos kx �

∞∑
k=0

Pkλk 	�&�
 �
 �������
�� �� ��		� ����� ��� x ∈ [−π, 0)∪
∪ (0, π] ��������
 � ����� f(x)� 
�
�

f(x) =
∞∑

k=0

Pkλk =
∞∑

k=0

1 − cos(k + 1)x(
2 sin x

2

)2 λk. ��*�

+����
",

 ����
������
 f(x) ���
	 �������
�� ���������

-
� ��
��
���
��
� %�������� ��
  �
�� ���� ��*� �
�
��(�$



����� 
� f(x) � 0 ��� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]�
%�-
�	� ��� ��� � ������
��� �����	��
� �
����
�
���&�

��

&���� ∫ π

−π
f(x) dx

��������
� � ����  

���
� ���
�
� �� ��
�����
� �����$

	��
� �
����
�
���&� ��

&����∫ π

0
f(x) dx.

��.
�
������
 ��

&���� /�	��� I(δ) =
∫ π
δ f(x) dx ��� δ ∈

∈ (0, π] ��
��

 �� �
��
������
� f(x) �� �
�
��
 [δ; π] ��	� ��$
�
( ����
�� ������	��
� ������� 0���(�� f(x) 	�#

 �	

�

��



����������� ����	� 
 ���	� x = 0� 
������ ��� �������������
����� ��	����� ���������� �������
������ ���������∫ π

0
f(x) dx,

����� ��	����� ������
�
���� 	�������� �������  ��	!��

I(δ) =
∫ π
δ f(x) dx ��� δ → +0� "�	����� ��� ��	�# ������

������
����

$� �	������ �����
������ ����� δ ∈ (0, π]� %�����������&
��
�������# ����������� �&�� �'(� �� �����	� [δ;π]� "�& ε =
= 1 ������
��� ��	�� N1(= Nε)� ��� ��� 
��� x ∈ [δ, π] � ��&

��� n > N1 ��������� ����� �&�� �'(� ���&�	� n ����� ����)
�����& �� f(x) ����� ��� �� ε = 1� "�& 	������ ��	��� n > N1

����� 
���� �!��	�

f(x) < 1 +
n∑

k=0

Pkλk, x ∈ [δ, π].

"�����

I(δ) =
∫ π

δ
f(x) dx �

∫ π

δ

(
1 +

n∑
k=0

Pkλk

)
dx =

= (π − δ) +
n∑

k=0

λk ·
∫ π

δ
Pk dx � π +

n∑
k=0

λk ·
∫ π

δ
Pk(x) dx.

%�������& ��&  ��	!�# Pk(x) ������������ 
������

����������& Pn(x) � Dn(x)*

Pk(x) =
k∑

i=0

Di(x) =
1
2

+
k∑

i=1

Di(x) =

=
1
2

+
k∑

i=1

⎛
⎝1

2
+

i∑
j=1

cos jx

⎞
⎠ �'+�

������
0∑

i=1
() ������� ������� �������

$������� ���  ������ �'+� �������� �� ����������� �


���� ��� ����� x� � �� ����	� ��� x ∈ [−π, 0) ∪ (0, π]� 
�)
����� ��� 
��� k = 0, 1, 2, . . .  ��	!�� Pk(x) �������
�� ��

��

����������	
�� �
��
������� 
� [0, π]� � ���� 
����������	�


���� ��
���� Pk(x) = 1 − cos(k + 1)x(
2 sin x

2

)2 ���
� 
�����
����

∫ π

δ
Pk(x) dx �

∫ π

0
Pk(x) dx, k = 0, 1, 2, . . .;

������	�� ��� �
��
����
∫ π
0 �� ����
���� � ���� ���
� 
����

��∫ π

0
Pk(x) dx =

(
1
2

+
k∑

i=1

1
2

)∫ π

0
1 dx =

k + 1
2

π, k = 0, 1, 2, . . .

��������� ���
���
�� I(δ)

I(δ) � π +
n∑

k=0

λk ·
∫ π

δ
Pk(x) dx � π +

n∑
k=0

λk ·
∫ π

0
Pk(x) dx =

= π +
n∑

k=0

λk
k + 1

2
π =

π

2

{
2 +

n∑
k=0

λk · (k + 1)

}
=

=
π

2

{
2 + λ0 · (0 + 1) + λ1 · (1 + 1) + λ2 · (2 + 1) + . . .+

+λn−1 · (n − 1 + 1) + λn · (n + 1)
}

=

=
π

2

{
2 + (Δ0 − Δ1) · (0 + 1) + (Δ1 − Δ2) · (1 + 1)+

+(Δ2 − Δ3) · (2 + 1) + . . . + (Δn−1 − Δn) · (n − 1 + 1)+

+(Δn − Δn+1) · (n + 1)
}

=

=
π

2

{
2 + (Δ0 + Δ1 + Δ2 + Δ3 + . . . + Δn) − Δn+1 · (n + 1)

}
=

=
π

2

{
2 + (q0 − qn+1) − Δn+1 · (n + 1)

}
.

 ���� �!��"���

I(δ) � π

2
{2 + (q0 − qn+1) − Δn+1 · (n + 1)} . ��#�

$�� ������
�� 
� "������ �� δ% & ��"���� '(����) �����
"�
�� *�� ������
�� ���
����� � ��
��
�+ ���!��+ ��������,

� 
��� ��� n → ∞% ������������	
���	 qn+1 ��������, �


��� ��
���
� ������,� �������% ��� -��� �
��
��� I(δ) 
�

��



������� �� n� 	
�������

��� �� ��������� ������ �����
��
������ ����� ���� ��� n → ∞� ������� ����� π

2 (2 + q0)� �
�
��

��� ��� ��!�� 
� 
 ��� ��� I(δ) ��������� ������ �����"
��� ���
�� �
� ���� δ ∈ (0, π]�
#����

�� f(x) � 0� ������
����� �������


I(δ) =
∫ π

δ
f(x) dx, 0 < δ � π

��!�� ��

�� ���
������
�� �� ���� ���$
�!���� δ � ��
%� &
'��� �����(�� �� �������������� ������ I(δ) �
� ���� δ ∈ (0, π]
�
����� ��)���������� ��������� �����
� *���(�� I(δ) ���
δ → +0� ��� �� ������
���% � ���
 ���������
 �������
�∫ π
0 f(x) dx � ����$�������� ����
��

#����

�� f(x) � 0� '�� �������� �$��
%���% ���������

����$��������� �������
�∫ π

0
f(x) dx,

� � ��
� �������� + �$��
%���% ���������
 ����$���������

�������
� ∫ π

−π
f(x) dx.

,���� f(x) + �$��
%��� ������������ �� [−π, π] � ��
��!�� ��������
 � ������������ ��� -��
�� .���
��
 ����"

���
� ��� ��'**�(����� -��
� '��� *���(�� ����� �������"

����%)�� ��'**�(������ ���� q0
2 +

∞∑
k=1

qk cos kx�

#�������� � �����
���% ��'**�(������ -��
� *���(��

f(x)� /�� *���(�� �� ������
��� � ��
�� 0� ��!�� ��������"

��
 � ��
� 
%$�� ���
�� � ��� '��� �������� ��'**�(���"

��� -��
� �� ������%���� #�
�!�� f(0) = 0�
& ��
� �������� f(x) �����

1
π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx = 0, k = 1, 2, 3, . . .

��

� ������� �	
���
���� ����� ��������� ��� ��� x ∈
∈ [−π, 0) ∪ (0, π] ��������
�� ��
� ��� �
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