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Ÿ 1. Îáðàòíîå è íåÿâíîå îòîáðàæåíèÿ

Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f : X ! Y , åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó èç
ìíîæåñòâà X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà Y .
Ñàìî ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ óæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ôàêòîì. Ïî-
ýòîìó âàæíî çíàòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ èìåííî îòîáðàæåíèåì. Äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ìû óæå îá-
ñóäèëè îáðàòíóþ ôóíêöèþ, ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ ôóíêöèþ è çàòðîíóëè
ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè (ñì. ëåêöèþ 1.9). Òåïåðü ìû îáñó-
äèì ïðîáëåìó ëîêàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòè îáðàòíîãî è
íåÿâíîãî îòîáðàæåíèé êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âïðåäü äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû íå áóäåì ñòàâèòü ñòðåëêó íàä ðàçíîñòüþ

òî÷åê, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1; x2 2 Rn ïèøåì x2 � x1 :=
�����!
x2 � x1. Êðîìå

òîãî, ÷òîáû ñâîáîäíî ïðèìåíÿòü âåêòîðíûå îïåðàöèè, ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû
áóäåì ïåðåõîäèòü îò òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ê âåêòîðíûì, çàìåíÿÿ òî÷êè èõ
ðàäèóñ-âåêòîðàìè; îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì ïðåæíèå.

1.1. Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Çíà-
ìåíèòàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îáùåãî
âèäà.

Âñå äîðîãè âåäóò â Ðèì
Ïîñëîâèöà

Òåîðåìà 1.1. (Ñòåôàí Áàíàõ, 1892-1945) Ïóñòü h : Rn � M ! Rn

1. îòîáðàæàåò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî M = M â ñåáÿ: h(M ) � M ;
2. ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì ñ êîýôôèöèåíòîì k 2 (0; 1), ò.å.

8x1; x2 2 M ,! j h(x2) � h(x1)j 6 kjx2 � x1j:

Òîãäà:

1. ñóùåñòâóåò è ïðè òîì åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x � 2 M
îòîáðàæåíèÿ h, ò.å. h(x � ) = x � ;
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2. íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà , êî-
òîðûé ìîæíî çàïóñòèòü èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 2 M :

8n 2 N ïîëàãàåì xn := h(xn � 1); òîãäà x � = lim
n !1

xn ;

3. ïîãðåøíîñòü íà n-îì øàãå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ïî ïåðâîìó øàãó êàê
óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì k:

jxn � x � j 6
kn

1 � k
jh(x0) � x0j: (1.1)

Îáñóæäåíèå 1.1. Îòìåòèì:
1. èññëåäóåìîå óðàâíåíèå èìååò ñïåöèôè÷åñêèé âèä, îòëè÷íûé îò òðàäèöè-

îííîãî h(x) = x0, ãäåx0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà;
2. ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íå òîëüêî ñóùåñòâîâàíèÿ íåïî-

äâèæíîé òî÷êè, íî è åå åäèíñòâåííîñòè ;
3. óêàçàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñõîäÿùèéñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå (ñì.

ðèñ. 1.1);
4. èòåðàöèè ìîæíî íà÷èíàòü ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (ýòîò ôàêò èëëþñòðè-

ðóåò ðèñ.1.2);
5. óêàçàíà ïîãðåøíîñòü èòåðàöèé;
6. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â åå ôîðìóëèðîâêå (ï. 2);
7. òåîðåìà è åå îáîáùåíèå íà áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà èìþò ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé, ôóíêöèîíàëüíîì àíà-
ëèçå, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â òåîðèè óðàâíåíèé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

1x

1x 2x
*x0x

· · ··

( )Gr f
y x=

Ðèñ. 1.1 . Èòåðàöèè

2 ( )h M

*
x

0
x

1
x

2
x

Ðèñ. 1.2 . Ñæàòèå

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé xn := h(xn � 1)
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n; p 2 N âûïîëíÿåòñÿ:

jxn + p � xn j = jhn + p(x0) � hn (x0)j 6 kjhn + p� 1(x0) � hn � 1(x0)j 6 :::

6 kn jhp(x0) � x0j 6 kn (jx1 � x0j + jx2 � x1j + ::: + jxp � xp� 1j) 6

kn � jx1 � x0j � (1 + k + k2 + ::: + kp� 1) 6 kn jx1 � x0j
1 � k

n !1! 0 (1.2)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñæàòèåì, ïðèìåíèëè p ðàç íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è
çàìåíèëè êîíå÷íóþ ñóììó óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé). Èç ôóí-
äàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà M ñëåäóåò, ÷òî
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ñóùåñòâóåò ïðåäåëx � := lim
n !1

xn 2 M . Ïîêàæåì, ÷òî x � � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Èç óñëîâèÿ ñæàòèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî íà âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ (äîêàæèòå), ïîýòîìó

h(x � ) = h( lim
n !1

xn ) = lim
n !1

h(xn ) = lim
n !1

xn +1 = x � :

Ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè äîêàçàíî. Äîêàæåì åå åäèíñòâåííîñòü.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò òî÷êà x ] 2 M , äëÿ êîòîðîé h(x ] ) = x ] . Òîãäà
jx � � x ] j = jh(x � ) � h(x ] )j 6 kjx � � x ] j. Ò.ê. k 2 (0; 1), òî jx � � x ] j = 0 , ò.å.
x � = x ] .

Â íåðàâåíñòâå (1.2) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè p ! 1 ; ïîñêîëüêó lim
p!1

xn + p =

x � , ïîëó÷àåì îöåíêó ( 1.1) �

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 èñïîëüçó-
åòñÿ òîëüêî ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè � (x; y) := jy � xj è åãî ñâîéñòâà
(ñì. ñëåäñòâèå??). Ïîçæå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì äëÿ îáîá-
ùåíèÿ òåîðåìû íà ñëó÷àé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1.2. Íåðàâåíñòâî Ëàãðàíæà äëÿ îòîáðàæåíèÿ. Ïîíÿòèå äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ

f : Rn � X ! Rm ,

8
<

:

y1 = f 1(x1; :::; xn );
:::
ym = f m (x1; :::; xn ):

â òî÷êå x0 ìû îáñóäèëè â ï. 2.4.5. Â êîíå÷íîì èòîãå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðîèç-
âîäíîé Df (x0) îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x0 (åñëè îíà ñóùåñòâóåò!) ÿâëÿåòñÿ ìàò-
ðèöà ßêîáè (m� n) = ( @fi (x0)=@xj ), ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âñåõ
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé f i (i = 1 ; :::; m) ïî âñåì ïåðåìåííûì x j (j = 1 ; :::; n).
Òàì æå ââåäåíî ïîíÿòèå íîðìû jjAjj ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A = ( ai;j ) è èçó÷å-
íû åå îñíîâíûå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî: 1) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
a ñïðàâåäëèâà îöåíêà jAaj 6 jjAjj � j aj; 2) 8" > 0 9� > 0, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ âåðíà îöåíêà jai;j j < � , òî jjAjj < " . Íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîáùåíèå
íåðàâåíñòâà Ëàãðàíæà, ðàíåå äîêàçàííîå äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé (ñì. òåîðåìó
1.14.1), â êîòîðîì ìîäóëü ïðèðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íîðìó
ìàòðèöû ßêîáè è ìîäóëü ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà:

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f : Rn � X ! Rm � âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîå îòîá-
ðàæåíèå âûïóêëîé îáëàñòè X . Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1; x2 2 X ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî � 2 (0; 1), ÷òî

jf (x2) � f (x1)j 6 jjDf (x1 + � (x2 � x1)) jj � j x2 � x1j: (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî . Â ñèëó âûïóêëîñòè X , îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïðîèçâîëü-
íûå òî÷êè x1; x2 2 X , öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â X :

[x1; x2] = f x = x1 + t(x2 � x1); t 2 [0; 1]g � X:
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Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî

' : [0; 1] ! V m ; ' (t) := f (x1 + t(x2 � x1)) :

Èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åå ïðî-
èçâîäíàÿ ' 0(t) = Df (x1 + t(x2 � x1))( x2 � x1) 2 V m åñòü âåêòîð, ïîëó÷åííûé
äåéñòâèåì ìàòðèöû Df (:::) íà âåêòîð x2 � x1 2 V n . Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà
1.14.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî� 2 (0; 1), äëÿ êîòîðîãî j' (1)� ' (0)j 6
j' 0(� )j � 1. (Òåîðåìà 1.14.1 äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ m = 3 ; äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m
åå ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.) Âîñïîëüçîâàâøèñü
íåðàâåíñòâîì jAaj 6 jjAjj � j aj, ïîëó÷àåì

jf (x2) � f (x1)j = j' (1) � ' (0)j 6 j' 0(� )j = jDf (x1 + � (x2 � x1))( x2 � x1)j 6

jjDf (x1 + � (x2 � x1)) jj � j x2 � x1j: �

Íàì ïîíàäîáèòñÿ âûòåêàþùåå èç ( 1.3)

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.2 äîïîëíèòåëüíî èìååò ìå-
ñòî îöåíêà supx 2 X jjDf (x)jj < + 1 , òî äëÿ ëþáûõ x1; x2 2 X ñïðàâåäëèâî

jf (x2) � f (x1)j 6 sup
x 2 X

jjDf (x)jj � j x2 � x1j: (1.4)

1.3. Òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè.
Íî âîò, íàñûòÿñü ðàçðóøåíüåì
È íàãëûì áóéñòâîì óòîìÿñü,
Íåâà îáðàòíî ïîâëåêëàñü,
Ñâîèì ëþáóÿñü âîçìóùåíüåì.
À.Ñ. Ïóøêèí. Ìåäíûé âñàäíèê

Íèæå ïîíÿòèå îêðåñòíîñòü òî÷êè îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå ýòó òî÷êó, â ÷àñòíîñòè ýòî ìîæåò áûòü øàðîâàÿ îêðåñò-
íîñòü.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn � U ! Rn íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìî íà îáëàñòè U è â íåêîòîðîé òî÷êå x0 2 U îïðåäåëèòåëü detDf (x0) 6=
0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè V(x0) = V � U è W (y0) = W òî÷åê
x0 è y0 = f (x0) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî:

1. ñóæåíèå f : V ! W ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé;
2. îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f � 1 : W ! V íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî;
3. ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

8y 2 W ,! Df � 1(y) = ( Df (x)) � 1; ãäåx = f � 1(y): (1.5)

Îáñóæäåíèå 1.2. Îòìåòèì:
1. Òåîðåìà 1.3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì àíàëîãîì òåîðåìû îá îáðàòèìîñòè ÷èñ-

ëîâîé ôóíêöèè ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò íà èí-
òåðâàëå ïîñòîÿííûé çíàê.

2. Ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà-ïðîîáðàçà è ïðîñòðàíñòâà îáðàçà ñîâïàäàþò.
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3. Ôîðìóëà ( 1.5) îçíà÷àåò, ÷òî âçÿòèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ è äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïåðåñòàíîâî÷íû. Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò íàéòè ïðîèçâîäíóþ
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ, íå íàõîäÿ ñàìîãî îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.

4. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû: åñëè ìàòðèöà ïðîèçâîäíîé Df (x0) îáðà-
òèìà, òî ñàìî îòîáðàæåíèå f ëîêàëüíî îáðàòèìî, ïîñêîëüêó îíî îòëè-
÷àåòñÿ îò ñâîåãî äèôôåðåíöèàëà íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1. Óïðîùàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2, ïå-

ðåéäåì îò òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ê âåêòîðíûì, çàìåíèâ òî÷êè èõ ðàäèóñ-âåê-
òîðàìè.

Òàê êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Df (x0) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé áèåê-
öèåé (îáîñíóéòå), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî òîãäà è ò.ò., êîãäà îíî
âåðíî äëÿ ñóïåðïîçèöèè (Df (x0)) � 1 � f . Íî ïðîèçâîäíàÿ ((Df (x0)) � 1 � f )0(x0) =
(Df (x0)) � 1� Df (x0) = id åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ïîýòîìó áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Df (x0) = id. Çàìåíû x ! x � x0, y ! y� y0 ïîçâî-
ëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîðû x0 = y0 = 0 2 U ñîâïàäàþò ñ íóëü-âåêòîðîì.

2. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îöåíêà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

g : U ! V n ; g(x) := x � f (x): (1.6)

Çàìåòèì, ÷òî g(0) = 0 � 0 = 0. Äàëåå, oíî âñþäó íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî
è åãî ïðîèçâîäíàÿ â íóëå Dg(0) = id � id = 0 ðàâíà íóëåâîìó îòîáðàæåíèþ.
Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ Dg(x) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
r > 0, ÷òî øàð B2r (0) � U ðàäèóñà 2r öåëèêîì ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ è äëÿ êàæäîãî x 2 B2r (0) íîðìà ìàòðèöû Dg(x) äîïóñêàåò îöåíêó
jjDg(x)jj < 1=2. Ïîñêîëüêó øàð B2r (0) åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî, èç íåðàâåí-
ñòâà (1.4) ñëåäóåò, ÷òî êàê òîëüêî x 2 B r (0) � B2r (0), âåðíà îöåíêà

jg(x)j = jg(x) � g(0)j 6
1
2

jx � 0j =
1
2

jxj: (1.7)

Çíà÷èò, g îòîáðàæàåò çàìêíóòûé øàð B r (0) ðàäèóñàr â êîíöåíòðè÷åñêèé çà-
ìêíóòûé øàð B r= 2(0) ïîëîâèííîãî ðàäèóñà.

3. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ
f � 1 : B r= 2(0) ! B r (0) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0) óðàâ-
íåíèå f (x) = y ðàçðåøèìî åäèíñòâåííûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî
x 2 B r (0). Äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

gy : B r (0) ! V n ; gy (x) := y + x � f (x) = y + g(x):

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿ

f (x) = y , gy (x) = x:

Çíà÷èò, ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ f � 1 ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâà-
íèþ äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0) åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x 2 B r (0)
îòîáðàæåíèÿ gy .
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4. Èññëåäîâàíèå îòîáðàæåíèÿ gy . Ïîñêîëüêó jyj < r= 2 è jxj 6 r , òî, â ñèëó
îöåíêè ( 1.7), ïîëó÷àåì

jgy (x)j 6 jyj + jg(x)j <
r
2

+
r
2

= r:

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0) îòîáðàæåíèå gy äåéñòâóåò èç çàìêíóòîãî øàðà
B r (0) â ñåáÿ. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0) è äëÿ ëþáîé ïàðû x1; x2 2 B r (0),
â ñèëó îöåíêè jjDg(x)jj < 1=2 è íåðàâåíñòâà Ëàãðàíæà (1.4), ïîëó÷àåì:

jgy (x2) � gy (x1)j = jg(x2) � g(x1)j 6
1
2

jx2 � x1j: (1.8)

Èòàê, äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0) îòîáðàæåíèå gy óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 1.1 ñ êîýôôèöèåíòîì k = 1=2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî y 2 B r= 2(0)
îòîáðàæåíèå gy èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f � 1 : W := B r= 2(0) ! B r (0).

5. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç îöå-
íîê: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ y1; y2 2 B r= 2(0), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ( 1.6) è îöåíêè
(1.8), âåðíî

jf � 1(y2) � f � 1(y1)j = jx2 � x1j = j(g(x2) + f (x2)) � (g(x1) + f (x1)) j 6

jf (x2) � f (x1)j + jg(x2) � g(x1)j 6 jf (x2) � f (x1)j +
1
2

jx2 � x1j:

Ïîýòîìó

jf � 1(y2) � f � 1(y1)j = jx2 � x1j 6 2jf (x2) � f (x1)j = 2 jy2 � y1j: (1.9)

Èç ïðåäûäóùåé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç V := f � 1(B r= 2(0)) �
B r (0) ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó øàðó ðàäèóñàr (äîñòàòî÷íî âçÿòü y1 = 0 ; y2 =
y 2 B r= 2(0)). Íî ó íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî íà îòêðûòîì
ïîäìíîæåñòâå, ïîëíûé ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò (òåîðåìà 2.3.3),
ò.å. V � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îá-
ðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ f � 1, V åñòü åãî îáðàç. (×åðåçf � 1(B r= 2(0)) ìû îáîçíà÷àåì
âñåãäà ïîëíûé ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ f è îáðàç îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ f � 1,
åñëè îíî ñóùåñòâóåò.) Ñòàëî áûòü, îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî íåïðåðûâ-
íîé áèåêöèåé ìåæäó îòêðûòûì ïîäìîæåñòâîì V = f � 1(B r= 2(0)) è îòêðûòûì
øàðîì W = B r= 2(0):

V = f � 1(B r= 2(0))
f
$ B r= 2(0) = W:

6. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè îáðàòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ. Ïóñòü y 2 W � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, à y0 2 W � ïåðå-
ìåííàÿ. Òîãäà x = f � 1(y) 2 V � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, à x0 = f � 1(y0) 2 V �
ïåðåìåííàÿ. Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè f ñëåäóåò, ÷òî

f (x0) � f (x) = Df (x)(x0 � x) + "(x0 � x);

ãäå îòîáðàæåíèå " ÿâëÿåòñÿo-ìàëûì ïðè jx0 � xj ! 0, ò.å.

lim
x 0! x

j" (x0 � x)j
jx0 � xj

= 0 : (1.10)
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Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà îáðàòíóþ ìàòðèöó (Df (x)) � 1, ïîëó÷àåì

(Df (x)) � 1(f (x0) � f (x)) = x0 � x + ( Df (x)) � 1(" (x0 � x)) :

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

f � 1(y0) � f � 1(y) = ( Df (x)) � 1(y0 � y) � (Df (x)) � 1(" (f � 1(y0) � f � 1(y))) :

Óáåäèìñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå (Df (x)) � 1(" (f � 1(y0) � f � 1(y))) ÿâëÿåòñÿ o-ìàëûì
ïðè y0 ! y. Ïîñêîëüêó

j(Df (x)) � 1(" (f � 1(y0) � f � 1(y))) j 6 jj (Df (x)) � 1jj � j " (f � 1(y0) � f � 1(y)) j

è ñîìíîæèòåëü jj (Df (x)) � 1jj îò ïåðåìåííîé y0 íå çàâèñèò, òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü
ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
y0! y

j" (f � 1(y0) � f � 1(y)) j
jy0 � yj

= 0 :

Íî
j" (f � 1(y0) � f � 1(y)) j

jy0 � yj
=

j" (f � 1(y0) � f � 1(y)) j
jf � 1(y0) � f � 1(y)j

�
jf � 1(y0) � f � 1(y)j

jy0 � yj
:

Â ñèëó äîêàçàííîé íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ, f � 1(y0) ! f � 1(y)
ïðè y0 ! y. Ïîýòîìó (â ñèëó ( 1.10) è òåîðåìû î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè çàìåíå
ïåðåìåííîé) ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü íå
ïðåâîñõîäèò 2 (ñì. ( 1.9)). Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâåäåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ f � 1 è ôîðìóëà ( 1.5) äîêàçàíû.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðîèçâîäíîé îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïî-
çèöèåé òðåõ îòîáðàæåíèé:

y ! f � 1(y) = x ! Df (x) = A ! A � 1:

Ïåðâîå îòîáðàæåíèå íåïðåðâíî ïî äîêàçàííîìó, âòîðîå íåïðåðûâíî ïî óñëî-
âèþ, íåïðåðûâíîñòü òðåòüåãî ñëåäóåò èç ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðè-
öû. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûì. �

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò êàê îòîáðàæåíèå

p : [0; + 1 ) � R ! R2; p(�; ' ) = ( � cos'; � sin ' ):

Ìàòðèöà ßêîáè è åå îïðåäåëèòåëü ðàâíû:

J (�; ' ) =
�

cos' � � sin '
sin ' � cos'

�
) detJ(�; ' ) = � > 0:

Çíà÷èò, ñóæåíèå ep îòîáðàæåíèÿ p íà îòêðûòóþ ïîëóïëîñêîñòü (0; + 1 ) � R èìå-
åò íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3, îòîáðà-
æåíèå ep â ëþáîé òî÷êå îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé áèåêöèåé.
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Îáðàç Im (ep) âñåé îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè åñòü âñÿ ïëîñêîñòü áåç íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Îäíàêî îòîáðàæåíèå ep íå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé áèåêöèåé ïîñêîëüêó
ep(�; ' + 2 �k ) = ep(�; ' ) äëÿ ëþáîãî k 2 Z, ò.å. îòîáðàæåíèå 2� -ïåðèîäè÷íî ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó. Â ï. 2.2.2 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ep ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé ìåæäó ëþáîé îòêðûòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñîé øèðèíû 2� è ïëîñ-
êîñòüþ, èç êîòîðîé óäàëåí ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò:

f � > 0g � f ' : ' 0 < ' < ' 0 + 2 � g
p

$ R2 n f x = � cos' 0; y = � sin ' 0; � > 0g:

1.4. Òåîðåìà î íåÿâíî çàäàííîì îòîáðàæåíèè.
Ìíå ìèëî îòâëå÷åííîå:
Èì æèçíü ÿ ñîçäàþ...
ß âñ¼ óåäèíåííîå,
Íåÿâíîå ëþáëþ.
Ç.Í. Ãèïïèóñ. Íàäïèñü íà
êíèãå

Íåÿâíî çàäàííûå îòîáðàæåíèÿ (íåÿâíûå îòîáðàæåíèÿ) âîçíèêàþò è â ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ, è â ôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ (â ïîñëåäíèõ èç òàê íàçûâàåìûõ
óðàâíåíèé ñâÿçè ).

Ïðèìåð 1.2. Óðàâíåíèå x2 + y2 � 1 = 0, çàäàþùåå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè îêðóæíîñòü, ïîðîæäàåò äâå íåïðåðûâíûå íåÿâíûå ôóíêöèè y = f 1;2(x) =
�

p
1 � x2 (x 2 [� 1; 1]), ãðàôèêàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïî-

ëóîêðóæíîñòè (ðèñ. 1.3). Çàìåòèì, ÷òî ðàçðûâíûõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ
ýòèì óðàâíåíèåì, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî: ðàçîáüåì îòðåçîê [� 1; 1] íà äâà ïðî-
èçâîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà

[� 1; 1] = X 1 [ X 2; X 1 \ X 2 = ;

è îïðåäåëèì íåÿâíóþ ôóíêöèþ ïî ïðàâèëó

f (x) =

( p
1 � x2; x 2 X 1;

�
p

1 � x2; x 2 X 2:

Åñëè æå ìû õîòèì ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà îäíîé íåÿâíîé ôóíêöèè, òî äîñòàòî÷íî
âûáðàòü íà îêðóæíîñòè òî÷êó A(x0; y0), ïðè÷åì x0 6= � 1, è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ãðàôèê íåÿâíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàë åå äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè (ðèñ.
1.3). Çàìåòèì, ÷òî íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷åê A � (� 1; 0) äóãà îêðóæíîñòè
x2 + y2 � 1 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè! Ïðèíöèïèàëüíîå íàáëþäåíèå:
òîëüêî â îñîáûõ òî÷êàõ A � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè âåðòèêàëüíû, ÷òî ðàâ-
íîñèëüíî îáíóëåíèþ â ýòèõ òî÷êàõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äàííîé ôóíêöèè ïî
ïåðåìåííîé y, ò.å @

@y(x
2 + y2 � 1)j( � 1;0) = 0 .

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü: 1) îòîáðàæåíèå

F : Rn � Rm � U ! Rm
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AA
+-

1

-1

A(       )0 0
,x y

·

Ðèñ. 1.3

0

y

0

×

1
p

2
p

Ðèñ. 1.4

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U, ñîäåðæàùåì
òî÷êó (x0; y0) 2 U; 2) F (x0; y0) = Oy , ãäåOy � íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷å÷íîì
ïðîñòðàíñòâå Rm ; 3) â òî÷êå (x0; y0) ìàòðèöà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îòîá-
ðàæåíèÿ F ïî ïåðåìåííîé y íåâûðîæäåíà: detDy F (x0; y0) 6= 0 .

Òîãäà:
1. ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè X � Rn è Y � Rm òî÷åê x0 è y0 ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè÷åì X � Y � U, è åäèíñòâåííîå íåÿâíîå îòîáðàæåíèå
f : X ! Y , óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó:

8x 2 X ,! F (x; f (x)) � Oy ; â ÷àñòíîñòè f (x0) = y0;

ò.å. óðàâíåíèå F (x; y) = Oy â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0) ïîðîæäàåò

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå x
f
! y, êîòîðîå åìó óäîâëåòâîðÿåò.

2. îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî;
3. â òî÷êå x 2 X ìàòðèöà ïðîèçâîäíîé íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïî ïðàâèëó

Df (x) = � (D y F (x; f (x))) � 1 � D x F (x; f (x)); (1.11)

4. ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ: ïåðåñå÷åíèå ïîëíîãî
ïðîîáðàçà F � 1(Oy ) = f (x; y) : F (x; y) = Oy g ñ îêðåñòíîñòüþ X � Y
òî÷êè (x0; y0) ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ f (ðèñ. 1.4):

gr(f ) = F � 1(Oy ) \ (X � Y ):

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1. Ïîñòðîåíèå áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Èìåÿ â âèäó òåîðåìó 1.3, äîñòðîèì

îòîáðàæåíèå F äî ðàñïðÿìëÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x0; y0) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Èìåííî, ïîëîæèì

G : U ! Rn � Rm ; G(x; y) := ( x; F (x; y)) : (1.12)

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 1.3. Âî-ïåðâûõ, îòîáðàæåíèå G íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è ìàòðèöà ïðîèçâîäíîé èìååò áëî÷íûé âèä:

DG(x; y) =
�

idx 0
D x F (x; y) D y F (x; y)

�
:
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Âî-âòîðûõ, â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû, â òî÷êå (x0; y0) îïðåäåëèòåëü

det
�

idx 0
D x F (x0; y0) D y F (x0; y0)

�
= 1 � detDy F (x0; y0) 6= 0 :

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå G ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòüþ V � U òî÷êè (x0; y0) è îêðåñòíîñòüþ W òî÷êè G(x0; y0) = ( x0; Oy ),
ïðè÷åì detDy F (x; y) 6= 0 ïðè (x; y) 2 V . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäå-
íèé ñ÷èòàåì, ÷òî V = B � (x0; y0) � íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü
ðàäèóñà� > 0.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå G� 1 : W ! V èìååò ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ ñòðóê-
òóðå ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ, à èìåííî G� 1(x0; y0) = ( x0; H (x0; y0)) . Â ñàìîì äåëå,
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ G(x; y) = ( x0; y0)
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ïàðû (x; y) 2 V , ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü(x0; y0) 2 W ; íî
ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé x = x0, F (x; y) = y0. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò òàêîå åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå

H : W ! Rm ; ÷òî G� 1(x0; y0) = ( x0; H (x0; y0)) : (1.13)

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó äàííûì îòîáðàæåíèåì F è ïîëó÷åííûì îòîáðàæåíèåì
H . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå ïîåêòèðîâàíèÿ

� 1 : Rn � Rm ! Rn ; � 1(x; y) = x; � 2 : Rn � Rm ! Rm ; � 2(x; y) = y

ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé âäîëü äðóãîãî. Ïóñòü òî÷êà
y0 2 � 2(W ) ôèêñèðîâàíà, òîãäà íà V ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

F (x; y) = y0 , G(x; y) = ( x; y0) , y = H (x; y0): (1.14)

Â ñàìîì äåëå: 1) ïðèìåíèì ê ïàðå (x; y) 2 V îòîáðàæåíèå G, ïîëó÷èì, â ñèëó
(1.12), èç ïåðâîãî óñëîâèÿ âòîðîå; 2) ïðèìåíèì êî âòîðîìó ðàâåíñòâó îòîáðà-
æåíèå G� 1, ïîëó÷èì, â ñèëó ( 1.13), òðåòüå óñëîâèå. Îáà ïåðåõîäà îáðàòèìû,

ïîñêîëüêó G è G� 1 áèåêöèè: V
G � 1

�
G

W .

Ðàçáåðåìñÿ, ïî÷åìó îòîáðàæåíèå G íàçâàþò ðàñïðÿìëÿþùèì. Â ñèëó ïåðâîé
ðàâíîñèëüíîñòè èç ( 1.14), äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè y0 2 � 2(W )
îòîáðàæåíèå G ïðåîáðàçóåò (ðàñïðÿìëÿåò!) ïîëíûé ïðîîáðàç:

F � 1(y0) \ V = f (x; y) 2 V : F (x; y) = y0g G! � 1(F � 1(y0) \ V ) � f y0g � Rn � f y0g:

Â ÷àñòíîñòè, G(F � 1(Oy ) \ V ) � Rn � f Oy g (ðèñ. 1.4).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè. Èç îáðàòèìîñòè ìàòðèöû D y F (x; y) äëÿ âñåõ
ïàð (x; y) 2 V = B � (x0; y0), íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ F
è êîìïàêòíîñòè çàìêíóòîãî øàðà ñëåäóåò, ÷òî

sup
(x;y )2 B � (x 0 ;y 0 )

jj (D y F (x; f (x))) � 1jj < C 1; sup
(x;y )2 B � (x 0 ;y 0 )

jjD x F (x; f (x)) jj < C 2;

ãäå C1; C2 > 0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Îáîçíà÷èì C := C1C2. Ìû óòâåð-
æäàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå " > 0, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îòêðûòûõ øàðîâ
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B " (x0) � BC" (y0) � B � (x0; y0). Â ñàìîì äåëå, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(x0; y0) äî
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A0(x; y) 2 B " (x0) � BC" (y0) îöåíèâàåòñÿ òàê: � (A; A 0) <
("2 + C2"2)1=2. Óñëîâèå

("2 + C2"2)1=2 < � , " <
�

p
1 + C2

ãàðàíòèðóåò èñêîìóþ ïðèíàäëåæíîñòü.
3. Îïðåäåëåíèå íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ è åãî ñâîéñòâà. Ïîêàæåì, ÷òî èñêîìîå

íåÿâíîå îòîáðàæåíèå åñòü

f : X := B " (x0) ! Y := BC" (y0); f (x) := H (x; Oy ): (1.15)

Âî-ïåðâûõ, îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî íà X ïîñêîëüêó X � Oy � W . Âî-âòîðûõ,
èç ðàâíîñèëüíîñòè ïåðâîãî è òðåòüåãî óñëîâèé â ( 1.14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè y0 =
Oy âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x 2 X ðàâåíñòâî F (x; f (x)) = F (x; H (x; Oy )) = Oy .
Åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ f è âêëþ÷åíèå f (X ) � Y îáîñíîâàíû íèæå.

Íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ f (x) := H (x; Oy ) ñëåäóåò,
â ñèëó òåîðåìû 1.3, èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ H è íåïðåðûâíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ G� 1. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ Df (x),
äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü òîæäåñòâî F (x; f (x)) � Oy (x 2 X ) è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ îáðàòèìîñòüþ ìàòðèöû D y F (x; y) äëÿ âñåõ(x; y) 2 V :

F (x; f (x))
x 2 X
� Oy ) D x F (x; f (x)) + D y F (x; f (x)) � Df (x)

x 2 X
� � ,

Df (x)
x 2 X
� � (D y F (x; f (x))) � 1 � D x F (x; f (x))

(÷åðåç� îáîçíà÷åíà íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì m � n).
Èç ôîðìóëû ( 1.11), îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû C è íåðàâåíñòâà Ëàãðàíæà ñëå-

äóåò âêëþ÷åíèå f (X ) � Y . Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ f : X ! Y ,
óäîâëåâîðÿþùåãî òîæäåñòâó F (x; f (x)) � Oy . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùå-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå h : X ! Y , óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó F (x; h(x)) � Oy .
Òîãäà, â ñèëó (1.14), G(x; h(x)) = ( x; Oy ) = G(x; f (x)) . Â ñèëó áèåêòèâíîñòè
G, ïîëó÷àåì: (x; h(x)) = G� 1(x; Oy ) = ( x; f (x)) . Çíà÷èò, ïîêà x 2 X , âåðíî
h(x) � f (x).

Èç îïðåäåëåíèÿ ( 1.15) è ðàâíîñèëüíîñòåé ïåðâîãî è òðåòüåãî óñëîâèé èç
(1.14) ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèê f åñòü

gr(f ) = f (x; f (x)) ; x 2 X g = f (x; H (x; Oy )) ; x 2 X g =

f (x; y) 2 X � Y : F (x; y) = Oy g: �

1.5. Çàìåíà ïåðåìåííûõ.
Ïðèâû÷êà ñâûøå íàì äàíà:
Çàìåíà ñ÷àñòèþ îíà.
À.Ñ. Ïóøêèí. Åâãåíèé Îíåãèí,
ãë. II
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Ìû óæå ïðèìåíÿëè çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ è èíòå-
ãðàëîâ. Ìåòîä ïîñòîÿííî ïðèìåíÿåòñÿ â àíàëèçå, ëèíåéíîé àëãåáðå (íàïðèìåð,
ïðèâåäåíèå ìàòðèöû èëè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó), äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ò.ä. Çàìåíà
ïåðåìåííûõ ïî ñóòè åñòü çàìåíà �ñòàðîé� ñèñòåìû êîîðäèíàò íà �íîâóþ�, â êî-
òîðîé èññëåäóåìûé îáúåêò âûãëÿäèò ïðîùå. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæàò òåîðåìû î
ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî è íåÿâíîãî îòîáðàæåíèé. Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé
ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ìû èññëåäóåì ãëàäêóþ ôóíêöèþ z = z(x; y), ãäå àðãóìåíò
(x; y) 2 
 � R2 ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îáëàñòè 
 . Çàìåòèì, ÷òî ïî ñëîæèâ-
øåéñÿ òðàäèöèè è ôóíêöèþ, è åå çíà÷åíèå îáîçíà÷àþò îäíîé áóêâîé z, ÷òî
÷àñòî ïðèâîäèò ê îøèáêàì. Ïóñòü äàíî âûðàæåíèå G(x; y; z; @z=@x; @z=@y; :::),
çàâèñÿùåå îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà. Âçàèìíî íåïðåðûâíàÿ è âçàèìíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ áèåêöèÿ

R2 � �
f
! 
 ,

(
x = x(u; v);

y = y(u; v)
,

(
u = u(x; y);

v = v(x; y)
(1.16)

çàäàåò çàìåíó ïåðåìåííûõ. (Îáû÷íî ìû çíàåì ïåðâóþ ñèñòåìó ôóíêöèé �
âûðàæåíèå ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç íîâûå.) Òðåáóåòñÿ çàïèñàòü äàííîå âû-
ðàæåíèå G ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå u; v, ôóíêöèþ z = z(u; v) è ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå @z=@u, @z=@v; :::. (Çàìåòèì, ÷òî îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå ôóíêöèé
z(u; v) è z(x; y) îäíîé è òîé æå áóêâîé íåêîððåêòíî � ýòî ðàçíûå ôóíêöèè,
êîòîðûå ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóãó äðóãó

àðãóìåíòàõ (u; v)
f
! (x; y). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî áóêâà z òðàêòóåòñÿ íàìè ÷åòûðüìÿ

ñïîñîáàìè â çàâèñèìîñòè îò îáñòîÿòåëüñòâ!) Ïîíÿòíî, ÷òî â G âìåñòî ñòàðûõ
ïåðåìåííûõ íàäî ïîäñòàâèòü èõ âûðàæåíèÿ èç ( 4.5), îáîçíà÷åíèå z îñòàâëÿåì
áåç èçìåíåíèé, íî ïîíèìàåì êàê ôóíêöèþ z(u; v). Îñòàåòñÿ íàéòè âûðàæåíèÿ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ @z=@x; @z=@y; :::, íî êàê ôóíêöèè íîâûõ ïåðåìåííûõ u; v.
Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

@z
@x

=
@z
@u

�
@u
@x

+
@z
@v

�
@v
@x

;
@z
@y

=
@z
@u

�
@u
@y

+
@z
@v

�
@v
@y

; (1.17)

ãäå ñëåâàz = z(x; y), à ñïðàâà z = z(u; v). ×òîáû íàéòè ïðîèçâîäíûå @u
@x;

@v
@x,

@u
@y;

@v
@y íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì íîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç ñòàðûå, êî-

òîðûå, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû. Îäíàêî � è ýòî ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò â
ïðîöåäóðå çàìåíû! � ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü âûðàæåíèå ñòàðûõ êîîð-
äèíàò ÷åðåç íîâûå, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ïîñëåäíèå âûðàæåíû ÷åðåç ñòàðûå. Ò.å.
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü òîæäåñòâà :

(
x � x(u(x; y); v(x; y)) ;

y = y(u(x; y); v(x; y))
)

8
>>>><

>>>>:

1 = @x
@u � @u

@x + @x
@v � @v

@x;

0 = @x
@u � @u

@y + @x
@v � @v

@y;

0 = @y
@u � @u

@x + @y
@v � @v

@x;

1 = @y
@u � @u

@y + @y
@v � @v

@y:

(1.18)

È åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî â çàïèñè @x
@u â ÷èñëèòåëåx = x(u; v) � ôóíêöèÿ, à â

çíàìåíàòåëå u � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; â çàïèñè @u
@x � íàîáîðîò: â ÷èñëèòå-

ëå u = u(x; y) � ôóíêöèÿ, à â çíàìåíàòåëå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Èç
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ïîëó÷åííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû 4 � 4 âûðàæàåì èñêîìûå ïðîèçâîäíûå:

@u
@x

= g1

�
@x
@u

;
@x
@v

;
@y
@u

;
@y
@u

�
; ::: ;

@v
@y

= g4

�
@x
@u

;
@x
@v

;
@y
@u

;
@y
@u

�
: (1.19)

Çàìå÷àíèå 1.2. Èùà ïðîèçâîäíûå @u
@x;

@v
@x,

@u
@y;

@v
@y, ìû ôàêòè÷åñêè ïîâòî-

ðèëè äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ( 1.5) íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ. Ìîæíî ñðàçó íàéòè ìàòðèöó Df , çàòåì ê íåé îáðàòíóþ (Df ) � 1 =
D(f � 1).

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü íîâûå ïåðåìåííûå � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ò.å. x =
r cos'; y = r sin ' . Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íîâûõ ïåðåìåííûõ r; ' ïî
ñòàðûì ïåðåìåííûì x; y íå âûðàæàÿ íîâûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ñòàðûå. Ðåøèòå
çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè � ÷åðåç ñèñòåìó ( 1.18) è ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû.

Åñëè âûðàæåíèå G ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, òî äèôôåðåíöè-
ðóåì âûðàæåíèÿ ( 1.17) åùå ðàç ïî ñòàðûì ïåðåìåííûì. Ïîÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà @2 u

@x2 ; @2 u
@x@y; ::: ; @2 v

@y2 (âñåãî 6 øòóê). ×òîáû èõ
íàéòè, äèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèÿ ( 1.19) ïî ñòàðûì ïåðåìåííûì. Ïðåäóïðå-
æäàåì, ÷òî îáúåì âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ � òðåáóåòñÿ ðåøèòü
ëèíåéíóþ ñèñòåìó 6 � 6.

Â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ïåðåéòè îò ôóíêöèè z = z(x; y) ê ôóíêöèè w =

w(u; v), âîñïîëüçîâàâøèñü áèåêöèåé R3 � �
f
! 
 � R3 òðåõìåðíûõ îáëàñòåé.

Ýòó áèåêöèþ ìîæíî çàäàòü íåÿâíî ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç òðåõ óðàâíåíèé
Fi (x; y; z; u; v; w) = 0 ( i = 1 ; 2; 3), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå F = ( F1; F2; F3)
óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 1.4, åñëè ñ÷èòàòü çàâèñèìîé õîòü âòîðóþ òðîéêó ïåðå-
ìåííûõ (u; v; w), õîòü ïåðâóþ òðîéêó (x; y; z):

8
><

>:

F1(x; y; z; u; v; w) = 0 ;

F2(x; y; z; u; v; w) = 0 ;

F3(x; y; z; u; v; w) = 0

,

8
><

>:

x = x(u; v; w);

y = y(u; v; w);

z = z(u; v; w)

,

8
><

>:

u = u(x; y; z);

v = v(x; y; z);

w = w(x; y; z):

(1.20)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ z = z(x; y), ïîëó÷àåì cèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé ñ ïÿòüþ
íåèçâåñòíûìè, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà çàäàíèþ íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ:

8
><

>:

F1(x; y; z(x; y); u; v; w) = 0 ;

F2(x; y; z(x; y); u; v; w) = 0 ;

F3(x; y; z(x; y); u; v; w) = 0 :

,

8
><

>:

u = u(x; y);

v = v(x; y);

w = w(x; y):

(1.21)

×òîáû çàïèñàòü âûðàæåíèå G(x; y; z; @z=@x; @z=@y; :::) ÷åðåç íîâûå ïåðåìåí-
íûå u; v; w è ïðîèçâîäíûå @w=@u; @w=@v; :::, âî-ïåðâûõ, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
(1.20) âûðàæàåì ñòàðûå êîîðäèíàòû ÷åðåç íîâûå. Âî-âòîðûõ, òðàêòóÿ ñèñòåìó
óðàâíåíèé ( 1.21) êàê ñèñòåìó òîæäåñòâ

8
><

>:

F1(x; y; z(x; y); u(x; y); v(x; y); w(u(x; y); v(x; y)) � 0;

F2(x; y; z(x; y); u(x; y); v(x; y); w(u(x; y); v(x; y)) � 0;

F3(x; y; z(x; y); u(x; y); v(x; y); w(u(x; y); v(x; y)) � 0;

(1.22)
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è äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî ïåðåìåííûì x è y, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç øåñòè ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé @z

@x;
@z
@y;

@u
@x;

@u
@x;

@v
@x;

@v
@x.

Âûïèøåì îäíî óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïåðâîãî òîæäå-
ñòâà ïî ïåðåìåííîé x:

@F1
@x

+
@F1
@z

@z
@x

+
@F1
@u

@u
@x

+
@F1
@v

@v
@x

+
@F1
@w

�
@w
@u

@u
@x

+
@w
@v

@v
@x

�
= 0 :

Ðåøàåì ñèñòåìó (â îáùåì ñëó÷àå 6� 6) è ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ @z

@x;
@z
@y â G.

Åñëè âûðàæåíèå G ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, òî ïîÿâëÿåòñÿ
åùå äåâÿòü íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé @2 z

@x2 ; @2 z
@x@y; ::: ; @2 v

@y2 , êîòîðûå íàõîäèì, äèô-

ôåðåíöèðóÿ ïî x è ïî y ïîëó÷åííûå ðàíåå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ @z
@x; ::: ; @v

@x.

Çàäà÷à 1.2. Ñäåëàòü çàìåíó â âûðàæåíèè G(x; y; z; @z=@x; @z=@y), ïðèíÿâ
x çà ôóíêöèþ, à y è z çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

1.6. Ãëàäêèå ìíîãîìåðíûå ïîâåðõíîñòè. Â ìíîãîìåðíîé ãåîìåòðèè, â
òåîðèè ýêñòðåìóìîâ, â òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå â ðàçëè÷íûõ ðàçäå-
ëàõ ôèçèêè âîçíèêàþò ïîâåðíîñòè, ðàçìåðíîñòè âûøå äâóõ. Ïîýòîìó ïîëåçíî
èìåòü èõ åäèíîîáðàçíîå îïèñàíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîäìíîæåñòâî S � Rp íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ïðîñòîé
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ â p-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè S ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
îòîáðàæåíèÿ � : Rn � V ! Rp, îáëàäàþùåãî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. n < p ;
2. V � Rn � îáëàñòü;
3. îáðàæåíèå � èíúåêòèâíî, ò.å. 8t1; t2 2 V , t1 6= t2 âåðíî �( t1) 6= �( t2);
4. � 2 C1(V ) è â êàæäîé òî÷êå t 2 V ðàíã ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ìàêñèìàëåí, ò.å. rank (D �( t)) = n.

Îòîáðàæåíèå � íàçûâàþò ïàðàìåòðèçàöèåé ïîâåðõíîñòè, à ïåðåìåííóþ t 2
Rn � ïàðàìåòðîì. �

Îáñóæäåíèå 1.3. Îäíà è òà æå ïîâåðõíîñòü âñåãäà ïàðàìåòðèçîâàíà áåñ-
êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ: åñëè F : Rn � V 0 ! V � áèåêöèÿ êëàññàC1,
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå íåâûðîæäåíà, òî îòîáðàæåíèå

� 0 : V 0 ! Rp; � 0(t0) := �( F (t0))

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé (ñì. ðèñ. 1.5). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òàêèì
îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ âñå ïàðàìåòðèçàöèè äàííîé ïîâåðõíîñòè.

Çàôèêñèðóåì âñå êîîðäèíàòû ïàðàìåòðà t, êðîìå îäíîé t j . Èçìåíÿÿ åå, ïî-
ëó÷èì êðèâóþ 
 j � S, ïðèíàäëåæàùóþ äàííîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ïàðàìåò-
ðèçîâàíà îòîáðàæåíèåì � j (t j ) := �( t0

1; :::; t j ; :::t0
n ). Â ðåçóëüòàòå ïðìîëèíåéíàÿ

êîîðäèíàòíàÿ ñåòü ïðîñòðàíñòâà Rn ïðåîáðàçóåòñÿ â êðèâîëèíåéíóþ êîîð-
äèíàòíóþ ñåòü íà S (ðèñ. 1.5).
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1
t

¶F

¶
n

t

¶F

¶

0
x

Ðèñ. 1.5

x
1

px

x
2

·

·

x
0

x·
v

x

0( , )x xr

0( , )
x

x T Sr

Ðèñ. 1.6

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü �( t0) = x0 2 S � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðîñòîé
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Tx 0 S := Im (D �( t0)) � V p

(ò.å. îáðàç ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ D �( t)) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå x0. �

Îáñóæäåíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî

1. Òðåáîâàíèå ìàêñèìàëüíîñòè ðàíãà ìàòðèöû D�( t0) îçíà÷àåò, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü â êàæäîé òî÷êå èìååò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîé è òîé
æå ðàçìåðíîñòè n.

2. Â ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ óäîáíî îòêëàäûâàòü âåêòîðû v 2 Tx 0 S
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà îò òî÷êè êàñàíèÿ x0. Â òàêîé òðàêòîâêå êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè x 2 S ïîâåðõíîñòè äî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx 0 S
åñòü âåëè÷èíà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ðàññòîÿíèå îò x äî
òî÷êè êàñàíèÿ x0 (ðèñ. 1.6): � (x; Tx 0 S) = o(� (x; x 0)) ïðè x ! x0; x 2 S.

3. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæ-
íûå ýëåìåíòàðíûå ãëàäêèå êðèâûå 
 , êîòîðûå öåëèêîì ïðèíàäëåæàò
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S è ïðîõîäÿò ÷åðåç åå ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x0; òà-
êèå êðèâûå èìåþò ïàðàìåòðèçàöèè (� 1; 1) �! S � Rn , ãäå�(0) = x0 2 S.
Ïðîèíòåðïðåòèðóåì 
 êàê òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
ïî ïîâåðõíîñòè S ÷åðåçx0. Òîãäà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx 0 S åñòü
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñêîðîñòåé v = D �(0) íàçâàííûõ äâèæåíèé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè: Tx 0 S = f vg (ðèñ. 1.6).

Ëåììà 1.1. (î çàäàíèè êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà)

1. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè � ïîâåðõ-
íîñòè.

2. Ñòîëáöû ìàòðèöû

D �( t) =

0

B
@

@� 1 ( t )
@t1

::: @� 1 ( t )
@tn

::: ::: :::
@� p ( t )

@t1
::: @� p ( t )

@tn

1

C
A =

�
@�( t)
@t1

:::
@�( t)
@tn

�
(1.23)

îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; êàæäûé èç ñòîëáöîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé 
 j (ðèñ. 1.5).
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Äîêàçàòåëüñòâî ï. 1. Èç îáñóæäåíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî îáðàçIm (D � 0(t0)) =
Im (D �( t) � DF (t0)) , ãäåt = f (t0). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ DF (t0) íåâûðîæäåíà,
åå îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ âñå ñòðàíñòâî V n . Ïîýòîìó Im (D � 0(t0)) = Im (D �( t) �
DF (t0)) = Im (D �( t)) .

Óòâåðæäåíèå ï. 2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà
ñòîëáöîâ ìàòðèöû, îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëåíèÿ êðè-
âîëèíåéíîé êîîðäèíàòíîé ñåòè. �

Ïðèìåðû 1.1. 1) Ãëàäêàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðî-
ñòðàíñòâå åñòü 1-ìåðíàÿ ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. 2) Ïëîñêîñòü, ýëëèï-
òè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèäû, îäíà èç ïîëîñòåé äâóïîëîñòíîãî ãè-
ïåðáîëîèäà � 2-ìåðíûå ïðîñòûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîäìíîæåñòâî S � Rn íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòüþ â p-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè S ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿn-ìåðíîé
ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ò.å. ó êàæäîé òî÷êè x 2 S èìååòñÿ îêðåñò-
íîñòü, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ S ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ. �

Ïðèìåðû 1.2. 1) Ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü àâòîìàòè÷åñêè ãëàäêàÿ ïî-
âåðõíîñòü. 2) Çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ. 3) Ñôåðà, îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáî-
ëîèä, òîð � 2-ìåðíûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 1.3. Ïðèäóìàéòå äâóìåðíóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ òîïî-
ëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíà ïðèâåäåííûì ïðèìåðàì, ò.å. íå ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíîé â îáå ñòîðîíû áèåêöèè ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè.

Ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðèçàöèè äëÿ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè, âî-ïåðâûõ, íå âñåãäà
âîçìîæíî; òàê, ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, çàäàòü öå-
ëèêîì îäíîé ïàðàìåòðèçàöèåé íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ. Âî âòîðûõ, ïîëü-
çîâàòüñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé íåóäîáíî èç-çà åå àíàëèòè÷åñêîé ãðîìîçäêîñòè. Ñó-
ùåñòâóåò äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü S � Rp � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü íåêîòîðîé ðàçìåð-
íîñòè n. Åñëè îòîáðàæåíèå F : Rp � U ! Rm òàêîå, ÷òî S = f x 2 U : F (x) =
Oy g, òî ãîâîðÿò î íåÿâíîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè S. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïîâåðõíîñòü S = F � 1(Oy ) åñòü ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè Oy . �

Àíàëèòè÷åñêè ïðèìåíåíèå íåÿâíîãî ñïîñîáà ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ìíî-
æåñòâà âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìûFi (x1; :::; xp) = 0 (i = 1 ; :::; m) èç m óðàâíåíèé
ñ p íåèçâåñòíûìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì äîëæíî áûòü îòîáðàæåíèå F ,
÷òîáû îíî ïîðîæäàëî ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, è êàêîé ðàçìåðíîñòè áóäåò ýòà
ïîâåðõíîñòü?

Òåîðåìà 1.5. (î íåÿâíîì çàäàíèè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè) Ïóñòü m; p 2 N
è m < p , U � Rp � îáëàñòü, îòîáðàæåíèå F : U ! Rm ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó ãëàäêîñòè C1(U) è â êàæäîé òî÷êå x 2 F � 1(Oy ) ðàíã ìàòðèöû ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ìàêñèìàëåí (ò.å. rank (DF (x)) = m). Òîãäà:

1. S = F � 1(Oy ) åñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè n = p � m;
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2. êàñàòåëüíîå ïðîñòàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå x çàäàåòñÿ ëèíåé-
íûì âåêòîðíûì óðàâíåíèåì

Tx S = f v 2 V p : DF (x)v = 0g = ( DF (x)) � 1(0): (1.24)

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå Fi (x1; :::; xp) =
0 �çàáèðàåò� îäíó ðàçìåðíîñòü â ïðîîáðàçå F � 1(Oy ).

Çàäà÷à 1.4. Ñêîëüêî íåèçâåñòíûõ è ñêîëüêî óðàâíåíèé äîëæíà ñîäåðæàòü
ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 1.5, ÷òîáû çàäàòü ëèíèþ â ãåî-
ìåòðè÷åñêîì (ò.å. òðåõìåðíîì) ïðîñòðàíñòâå?

Äîêàçàòåëüñòâî . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x � 2 S. Ïîñêîëüêó
rankDF (x � ) = m, ìàòðèöà DF (x � ) ñîäåðæèò íàáîð (íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåí-
íûé) èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíèå m ñòîëáöîâ @F(x � )=@xp� m +1 ; :::; @F(x � )=@xp ëèíåéíî
íåçàâèñèìû (èíà÷å ïåðåíóìåðóåì ïåðåìåííûå x i ). Ïåðåîáîçíà÷èì ïåðåìåííûå
x i , ãäåi = p� m+1 ; :::; p, â yi ; äëÿ ïåðåìåííûõ ñ íîìåðàìè i = 1 ; :::; p� m îñòàâèì
ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå. Â ðåçóëüòàòå äàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷èò ïðåäñòàâëå-
íèå â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîñòðàíñòâ ( Rp = Rn � Rm ), à äàííîå
îòîáðàæåíèå F : Rn � Rm � U ! Rm óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû
1.4 î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè. Â ñèëó ï. 4 òåîðåìû 1.4, ìíîæåñòâî S â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè X � Y òî÷êè (x0; y0) := x � ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåÿâíîãî
îòîáðàæåíèÿ f : X ! Y . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Gr (f ) : X ! X � Y � Rp; Gr (f )(x) := ( x; f (x)) ;

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå x ñîîòâåòñòâóþùóþ åé òî÷êó íà ãðàôèêå îòîá-
ðàæåíèÿ f (ðèñ. 1.7). Îòîáðàæåíèå Gr (f ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì,
ïåðå÷èñëåííûì â îïðåäåëåíèè 1.1. Â ñàìîì äåëå, 1) n = p � m < p ïî-
ñêîëüêó m 2 N; 2) X � îáëàñòü (â ñèëó òåîðåìû 1.4); 3) åñëè x1 6= x2, òî
GR(f )(x1) = ( x1; f (x1)) 6= ( x2; f (x2)) = GR(f )(x2); 4) ãëàäêîñòü Gr (f ) ñëåäóåò
èç ãëàäêîñòè f , à rankD (Gr (f ))( x0; y0) = n ïîñêîëüêó ìàòðèöà ïðîèçâîäíîé
èìååò áëî÷íûé âèä D(Gr (f ))( x0; y0) = ( idx jD y (Gr (f ))( x0; y0)) . Çíà÷èò, ãðàôèê
îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

1( )
y

S F O
-

=

Ðèñ. 1.7

0
x

0

*

x
T S

0
x

0
x

0
x

0

*

x
T S

1
V

1
V

2
V

2
V

@

@

@

@

Ðèñ. 1.8

Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå (x; y) =
(x; f (x)) åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ v = ( �; � ) 2 V n � V m , îïðåäåëÿåìîå
òàê:

T(x;y ) S = f (�; � ) 2 V n � V m : � 2 V n ; � = Df (x)� g:
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Íî ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ( 1.11). Ïîýòîìó

T(x;y ) S = f (�; � ) 2 V n � V m : � = � (D y F (x; f (x))) � 1 � D x F (x; f (x)) � g =

= f (�; � ) : D y F (x; y)� + D x F (x; y)� = 0g = f v = ( �; � ) : DF (x; y)v = 0g: �

Çàìå÷àíèå 1.4. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.5 ìû çàäàëè ïîâåðõíîñòü êàê
ãðàôèê ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ
ÿâíûì . ßâíûé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî. Íî îí
óäîáíåå åãî, ïîñêîëüêó íå èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå-ïàðàìåòðû:
ïåðåìåííûå x1; :::; xn îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è ïàðàìåòðàìè, è ïåðâûìè êîîð-
äèíàòàìè òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 1.5. Äàéòå ïàðàìåòðè÷åñêîå, íåÿâíîå è ÿâíîå çàäàíèÿ îêðóæíîñòè,
äâóìåðíîé ñôåðû è èõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, ðàíã ìàòðèöû ðàâåí êîëè÷åñòâó
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê. Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5 rank (DF (x))
ìàêñèìàëåí, òî âñå ñòðîêè ìàòðèöû DF (x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî òðàíñïà-
íèðîâàííàÿ i -ÿ ñòðîêà åñòü âåêòîð ãðàäèåíòà ôóíêöèè Fi (x). Ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè ðàíãà ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêè
ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè m ãðàäèåíòîâ gradFi (x) = ( DF i (x))T .

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ëèíåéíóþ m-ìåðíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ (DF i (x))T (i =
1; : : : ; m) íàçûâàþò íîðìàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Nx S ê ïîâåðõíîñòè S
â òî÷êå x 2 S.

Ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.2. (î äâóõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè) Ïóñòü îäíà è òà
æå ïîâåðõíîñòü S ïàðàìåòðèçîâàíà îòîáðàæåíèåì �( t) = x 2 S � Rn + m

(t 2 V � Rn ) è çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x) = Oy 2 Rm . Òîãäà:

1. 8t 2 V ,! F (�( t)) � Oy .
2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx S ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì

ê íîðìàëüíîìó ïîäïðîñòàíñòâó Nx S:
1) â êàæäîé òî÷êå x = �( t) ñïðàâåäëèâûm�n óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè:

�
(DF j (x))T ;

@�( t)
@ti

�
= 0 8i = 1 ; :::; n; 8j = 1 ; :::; m;

2) V n + m = Tx S � Nx S.

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî ïðèíàäëåæíîñòè �( V ) �
S îáðàçà �( V ) ïîâåðõíîñòè S ïðè óñëîâèè, ÷òî S = f x : F (x) = 0 y g. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ òîæäåñòâî F (�( t)) � Oy , ïîëó÷àåì

DF (x) � D �( t) = � ,

0

B
@

@F1 (x )
@x1

::: @F1 (x )
@xp

::: ::: :::
@Fm (x )

@x1
::: @Fm (x )

@xp

1

C
A �

0

B
@

@� 1 ( t )
@t1

::: @� 1 ( t )
@tn

::: ::: :::
@� p ( t )

@t1
::: @rp ( t )

@tn

1

C
A = � ;
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ãäå x = �( t), à � � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì m � n. Ïîïàðíàÿ îðòîãî-
íàëüíîñòü äîêàçàíà. (Íà ðèñ. 1.8 ïîêàçàíû äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ ðàçìåð-
íîñòåé êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.) Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx S èìååò ðàç-
ìåðíîñòü n, à íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Nx S � m-ìåðíî, èõ ïðÿìàÿ ñóììà îá-
ðàçóåòn+ m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. âñå ïðîñòðàíñòâî. Çíà÷èò, Tx S ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê Nx S. �
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Ÿ 2. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-
åò â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, â óðàâíåíèÿõ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ìíîãî÷èñëåííûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ (êîòîðûå
îñíîâàíû íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå), â ýêîíîìèêå.

2.1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
È íàä âåðøèíàìè Êàâêàçà
Èçãíàííèê ðàÿ ïðîëåòàë
Ì.Þ. Ëåðìîíòîâ. Äåìîí

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn � U ! R çàäàíà íà íåêîòîðîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Òî÷êà x0 2 U íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî (íåñòðîãîãî)
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà ), åñëè â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé øàðîâîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè f (x) < f (x0) (6 ; > > ). Òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
èëè ìèíèìóìà íàçûâàþò òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. �

Íà ðèñ. 2.1 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè z = sin y2 cosx, à íà ðèñ. 2.2 � ëèíèè
óðîâíåé ýòîé ôóíêöèè.

Ðèñ. 2.1

Ðèñ. 2.2

Òåîðåìà 2.1. (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà) Åñëè â òî÷-
êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà x0 ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà, òî âåêòîð ïðîèç-
âîäíîé (ãðàäèåíò) â ýòîé òî÷êå îáíóëÿåòñÿ, ò.å. îáíóëÿþòñÿ âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå:

f 0(x0) =
�

@f(x0)
@x1

; ::: ;
@f(x0)

@xn

� T

= 0 ,
@f(x0)

@x1
= 0 ; ::: ;

@f(x0)
@xn

= 0 : (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî . Åñëè x0 = ( x0
1; :::; x0

n ) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f , òî ÷èñëî x0

i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
f i (x i ) := f (x0

1; :::; x0
i � 1; x i ; x0

i +1 ; :::; x0
n ) ÷èñëîâîãî ïåðåìåííîãî x i . Â ñèëó òåî-

ðåìû Ôåðìà 0 = ( f i )0(x0
i ) = @f(x0)=@xi . �
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Ðåøåíèÿ ñèñòåìû ( 2.1) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîäîçðèòåëüíûìè íà ýêñòðåìóì.
Èõ íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûìè . Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò êâàä-
ðàòíûé âèä � ñîñòîèò èç n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Â �òèïè÷íîì� ñëó÷àå
òàêàÿ ñèñòåìà èìååò èçîëèðîâàííûå ðåøåíèÿ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî,
÷òî ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îãðàíè÷åíî, òîãäà èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî.
Óñëîâèå (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Òàê, ôóíêöèÿ y = x3 èìååò ñòàöèî-
íàðíóþ òî÷êó x = 0 , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Çàäà÷à 2.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ îáëà-
äàåò ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ îáîçðèìûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâî-
âàíèÿ ýêñòðåìóìà Ïóñòü ôóíêöèÿ f 2 C2(U) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ñòàöè-
îíàðíîé òî÷êè x0. Êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé Òåéëîðà f (x) � f (x0) = df (x0; � x) + 1

2 d2f (x0; � x) + o(j� xj2), ãäå
� x = x � x0 (x 2 U). Íàïîìíèì (ñì. ï. 1.5.3), ÷òî:

1) äèôôåðåíöèàë âòîðîãîãî ïîðÿäêà d2f = d2f (x; dx) åñòü ôóíêöèÿ 2n ïå-
ðåìåííûõ (x; dx) = ( x1; :::; xn ; dx1; :::; dxn ) (dx 2 V n );

2) d2f (x; dx) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà dx ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ïî-
ðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:

d2f (x; dx) = dxT

0

B
@

@2 f (x )
@x21

: : : @2 f (x )
@x1 @xn

::: ::: :::
@2 f (x )
@xn @x1

: : : @2 f (x )
@x2n

1

C
A dx =

nX

i;j =1

@2f (x)
@xi @xj

dxi dxj : (2.2)

Ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D 2f (x). Â ñèëó (2.1), â
òî÷êå x0 ïåðâûé äèôôåðåíöèàë df (x0; dx) � 0 ïî ïåðåìåííîé dx. Ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå Òåéëîðà:

f (x) � f (x0) =
1
2

d2f (x0; � x) + o(j� xj2) ïðè � x ! 0: (2.3)

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà K (w) íàçûâàåòñÿ

1. ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé , åñëèK (w) > 0 äëÿ âñåõw 6= 0;
2. îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé , åñëèK (w) < 0 äëÿ âñåõw 6= 0;
3. çíàêîíåîïðåäåëåííîé , åñëè ñóùåñòâóþòw1; w2 òàêèå, ÷òî K (w1) > 0,

K (w2) < 0;
4. ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) ïîëóîïðåäåëåííîé , åñëè îíà íå ïðèíè-

ìàåò îòðèöàòåëüíûõ (ïîëîæèòåëüíûõ) çíà÷åíèé è ñóùåñòâóåò w 6= 0 , ÷òî
K (w) = 0 .

Çíàêîîïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðîâåðÿþò ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ
Ñèëüâåñòðà. Èññëåäóÿ ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ( 2.3), ìû ðàññ÷èòû-
âàåì íà òî, ÷òî â íåì âåäóùóþ ðîëü èãðàåò èìåííî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, à
íå îñòàòî÷íûé ÷ëåí, èìåþùèé áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Èìåííî òàê è
ïðîèñõîäèò â óñòîé÷èâîì ñëó÷àå:

Òåîðåìà 2.2. (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà) Ïóñòü x0 � ñòàöèîíàð-
íàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , è f 2 C2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òîãäà:
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1. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f (x0; dx) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f ;

2. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f (x0; dx) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f ;

3. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f (x0; dx) çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, òî x0 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ;

4. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f (x0; dx) ÿâëÿåòñÿ èëè ïîëîæèòåëüíî, èëè
îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, òî x0 ìîæåò áûòü òî÷êîé ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà (êàê ñòðîãîãî, òàê è íåñòðîãîãî), à ìîæåò è íå áûòü
òàêîâîé.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ñëó÷àè 1-3 óñòîé÷èâûå, ò.å. ìàëîå èçìåíåíèå âòîðîãî äèô-
ôåðåíöèàëà íå ìåíÿåò òèï òî÷êè x0.

Ïðèìåðû 2.1. Ïðèìåðàìè ñëó÷àåâ 1-4 äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ â òî÷-
êå O(0; 0) ÿâëÿþòñÿ: 1) z = x2 + y2, 2) z = � x2 � y2, 3) z = x2 � y2, 4) z = x2 + y4

� òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà, z = x2 � òî÷êà íåñòðîãîãî ìèíèìóìà, z = x2 � x4

� ýêñòðåìóì îòñóòñòâóåò. Ñì. ðèñ. 2.3 - 2.8

Ðèñ. 2.3 Ðèñ. 2.4 Ðèñ. 2.5

Ðèñ. 2.6 Ðèñ. 2.7 Ðèñ. 2.8
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Äîêàçàòåëüñòâî . Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî òî÷êè x0 áûòü ýêñ-
òðåìàëüíîé äëÿ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
A : V n ! V n îðòîãîíàëüíîå ïðîåîáðàçîâàíèå (ñîõðàíÿþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå), òî ôíêöèè f (x) è g(y) := f (Ay + x0) â òî÷êàõ x0 = A(0) + x0 è y0 = 0
èìåþò îäíè è òå æå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà. Â ñèëó ëèíåéíîñòè A, ïåðâûé
äèôôåðåíöèàë d(Ay + x0) = A(dy). Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå â òî÷êå 0 âòîðîé
äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè g èìååò âèä

d2g(0; dy) = d(dg(y; dy)) jy=0 = d(grad f (Ay + x0)j; A(dy)) y=0 =

(D 2f (Ay + x0)jy= 0 � A(dy); A(dy)) = ( A(dy))T � D 2f (x0) � (A(dy)) =

= dyT (AT � D 2f (x0) � A) dy:

Ñðàâíèâàÿ ñ (2.2), ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà D 2f (x0) âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â
ðåçóëüòàòå ëèíåéíîé çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çà-
êîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Çíà÷èò, cóùåñòâóåò òà-
êîå ïðåîáðàçîâàíèå A, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2g(0; dy) ïðèîáðåòàåò êàíî-
íè÷åñêèé äèàãîíàëüíûé âèä

P n
i =1 � i dy2

i ; ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
� i = @2g(0)=@y2i . Ïîñëå ëèíåéíîé çàìåíû x = Ay + x0 îñòàòî÷íûé ÷ëåí â
ôîðìóëå Òåéëîðà ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê ìàëîñòè, ò.å. o(jdyj2) (äîêàæèòå). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ñ÷èòàåì, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
óæå êàíîíè÷åñêàÿ è x0 = 0 . Òîãäà

� f (x) =
1
2

(� 1(x (1) )2 + :::+ � k (x (k ) )2 + � k+1 (x (k+1) )2 + :::+ � k+ l (x (k+ l ) )2)+ o(jxj2);

ãäå� 1; :::; � k > 0, � k+1 ; :::; � k+ l < 0, k + l 6 n.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è ò. ò., êîãäà âñå � i >

0 (i = 1 ; :::; n). Ïóñòü � = min f � 1; :::; � n g > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ìàëîå
" > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 6= 0 ^ j xj < " âåðíî:

f (x) >
1
2

n� jxj2 + o(jxj2) = jxj2
�

1
2

n� +
o(jxj2)

jxj2

�
>

n�
4

jxj2 > 0:

Ïåðâûé ïóíêò äîêàçàí. Âòîðîé ïóíêò ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó çàìåíîé ôóíêöèè f
íà ôóíêöèþ � f .

Çíàêîíåîïðåäåëåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë � i èìåþòñÿ õîòÿ áû äâà
÷èñëà ðàçíûõ çíàêîâ: ïóñòü � 1 > 0; � 2 < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò" > 0, ÷òî

f (x (1) ; 0; :::; 0) =
1
2

� 1(x (1) )2 + o((x (1) )2) > 0 ïðè 0 < jx (1) j < ";

f (0; x (2) ; 0; :::; 0) =
1
2

� 2(x (2) )2 + o((x (2) )2) < 0 ïðè 0 < jx (2) j < ":

Ïóíêò 3 äîêàçàí.
Îòñóòñòâèå çíàêîîïðåäåëåííîñòè è çíàêîíåîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû îçíà÷àåò, ÷òî òå ÷èñëà � i , êîòîðûå îòëè÷íû îò íóëÿ, îäíîãî çíàêà, íî èõ
êîëè÷åñòâî ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì n. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ âîçüìåì äâå ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò âòîðûå äèôôåðåíöèàëû:

f 1(x; y) = x2 + y4; f 2(x; y) = x2 � y4:
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Äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà, à äëÿ
âòîðîé îíà æå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà (îáîñíóéòå). Çàìåòèì, ÷òî ãðà-
ôèêè 2.6, 2.8 ôóíêöèé f 1; f 2 âèçóàëüíî àíàëîãè÷íû ãðàôèêàì 2.3 è 2.5 ñîîò-
âåòñòâåííî. �

2.2. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Îáû÷íî íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ñâÿ-
çàíî äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè.

Íà áåçðûáüå è ðàê ðûáà.
Íà áåçëþäüå è Ôîìà äâîðÿíèí.
Ïîñëîâèöû

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü â îáëàñòè U � Rp çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f è
îòîáðàæåíèå F : U ! Rm ; F (x) = ( F1(x); :::; Fm (x)) (m < p ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S := f x 2 U : F (x) = Oy g � U ïîäìíîæåñòâî, çàäàííîå íåÿâíî îòîáðàæåíèåì
F . Òî÷êà x0 2 S íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå S, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòüB " (x0),

÷òî â ïåðåñå÷åíèè 8x 2
�
B " (x0) \ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: f (x) > f (x0)

(> ; <; 6 ). Â îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òî÷êó ýêñòðåìóìà íàçûâàþò
áåçóñëîâíîé . �

Ìíîæåñòâî S çàäàåòñÿ ñèñòåìîé Fi (x1; :::; xp) = 0 èç m óðàâíåíèé ñ p íåèç-
âåñòíûìè, ïðè÷åì m < p . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ðàçðåøèìà îòíîñè-
òåëüíî m ïåðåìåííûõ, ò.å. òî÷êà x ïðåäñòàâèìà â âèäå ïàðû x = ( z; y) (ãäå
y 2 Rm ; z 2 Rp� m ), äëÿ êîòîðîé óñëîâèå F (z; y) = Oy ðàâíîñèëüíî ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòè y = H (z). (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè y = H (z) ñôîðìóëèðîâàíû â òåîðåìàõ 1.4 è 1.5.) Â
ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îòûñ-
êàíèÿ áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ef (z) := f (z; H (z)) . Óêàçàííûé ìåòîä
íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì . Àíàëèòè÷åñêîå îñóùåñòâëåíèå ïðÿìîãî ìåòîäà êàê ïðà-
âèëî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5, îïèðàÿñü
òîëüêî ëèøü íà ñóùåñòâîâàíèå çàâèñèìîñòè y = H (z), ñ ïîìîùüþ êîñâåííûõ
ìåòîäîâ óäàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ ìîãóò ïîâëèÿòü íà ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè? ßñíî, ÷òî åñëè
òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áåçóñëîâíîãî ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà, òî ïðè ëþáûõ
äîïîíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îíà îñòàíåòñÿ òàêîâîé. Åñëè x0 � òî÷êà áåçóñëîâíîãî
íåñòðîãîãî ýêñòðåìóìà, òî îíà îñòàíåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà òîãî æå òèïà;
âîçìîæíî, íåñòðîãîãî, âîçìîæíî � ñòðîãîãî (ïðèâåäèòå ïðèìåðû îáîèõ ñëó-
÷àåâ). Åñëè æåx0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà äàííîé ôóíêöèè f (x), òî
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ëþáîé ñèòóàöèè.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ f (x; y) = y + 2 .
Î÷åâèäíî, ó äàííîé ôóíêöèè íåò äàæå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Óñëîâèå ñâÿçè
x2 + y2 � 1 = 0 çàäàåò íà ïëîñêîñòè åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S. Ñóæåííàÿ íà S
ôóíêöèÿ f jS èìååò ìàêñèìóì è ìèíèìóì â òî÷êàõ (0; � 1) ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.
2.9).
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Îáñóæäåíèå 2.1. (ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñ-
òðåìóì) Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x; y) îïðåäåëåíà íà ïëîñêîé îáëàñòè, à äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå çàäàíî óðàâíåíèåì F (x; y) = 0 , óäîâëåòâîðÿþùèì òåîðåìå
1.5. Çíà÷èò, ðå÷ü èäåò î çàäà÷å íà ýêñòðåìóì íà êðèâîé S = f F (x; y) = 0 g
(ðèñ. 2.10). Ïóñòü â òî÷êå (x1; y1) 2 S ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ f � 1(c1) = f (x; y) :
f (x; y) = f (x1; y1) = c1g ãåîìåòðè÷åñêè ïåðåñåêàåò S, ò.å. êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ
T(x 1 ;y 1 ) S ïåðåñåêàåò êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ T(x 1 ;y 1 ) f � 1(c1). Òîãäà äëÿ âñåõ äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ " > 0 ëèíèè óðîâíåé f � 1(c1 � " ) ãåîìåòðè÷åñêè ïåðåñåêàþò S.
Ñëåäîâàòåëüíî, (x1; y1) ÍÅ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Åñëè æå
ëèíèÿ óðîâíÿ f � 1(c0) êàñàåòñÿ S â (x0; y0), òî òî÷êà (x0; y0) ìîæåò îêàçàòüñÿ
òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Íà ðèñ. 2.10 (x0; y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè f , à òî÷êà (x2; y2) � ÍÅ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêòðåìóìà. Çàìå-
òèì, ÷òî â òî÷êå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà âûïîëíåíî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè :
grad f (x0; y0) ? T(x 0 ;y 0 ) S. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå, ëåæàùåå â
îñíîâå òåîðèè Ëàãðàíæà îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå.

2.3. Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Âñþäó íèæå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

1. ôóíêöèÿ f è îòîáðàæåíèå F ïðèíàäëåæàò êëàññó ãëàäêîñòèC1(U);
2. â êàæäîé òî÷êå x 2 S ðàíã ìàòðèöû DF (x) ìàêñèìàëåí, ò.å. ðàâåí m.

Èç óñëîâèÿ 2, â ñèëó òåîðåìû 1.5, ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçìåðíîñòè n = p � m, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå
x 2 S çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ( 1.24)

Tx S = f � 2 Rp : ((DF 1(x))T ; � ) = 0 ; ::: ; ((DF m (x))T ; � ) = 0 g;

à ñèñòåìà âåêòîðîâ f (DF 1(x))T ; :::; (DF m (x))T g âëÿåòñÿ áàçèñîì â îðòîãîíàëü-
íîì äîïîëíåíèè Nx S ê Tx S (ñì. ñëåäñòâèå1.2).

Â ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèè f è îòîáðàæåíèè F ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 2.3. (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà) Ïóñòü x0 �
òî÷êà ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà è f (x0) = c0, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå ðàâíîñèëüíûå ìåæäó ñîáîé óòâåðæäåíèÿ:

1. grad f (x0) ? Tx 0 S ,
2. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð � = ( � 1; :::; � m ) èç m ÷èñåë, äëÿ êîòî-

ðîãî Df (x0) = � 1DF 1(x0) + ::: + � m DF m (x0).

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ïóñòü
� : V ! Rp � ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè S â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 2 S. Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ

ef : V ! R; ef (t) := f (�( t)) : (2.4)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî çàäà÷à f (x) ! extremum ïðè óñëîâèè F (x) = Oy ðàâíî-
ñèëüíà áåçóñëîâíîé çàäà÷å ef ! extremum . Òî÷íåå, òî÷êà x0 = �( t0) ÿâëÿåòñÿ
äëÿ ôóíêöèè f òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ëþáîãî èç óêàçàííûõ
òèïîâ òîãäà è ò. ò., êîãäà òî÷êà t0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè ef òî÷êîé ëîêàëüíîãî
áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà òîãî æå òèïà. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî îáñòîÿ-
òåëüñòâà, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ � ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â îáå ñòîðîíû áèåêöè-
åé ìåæäó íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ V" (x0) := B " (x0) \ S òî÷êè x0 è íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòüþ W (t0; " ) = � � 1(V" (x0)) òî÷êè t0.

Òåïåðü, åñëèx0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, òî äëÿ ñëîæíîé
ãëàäêîé ôóíêöèè ef = f (�( t)) òî÷êà t0 ñòàöèîíàðíàÿ:

8j 2 f 1; :::; ng ,!
@ef (t0)

@tj
= 0 , Df (�( t0)) �

@�( t0)
@tj

= 0 ,

((Df (x0))T ;
@�( t0)

@tj
) = 0 :

Èç (1.23) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð (Df (x0))T = grad f (x0) îðòîãîíàëåí êàæäîìó
áàçèñíîìó âåêòîðó êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx 0 S, ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå
óòâåðæäåíèå.

Èç ñëåäñòâèÿ1.2 âûòåêàåò, ÷òî: 1) óòâåðæäåíèå ï. 1 ðàâíîñèëüíî ïðè-
íàäëåæíîñòè (Df (x0))T 2 Nx 0 S; 2) âåêòîð (Df (x0))T åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñóf (DF 1(x0))T ; ::: ; (DF m (x0))T g. �

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå grad f (x0) ? Tx 0 S ðàâíîñèëüíî óñëî-
âèþ ïðèíàäëåæíîñòè Tx 0 S � Tx 0 f � 1(c0), ãäåc0 = f (x0).

Èç òåîðåìû 2.3 ñðàçó âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1. (î òî÷êàõ, ïîäîçðèòåëüíûõ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì) Òî÷-
êà x = ( x1; :::; xp) 2 S ìîæåò îêàçàòüñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè f òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åå p êîîðäèíàò è åùå m ÷èñåë(� 1; :::; � m )
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èç p + m óðàâíåíèé

(
@f(x )
@xj

= � 1
@F1 (x )

@xj
+ ::: + � m

@Fm (x )
@xj

(j = 1 ; :::; p);

Fi (x) = 0 ( i = 1 ; :::; m) :
(2.5)

Ïåðâûå p óðàâíåíèé åñòü ïîêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ï. 2 òåîðåìû 2.3. Îñòàëü-
íûå m óðàâíåíèé åñòü óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè x 2 S.
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Çàìå÷àíèå 2.2. Ñîâïàäåíèå êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé è êîëè÷åñòâà íåèçâåñò-
íûõ â ñèñòåìå ( 2.5) îçíà÷àåò, ÷òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è èñ÷åðïàíû.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ2.1óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà , çàâèñÿùåé îò p + m ïåðåìåííûõ:

L : U � Rm ! R; L (x; �) := f (x) � � 1F1(x) � ::: � � m Fm (x):

(Ôóíêöèÿ L ïîíàäîáèòüñÿ íàì è äëÿ ôîðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ
óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.)

Ëåììà 2.1. (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê óñëîâíîãî ýåñòðåìóìà â òåðìèíàõ ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà) Åñëè òî÷êà x 2 S ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè f , òî ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé íàþáîð � , äëÿ êîòîðîãî x
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

x � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ) gradx L(x; �) = 0 ^ F (x) = Oy :

Äîêàçàòåëüñòâî . Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

@L
@xj

=
@f(x)
@xj

� � 1
@F1(x)

@xj
� ::: � � m

@Fm (x)
@xj

; j = 1 ; :::; p: �

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, óæå-
ñòî÷èì òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ôóíêöèè f è îòîáðàæåíèÿ F : f; F 2 C2(U).
Ïóñòü òî÷êà x 2 S è íàáîð � ôèêñèðîâàíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d2L T (x; �; � )
ñóæåíèå âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà d2L(x; �; dx) ïî ïåðåìåííîé x íà êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî Tx S, ò.å. d2L T (x; �; � ) = d2L(x; �; � ) ïðè óñëîâèè � 2 Tx S.

Òåîðåìà 2.4. (äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà) Ïóñòü
f; F 2 C2(U). Ïóñòü ïàðà (x0; � 0) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ( 2.5). Òîãäà:

1. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2L T (x0; � ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (ò.å.
8� 2 Tx 0 S n f 0g ,! d2L T (x0; � 0; � ) > 0), òî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî
óñëîâíîãî ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f ;

2. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2L T (x0; � 0; � ) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (ò.å.
8� 2 Tx 0 S n f 0g ,! d2L T (x0; � 0; � ) < 0), òî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî
óñëîâíîãî ñòðîãîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f ;

3. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2L T (x0; � 0; � ) çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ (ò.å.
9 � 1; � 2 2 Tx 0 S, ÷òî d2L T (x0; � 0; � 1) > 0 ^ d2L T (x0; � 0; � 2) < 0), òî x0

íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ;
4. åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2L T (x0; � 0; � ) ÿâëÿåòñÿ èëè ïîëîæèòåëü-

íî, èëè îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, òî x0 ìîæåò áûòü òî÷êîé
ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (êàê ñòðîãîãî, òàê è íåñòðîãîãî), à
ìîæåò è íå áûòü òàêîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî . Êàê áûëî ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3, ýêñòðå-
ìàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè f (x) íà S è ôóíêöèè ef (t) ñîâïàäàþò â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê x0 è t0 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ( 2.4)). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîë-
íåíèå òðåáîâàíèé òåîðåìû 2.2 äëÿ ôóíêöèè ef (t) â òî÷êå t0. Åñëè ìû äîêàæåì,
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÷òî íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx 0 S âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2L T (x0; � 0; � )
ñîâïàäàåò ñî âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì d2 ef (t0; dt), òî òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.
Óòî÷íèì, êàê ñëåäóåò ïîíèìàòü íàçâàííîå ñîâïàäåíèå. Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå D �( t0) ïîðîæäàåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx 0 S è ÿâëÿåòñÿáè-
åêöèåé íà Tx 0 S, òî ëþáîé âåêòîð � 2 Tx 0 S åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòà-
âèì â âèäå � = D �( t0)dt, ãäå dt 2 V n . Ñîâïàäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ñëåäóåò
ïîíèìàòü òàê:

8dt 2 V n ,! d2L T (x0; � 0; D �( t0)dt) = d2 ef (t0; dt): (2.6)

Ýòî òîæäåñòâî ïî dt íàì íóæíî äîêàçàòü.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó òîæäåñòâà F (�( t)) � Oy (ï. 1 ñëåäñòâèÿ 1.2),

L (�( t); � 0) = f (�( t)) �
mX

i =1

� 0
i Fi (�( t)) = f (�( t)) � 0 = ef (t):

Ïîýòîìó ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

d ef = d(L (�( t); � 0)) = ( gradx L(�( t); � 0); d�( t)) :

Ïî îïðåäåëåíèþ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà:

d2 ef (t; dt ) = d(gradx L(�( t); � 0); d�( t)) =

(d(gradx L(�( t); � 0)) ; D �( t)dt) + ( gradx L(�( t); � 0); d(D �( t))dt =

(D 2L(�( t); � 0) � D �( t)dt; D �( t)dt) + ( gradx L(�( t); � 0); d(D �( t))dt):

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà çíà÷åíèå t0. Òî-
ãäà, â ñèëó (2.5), ãðàäèåíò gradx L(�( t0); � 0) = gradx L(x0; � 0) = 0. Ïîýòîìó

d2 ef (t0; dt) = ( D 2L(�( t0); � 0) � D �( t0)dt; D �( t0)dt) = d2L(x0; � 0; D �( t0)dt):

Ïîñêîëüêó D �( t0)dt 2 Tx 0 S, òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, d2L(x0; � 0; D �( t0)dt) =
d2L T (x0; � 0; D �( t0)dt). Çíà÷èò, òîæäåñòâî (2.6) äîêàçàíî. �

Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì ïîýòàïíî ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ òî÷åê óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà è âûÿñíåíèÿ èõ òèïà.

1) Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.5), íàõîäÿò âñå ïàðû (x0; � 0) 2 S � Rm , ãäå òî÷êà x0 2 S
� ïîäîçðèòåëüíàÿ íà ýêñòðåìóì.

2) Íàõîäÿò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx 0 S: ðåøàþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé DF i (x0)dx = 0 (i = 1 ; : : : ; m) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ äèôôåðåí-
öèàëîâ (dx1; : : : ; dxp) = dx è âûðàæàþò m çàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëîâ ÷åðåç
n = p � m íåçàâèñèìûõ (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íåçàâèñèìû äèôôåðåíöè-
àëû dx1; : : : ; dxn ).

3) Íàõîäÿò âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2L(x0; � 0; dx) ôóíêöèè Ëàãðàíæà â âèäå
ñóììû

P p
i;j =1 (@2L(x0; � 0)=@xi @xj )dxi dxj .

4) Â ïîëó÷åííûé âòîðîé äèôôåðåíöèàë ïîäñòàâëÿþò âûðàæåíèÿ çàâèñèìûx
äèôôåðåíöèàëîâ dxn +1 ; : : : ; dxp ÷åðåç íåçàâèñèìûå � ïîëó÷àþò n-ìåðíóþ êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó

P n
i;j =1 ai;j dxi dxj .

5) Âûïèñûâàþò ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó n � n ïîëó÷åííîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû è èññëåäóþò åå íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ñèëüâå-
ñòðà.
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Çàìå÷àíèå 2.3. Ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé F (x) = Oy ðàçðåøèòü êàê
íåÿâíîå îòîáðàæåíèå êàê ïðàâèëî íå óäàåòñÿ. Íî ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó
DF (x0)dx = 0 ðåøèòü îòíîñèòåëüíî çàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëîâ ìîæíî âñå-
ãäà.
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Ÿ 3. Êðàòíûé èíòåãðàë

Ïîíÿòèå êðàòíîãî èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà íà îòðåçêå. Åãî îáîñíîâàíèå îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ìåðû
Æîðäàíà. .

3.1. Êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìàíà.
À ìû, ïîñòðîèâ ñâîé êâàðòàë,
Âîëøåáíûé ïèøåì èíòåãðàë.
Í.À. Çàáîëîöêèé. Ñîáðàíèå
çâåðåé

Íèæå ïðèâåäåíû îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïîíÿòèé, ââåäåííûõ
âûøå.

1. Ïóñòü G � Rn � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü P(G) =
P := f G1; :::; GN g íåïóñòûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ðàçáè-
åíèåì ìíîæåñòâà G, åñëè
(a) ïîïàðíî ïîäìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó íóëåâîé ìåðû:

� (Gi \ Gj ) = 0 ïðè i 6= j ;
(b) èõ îáúåäèíåíèå îáðàçóåò èñõîäíîå ìíîæåñòâî: [ N

i =1 Gi = G.
2. Äèàìåòðîì ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà G íàçûâàþò ñóïðåìóì ðàññòîÿ-

íèé ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà:

diam(G) := sup
x;y 2 G

� (x; y):

Ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ íàçûâàþò ìåëêîñòüþ
ðàçáèåíèÿ:

p(P) := max
i =1 ;:::;N

diam(Gi ):

3. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçáèåíèå P0 ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ P (îáî-
çíà÷àåì P � P0), åñëè êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èç P0 ñîäåðæèòñÿ â íåêî-
òîðîì ïîäìíîæåñòâå èç P: 8i 2 f 1; :::; N 0g 9j 2 f 1; :::; N g : G0

i � Gj .
4. Ïóñòü f : G ! R � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì

M i (f ) = M i := sup
G i

f (x) < + 1 ; mi (f ) = mi := inf
G i

f (x) > �1 :

Íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà

v(f; G i ) = sup
x;y 2 G i

jf (x) � f (y)j = sup
G i

f � inf
G i

f = M i � mi > 0

íàçûâàåòñÿ êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå Gi .
5. Îïðåäåëèì

âåðõíþþ ñóììó Äàðáó S�
P (f ) = S�

P :=
P N

i =1 M i � (Gi ) < + 1 ,
íèæíþþ ñóììó Äàðáó S� P (f ) = S� P :=

P N
i =1 mi � (Gi ) > �1 ,

ðàçíîñòü ñóìì Äàðáó

VP (f ) := S�
P � S� P =

NX

i =1

(M i � mi )� (Pi ) =
NX

i =1

v(f; G i ) � (Gi ) > 0:
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Ëåììà 3.1. Ñâîéñòâà ðàçáèåíèÿ è èçìåëü÷åíèÿ:

1. ìåðà ìíîæåñòâà G ðàâíà ñóììå ìåð ïîäìíîæåñòâ èç ðàçáèåíèÿ:
� (G) =

P N
i =1 � (Gi );

2. åñëèP � P0, òî p(P0) 6 p(P);
3. òðàíçèòèâíîñòü èçìåëü÷åíèÿ: åñëè P � P0 è P0 � P00, òî P � P00;
4. äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé ñóùåñòâóåò èõ îáùåå èçìåëü÷åíèå:

8P; P0 9P00: P � P00 ^ P0 � P00;

5. ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåëêîñòè.

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå ïï. 1-3.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 4. Â êà÷åñòâåP00ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæ-
íûõ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé Pi \ P0

j è îòáðîñèòü ïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ï. 5. Ïîãðóçèì äàííîå ìíîæåñòâî â êëåòêó K (ò.å. ïðÿ-

ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò).
Ðàçîáüåì êëåòêó ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ êàæäîé ñòîðîíû, äîáèâøèñü òðåáóåìîé
ìåëêîñòè. Çàòåì ïåðåñå÷åì êàæäûé ýëåìåíò èç ðàçáèåíèÿ êëåòêè ñ äàííûì
ìíîæåñòâîì è îòáðîñèì ïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ. �

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñõåìà Äàðáó:

1. Íèæíèì èíòåãðàëîì Äàðáó íàçûâàåòñÿ I � := supP S� P ; âåðõíèì
èíòåãðàëîì Äàðáó íàçûâàåòñÿ I � := inf P S�

P .
2. Åñëè I � = I � , òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé

ïî Ðèìàíó íà G ïî ñõåìå Äàðáó , à îáùåå çíà÷åíèå I D = I � = I �

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà ïî ñõåìå Äàðáó. �

Ëåììà 3.2. (îá óïîðÿäî÷åííîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì è èíòåãðàëîâ Äàð-
áó) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçáèåíèé P; P0 ñïðàâåäëèâû äâóñòîðîííèå îöåíêè

�1 < S � P 6 I � 6 I � 6 S�
P 0 < + 1 :

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 2.6.1-2.6.3.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè èíòåãðàëîâ Äàðáó ñ ìåëêîñòüþ ðàçáèåíèÿ

ôîðìóëèðóåòñÿ áåç èçìåíåíèé (ñì. ëåììó 2.6.4), íî åãî äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå
âåñüìà ñëîæíî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ìû îïóñêàåì.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå � (" ) > 0, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ P, ó êîòîðîãî ìåëêîñòü p(P) < � , âûïîëíÿþòñÿ
îöåíêè: 0 6 I � � S� P (f ) < " ^ 0 6 S�

P (f ) � I � < " .

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü

Òåîðåìà 3.1. (êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè ïî ñõåìå Äàðáó)

1. Ñóùåñòâóåò èíòåãðàë I D ,
2. 8" > 0 9P : VP (f ) < " ,
3. 8" > 0 9� > 0, ÷òî ðàçíîñòü VP (f ) < " äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P, ìåë-

êîñòü êîòîðîãî p(P) < � .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6.1.

×òîáû îïðåäåëèòü èíòåãðàë Ðèìàíà ïî ñõåìå Ðèìàíà, íà êàæäîì ïîäìíî-
æåñòâåGi 2 P âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó � i 2 Gi . Îáúåäèíåíèå ýòèõ òî-
÷åê íàçîâåì âûáîðêîé , ïîä÷èíåííîé ðàçáèåíèþ P, è îáîçíà÷èì ÷åðåç � =
f � 1; :::; � N g. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà (îòâå÷àþùåé ðàçáèåíèþ P è
âûáîðêå � ) ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ

SP; � (f ) = SP; � :=
NX

i =1

f (� i ) � (Gi ):

Îïðåäåëåíèå 3.2. Èíòåãðàëîì Ðèìàíà ïî ñõåìå Ðèìàíà îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé ïðåäåë

I R = I := lim
p(P ) ! 0

SP; � (f ) 2 R;

ò.å. òàêîå ÷èñëî I , ÷òî

8" > 0 9� > 0 : (8P : p(P) < � ) ^ (8�) ,! j SP; � (f ) � I j < ": (3.1)

Îáîçíà÷åíèå :

I =
�

G

f (x)dx =
�

� � �
�

G

f (x1; :::; xn ) dx1:::dxn :

Çàìåòèì, ÷òî: 1) ñèìâîë dx íå ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì äèôôåðåíöèàëà íåçà-
âèñèìîé ïåðåìåííîé x 2 Rn ; 2) ñèìâîë dx1:::dxn ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèà-
ëîâ êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì â ïîëíîì ñìûñëå ñëîâà, õîòÿ â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ âåäåò ñåáÿ êàê ïðîèçâåäåíèå (ñì. ï. 3.5 íèæå). Èñõîäÿ èç ïðîèñ-
õîæäåíèÿ óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèé, èõ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ìåðû �áåñêîíå÷íî
ìàëûõ� ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà G. Ìû áóäåì èõ íàçûâàòü
äèôôåðåíöèàëàìè ìåðû íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x.

Òåðìèíîëîãèÿ : 1) ïðè n > 2 èíòåãðàë íàçûâàþò êðàòíûì , ïðè n = 2 �
äâîéíûì, ïðè n = 3 � òðîéíûì; 2) ôóíêöèþ f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé. �

Òåîðåìà 3.2. (î ñîâïàäåíèè èíòåãðàëîâ ïî ñõåìàì Äàðáó è Ðèìàíà) Èí-
òåãðàë I R ñóùåñòâóåò òîãäà è ò. ò., êîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë I D ; ïðè
ýòîì îíè ñîâïàäàþò: I R = I D .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6.2, íî ñåé÷àñ ìû îïè-
ðàåìñÿ íà îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f êàê íà óñëîâèå, çàëîæåííîå â îïðåäåëå-
íèè 3.2.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè (ëåììà 2.6.5), ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èí-
òåãðàëà Ðèìàíà ïî ñõåìå Ðèìàíà íà îòðåçêå âëå÷åò îãðàíè÷åííîñòü ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ èíòåãðàëà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå G ýòî óòâåðæäå-
íèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî äàæå ïðè n = 1 . Ïîýòîìó îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè
f ïðèñóòñòâóåò â îïðåäåëåíèè 3.2.
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Çàäà÷à 3.2. Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, èíòåãðèðó-
åìîé ïî ñõåìå Ðèìàíà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå G � R1. (Óêàçàíèå: â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà G âîçüìèòå ñõîäÿùóþñÿ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.)

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðè n = 1 îòëè÷èå îïðåäåëåíèÿ 3.2 îò îïðåäåëåíèÿ 2.6.3
èíòåãðàëà Ðèìàíà ñîñòîèò, âî-ïåðâûõ, â òîì, ÷òî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî G � R1

íå îáÿçàíî áûòü îòðåçêîì. Âî-âòîðûõ, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.6.4,
� a

b f (x)dx :=

�
� b

a f (x)dx, ò.å. èíòåãðàë Ðèìàíà íà îðèåíòèðîâàííîì îòðåçêå åñòü èíòåãðàë
âòîðîãî ðîäà ïî îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé [a; b]. Èíòåãðàë Ðèìàíà íà îòðåçêå
êàê íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå åñòü èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

�
[a;b] f (x)dx ïî íåîðè-

åíòèðîâàííîé êðèâîé [a; b]. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî

Ëåììà 3.4. (î ïðååìñòâåííîñòè) Èíòåãðàë Ðèìàíà îò îãðàíè÷åííîé ôóíê-
öèè f íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå [a; b] (a < b) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå îïðåäåëå-
íèÿ 3.2 òîãäà è ò. ò., êîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 2.6.3; ïðè ýòîì èíòåãðàëû ñîâïàäàþò:

� b

a
f (x)dx =

�

[a;b]
f (x)dx; ãäåa < b:

Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè ) îïèðàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçáè-
åíèÿ, ïðè êîòîðîì âûïîëíåí ï. 2 òåîðåìû 2.6.1. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü äëÿ ýòîãî
æå ðàçáèåíèÿ ï. 2 òåîðåìû 3.1.

Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè ( îïèðàåòñÿ íà ï. 3 òåîðåìû 3.1, â êîòîðîì
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé îòðåçêà íà èçìåðèìûå
ïîäìíîæåñòâà, â òîì ÷èñëå è íà ïîäîòðåçêè. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèìåíèòü ï. 3
òåîðåìû 3.1 è ñîñëàòüñÿ íà ï. 3 òåîðåìû 2.6.1. �

3.2. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîì èçìåðè-
ìîì ìíîæåñòâå, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà íåì.

Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå òåîðåìó 3.3. Óêàçàíèå: äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå,
êàê ó òåîðåìû 2.6.7.

Äîêàæåì áîëåå îáùóþ òåîðåìó, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ óäîáñòâî ïðèìåíåíèÿ
êðèòåðèÿ ï. 2 òåîðåìû 3.1.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà êîìïàêòíîì èçìåðèìîì
ìíîæåñòâå G è ìíîæåñòâî � � G åå òî÷åê ðàçðûâà èìååò æîðäàíîâó ìåðó
íîëü: � (�) = 0 . Òîãäà f èíòåãðèðóåìà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî . Îáîçíà÷èì M := supx 2 G jf (x)j. Ïóñòü " > 0 � ïðîèçâîëü-
íîå ÷èñëî. Â ñèëó ëåììû 2.13.4, ñóùåòâóåò îòêðûòîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî
D , êîòîðîå îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè: � � D; � (D ) < " . Â ñèëó îòêðûòîñòè
D, íà èçìåðèìîì êîìàïàêòíîì äîïîëíåíèè G n D ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è,
ñòàëî áûòü, èíòåãðèðóåìà. Â ñèëó ï. 2 òåîðåìû 3.1, ñóùåñòâóåò òàêîå ðàç-
áèåíèå P0 ìíîæåñòâà G n D, ÷òî VP 0(f ) < " . Ïåðåñå÷åíèå GD = D \ G äâóõ
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì è åãî ìåðà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå:
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� (GD ) 6 � (D ) < " . Äîáàâèì ê ðàçáèåíèþ P0 ïîäìíîæåñòâî GD , ïîëó÷èì ðàç-
áèåíèå P = P0[f GD g âñåãî ìíîæåñòâà G. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè,
èìååì:

VP (f ) = VP 0(f ) + v(f; G D )� (GD ) < " + 2M" = (1 + 2 M )":

Îñòàåòñÿ åùå ðàç ñîñëàòüñÿ íà ï. 2 òåîðåìû 3.1. �

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà êîìïàêòíîì èçìåðèìîì
ïîäìíîæåñòâå G � Rn è ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà � � G ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå � = [ m

i =1 Gr (gi ) ãðàôèêîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ò.å. Def (gi ) � Rk i , ãäåki < n . Òîãäà ôóíêöèÿ f
èíòåãðèðóåìà íà G.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 2.15.6 î íóëåâîé n-ìåðå ãðàôèêà íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè. �

3.3. Ñâîéñòâà êðàòíîãî èíòåãðàëà. Ñâîéñòâà êðàòíîãî èíòåãðàëà ñâÿ-
çàíû ñ èçìåíåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è ñ èçìåíåíèåì ìíîæåñòâà, ïî
êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

Òåîðåìà 3.5. (çàâèñèìîñòü îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè) Ïóñòü G � èç-
ìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1. Ìåðà è èíòåãðàë :
�

G

dx =
�

G

1 � dx = � (G);

2. Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà : ïóñòü ôóíêöèè f; g èíòåãðèðóåìû íà G,
�; � � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

�

G

(�f (x) + �g (x))dx = �
�

G

f (x)dx + �
�

G

g(x)dx:

3. Èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî : ïóñòü ôóíêöèè f; g
èíòåãðèðóåìû íà G, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå fg , à åñëè inf G jgj > 0, òî
è ÷àñòíîå f=g èíòåãðèðóåìû íà G.

4. Èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ ôóíêöèè : Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðó-
åìà íà G, òî è ôóíêöèÿ jf j èíòåãðèðóåìà íà G, ïðè ýòîì

�
�
�
�

G
f (x)dx

�
�
� 6

�

G
jf (x)jdx:

5. Èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ : åñëè ôóíêöèè f; g èíòåãðèðóåìû íà
G è f 6 g íà G, òî �

G
f (x)dx 6

�

G
g(x)dx:
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6. Òåîðåìà î ñðåäíåì : (à) Ïóñòü ôóíêöèè f; g èíòåãðèðóåìû íà G,
ôóíêöèÿ g(x) > 0, à m 6 f (x) 6 M íà G. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî � 2 [m; M ], ÷òî

�

G
f (x)g(x)dx = �

�

G
g(x)dx: (3.2)

(á) Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, G � çàìûêàíèå îáëàñòè, à f íåïðåðûâíà íà
G, òî

9x0 2 G :
�

G
f (x)g(x)dx = f (x0)

�

G
g(x)dx;

â ÷àñòíîñòè, ïðè g(x) � 1
�

G
f (x)dx = f (x0) � (G):

Äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòîâ 1- 6(à) àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì òåõ æå ñâîéñòâ
èíòåãðàëà íà îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 6(á). Ïîñêîëüêó G � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, òî îíî îãðà-
íè÷åíî; ïî óñëîâèþ G çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, G � êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.7, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà êîìïàêò-
íîì ìíîæåñòâå ñâîèõ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé. Ïîýòîìó ñóùåòâóþò òî÷-
êè x1; x2, â êîòîðûõ m = inf G f = f (x1); M = supG f = f (x2). Èòàê:
8x 2 G ,! f (x1) 6 f (x) 6 f (x2). Ñîãëàñíî ï. 6 (à), ñóùåñòâóåò ÷èñëî
� 2 [f (x1); f (x2)], äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ( 3.2). Åñëè � = f (x i ),
ãäå i ðàâíî 1 èëè 2, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå � 2 (f (x1); f (x2)) ,
òî èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíåé è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f : 1) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 íàéäåòñÿ òî÷êà x3 2 Int (G), â êîòîðîé f (x3) < � , 2)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x2 íàéäåòñÿ òî÷êà x4 2 Int (G), â êîòîðîé f (x4) > �
(îáîñíóéòå ýòî óòâåðæäåíèå). Ïîñêîëüêó âíóòðåííîñòü Int (G), áóäó÷è îáëà-
ñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, íà Int (G) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà
2.3.6 î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ: ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 2 Int (G), â êîòîðîé
f (x0) = � . �

Òåîðåìà 3.6. (çàâèñèìîñòü îò ìíîæåñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ) Ñïðàâåäëè-
âû óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå G, òî îíà
èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì èçìåðèìîì ïîäìíîæåñòâå G0 � G.

2. Åñëè ôóíêöèÿ f : Rn � G1 [ G2 ! R èíòåãðèðóåìà íà G1 è íà G2, òîãäà
îíà èíòåãðèðóåìà íà îáúåäèíåíèè G1 [ G2 è èìååò ìåñòî ôîðìóëà

�

G1 [ G2

f (x)dx =
�

G1

f (x)dx +
�

G2

f (x)dx �
�

G1 \ G2

f (x)dx:

Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà : åñëè ôóíê-
öèÿ f èíòåãðèðóåìà íà ïîäìíîæåñòâàõ G1; G2 � Rn , êîòîðûå ïåðåñå-
êàþòñÿ ïî ïîäìíîæåñòâó íóëåâîé ìåðû � (G1 \ G2) = 0 , òî èíòåãðàë
íà îáúåäèíåíèè ýòèõ ìíîæåñòâ ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ:

�

G1 [ G2

f (x)dx =
�

G1

f (x)dx +
�

G2

f (x)dx:
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3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà G, à f Gi g1
i =1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Gi � G òàêèõ, ÷òî lim i !1 � (Gi ) = � (G). Òîãäà
èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó :

lim
i !1

�

G i

f (x)dx =
�

G
f (x)dx:

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 1. Äîïîëíèì ðàçáèåíèå P0 ìíîæåñòâà G0 ìåëêîñòè p(P0)
äî ðàçáèåíèÿ P ìíîæåñòâà G ñ ñîõðàíåíèåì ìåëêîñòè: p(P) = p(P0). Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, ïðèñîåäèíèâ ê ýëåìåíòàì ðàçáèåíèÿ P0 âñå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ
èçìåðèìîãî äîïîëíåíèÿ P nP0 ñ ìåëêîñòüþ, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò p(P0). Äëÿ
ðàçíîñòè ñóìì Äàðáó ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

VP 0(f ) =
N 0
X

i =1

v(G0
i ; f ) � (Gi ) 6

NX

j =1

v(Gj ; f ) � (Gj ) = VP (f );

ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå íåîòðèöàòåëüíûå è ïðàâàÿ ñóììà ñîäåðæèò âñå ñëàãà-
åìûå èç ëåâîé ñóììû. Â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè f íà G, ïðè p(P) ! 0 ðàçíîñòü
VP (f ) ! 0 (ï. 3 òåîðåìû 3.1). Çíà÷èò, è ðàçíîñòü VP 0(f ) ! 0 ïðè p(P0) ! 0.
×òî, ñîãëàñíî ï. 3 òåîðåìû 3.1, äîêàçûâàåò èíòåãðèðóåìîñòü f íà G0.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 2. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå E0 = G1 \ G2 è äîïîëíåíèÿ
E i = Gi n E0 (i = 1 ; 2). Âñå ââåäåííûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû è, â ñèëó ï. 1,
ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì èç íèõ. Ïóñòü Pk (k = 0 ; 1; 2) � ïðîèçâîëü-
íûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ Ek . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Ek íå èìåþò îáùèõ òî÷åê,
îáúåäèíåíèå ðàçáèåíèé P := P0 [ P1 [ P2 ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì îáúåäèíåíèÿ
E = G1 [ G2 = E0 [ E1 [ E2. Â ñèëó ï. 2 òåîðåìû 3.1, ðàçáèåíèÿ Pk ìîæíî
âûáðàòü òàêèìè, ÷òîáû ðàçíîñòè VPk (f ) < "= 3, ãäå " > 0 � ïðîèçâîëüíîå. Òî-
ãäà ðàçíîñòü VP (f ) = VP0 + VP1 (f )+ VP2 (f ) < " , ÷òî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå
èíòåãðàëà íà îáúåäèíåíèè E. Òåïåðü ìîæíî ñîñòàâèòü èíòåãðàëüíóþ ñóììó
Ðèìàíà, ïîä÷èíåííóþ ðàçáèåíèþ P = P0 [ P1 [ P2 è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè
óñëîâèè, ÷òî ìåëêîñòü ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ:

SP; � (f ) := SP0 ;� 0 (f ) + SP1 ;� 1 (f ) + SP2 ;� 2 (f )
p! 0
!

�

E 0

fdx +
�

E 1

fdx +
�

E 2

fdx:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

SP0 [ P1 ;� (f ) := SP0 ;� 0 (f ) + SP1 ;� 1 (f )
p! 0
!

�

E 0 [ E 1

fdx =
�

G1

fdx;

SP0 [ P2 ;� (f ) := SP0 ;� 0 (f ) + SP2 ;� 1 (f )
p! 0
!

�

E 0 [ E 2

fdx =
�

G2

fdx;

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ï. 3 ñëåäóåò èç àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è îöåíîê

�
�
�
�

G
f (x)dx �

�

G i

f (x)dx
�
�
� =

�
�
�
�

GnG i

f (x)dx
�
�
� 6 sup

G
jf (x)j � (G n Gi ) =

sup
G

jf (x)j (� (G) � � (Gi )) ! 0 ïðè i ! 1 : �

Èç ï. 2 òåîðåìû 3.6 ïîëó÷àåì:
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Ñëåäñòâèå 3.2. (èíòåãðèðîâàíèå è ìíîæåñòâî ìåðû íîëü)
1. Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è èíòåãðèðóåìà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå

G, òî ïðè èçìåíåíèè åå çíà÷åíèé íà ïîäìíîæåñòâå G0 � G ìåðû íîëü
(ñ ñîõðàíåíèåì îãðàíè÷åííîñòè) åå èíòåãðèðóåìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, à
âåëè÷èíà èíòåãðàëà íå ìåíÿåòñÿ.

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà çàìûêàíèè G èçìåðèìîãî
ìíîæåñòâà. Òîãäà, åñëè èíòåãðàëû

�

G
f (x)dx;

�

G
f (x)dx;

�

intG
f (x)dx

ñóùåñòâóþò, òî âñå òðè îäíîâðåìåííî, è ïðè ýòîì îíè ðàâíû.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå3.2.

3.4. Ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî. Â ýòîì ïóíêòå ìû îáîáùèì òåîðåìó î
ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè è çàîäíî ïîäãîòîâèìñÿ ê òåîðåìå î ïîâòîð-
íîì èíòåãðàëå. Íàïîìíèì, ïîäãðàôèêîì íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíê-
öèè f , îïðåäåëåííîé íà çàìêíóòîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå G � Rn , ìû íàçûâàåì
ìíîæåñòâî

UnderGr (f ) = UGr(f ) := f (x; y) 2 G � R+
0 : 0 6 y 6 f (x)g � Rn +1 :

Áûëî äîêàçàíî (òåîðåìà 2.15.4), ÷òî ïîäãðàôèê � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ñëå-
äóþùåå ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïîäãðàôèêà

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ìíîæåñòâî F � Rn +1 = Rn � R1 íàçûâàåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì îòíîñèòåëüíî îñè xn +1 = y, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå èçìåðèìîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî G � Rn è òàêèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f; g : G ! R, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå îöåíêå g(x) 6 f (x) íà G, ÷òî

F = f (x1; :::; xn ; y) = ( x; y) : x 2 G ^ (g(x) 6 y 6 f (x))g: �

Òåîðåìà 3.7. (î ìåðå ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà) Ýëåìåíòàðíîå ìíîæå-
ñòâî èçìåðèìî è

� (F ) =
�

G
(f (x) � g(x))dx: (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî . Ìû ïîñòðîèì äâà îáúåäèíåíèÿ öèëèíäðîâ: A � âïèñàííîå
â F è B � îïèñàííîå îêîëî F . Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ìåðû A è B åñòü ñóììû
Äàðáó èíòåãðàëà (3.3).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ P(G) = f Gi gN
i =1 îáîçíà÷èì

mg
i = inf

x 2 G i

g(x); M g
i = sup

x 2 G i

g(x); mf
i = inf

x 2 G i

f (x); M f
i = sup

x 2 G i

f (x);

A i =

(
Gi � [M g

i ; mf
i ] ïðè M g

i 6 mf
i ;

0 ïðè M g
i > m f

i ;
B i = Gi � [mg

i ; M f
i ];

A =
N[

i =1

A i ; B =
N[

i =1

B i :
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Çàäà÷à 3.5. Ïðèäóìàéòå (íàðèñóéòå) ïëîñêîå ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî è
òàêîå ðàçáèåíèå P(G), ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì i â ñàìîì äåëå âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî M g

i > m f
i .

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.15.2, ìåðû öèëèíäðîâ

� (A i ) =

(
� (Gi ) � (mf

i � M g
i ) ïðè M g

i 6 mf
i ;

0 ïðè M g
i > m f

i ;
� (B i ) = � (Gi ) � (M f

i � mg
i ):

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðè i 6= j ìíîæåñòâà Gi ; Gj ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäìíîæåñòâó
íóëåâîé ìåðû. Ïîýòîìó öèëèíäðû A i è A j (à òàêæåB i è B j ) îáëàäàþò òåì æå
ñâîéñòâîì (äîêàæèòå). Ñëåäîâàòåëüíî,

� (A) =
NX

i =1

� (A i ) >
NX

i =1

� (Gi ) � (mf
i � M g

i ) = S� P (f ) � S�
P (g):

Ò.å. ìåðà ìíîæåñòâà A ðàâíà ðàçíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì . Ïîñêîëüêó A � F ,
à ôóíêöèè g è f èíòåãðèðóåìû íà G (îáîñíóéòå), òî äëÿ íèæíåé ìåðû � � (F )
(êîòîðàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò) ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó:

� � (F ) > � (A) = S� P (f ) � S�
P (g) )

� � (F ) > lim
p(P ) ! 0

(S� P (f ) � S�
P (g)) =

�

G
(f (x) � g(x))dx:

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ âåðõíåé ìåðû: � � (F ) 6�
G (f (x) � g(x))dx. ×òî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

3.5. Ñâåäåíèå êðàòíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó. Ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðè-
ðîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì.

Òåîðåìà 3.8. (î ïîâòîðíîì èíòåãðàëå íà öèëèíäðå) Ïóñòü G � Rn � èç-
ìåðèìîå ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿ f çàäàíà íà öèëèíäðå cyl(G) := G � [a; b] è
èíòåãðèðóåìà íà íåì. Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè x = ( x1; :::; xn ) 2 G ñóùåñòâó-
åò èíòåãðàë

� b
a f (x; y)dy. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) :=

� b
a f (x; y)dy èíòåãðèðóåìà íà

G è �
� � �

�

cyl (G)

f (x1; :::; xn ; y) dx1:::dxn dy =

�
� � �

�

G

0

@
b�

a

f (x1; :::; xn ; y)dy

1

A dx1:::dxn =
�

� � �
�

G

dx1:::dxn

b�

a

f (x1; :::; xn ; y)dy:

Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íàçûâàþò ïîâòîðíûì .

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïóñòü P(G) = f Gi gN
i =1 � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìåë-

êîñòè p(P) = � , à � = f � i gN
i =1 � ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðêà, ïîä÷èíåííàÿ ðàçáè-

åíèþ P. Ïóñòü Q([a; b]) = f [yj � 1; yj ]gK
j =1 � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà



40 ß. Ì. ÄÛÌÀÐÑÊÈÉ

[a; b] ìåëêîñòè p(Q) = � . Ââåäåííûå ðàçáèåíèÿ ïîðîæäàþò ñïåöèàëüíîå ðàç-
áèåíèå P(G) � Q([a; b]) = f Pi � [yj � 1; yj ]g è ñïåöèàëüíóþ âûáîðêó f (� i ; yj � 1)g
(i = 1 ; :::; ; j = 1 ; :::; K ) öèëèíäðà cyl(G). Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóåò, ÷òî
ìåëêîñòü � ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ðàâíà � 6

p
� 2 + � 2.

Íàì íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà
�

G dx
� b

a f (x; y)dy.
Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñðàâíèì çíà÷åíèå äàííîãî êðàòíîãî èíòåãðàëà ñ ïðîèçâîëüíîé
èíòåãðàëüíîé ñóììîé Êîøè ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà; ïî õîäó ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ñïåöèàëüíîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé Êîøè äàííîãî êðàòíîãî èíòåãðàëà:

� :=
�
�
�
�

� � �
�

cyl (G)

f (x1; :::; xn ; y)dx1:::dxn dy �
NX

i =1

0

@
b�

a

f (� i ; y)dy

1

A � (Gi )
�
�
� 6

�
�
�
�

� � �
�

cyl (G)

f (x; y) dxdy �
NX

i =1

KX

j =1

f (� i ; yj � 1) � (Gi ) (yj � yj � 1)
�
�
�+

�
�
�

NX

i =1

KX

j =1

f (� i ; yj � 1) � (Gi ) (yj � yj � 1) �
NX

i =1

0

@
b�

a

f (� i ; y)dy

1

A � (Gi )
�
�
�

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåììîé 2.15.2 î ìåðå öèëèíäðà). Ïîñêîëüêó èíòåãðàë�
cyl (G) f (x; y)dxdy ñóùåñòâóåò, òî åãî ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ñõîäèòüñÿ ê

íåìó ïðè åäèíñòâåííîì óñëîâèè, ÷òî ìåëêîñòü � ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò,
ïåðâîå ñëàãàåìîå � 1 â îöåíêå ìåíüøå, ÷åì "=2, åñëè � = � äîñòàòî÷íî ìàëû.
Âòîðîå ñëàãàåìîå � 2 îöåíèâàåòñÿ òàê:

� 2 6
NX

i =1

�
�
�

KX

j =1

f (� i ; yj � 1)(yj � yj � 1) �

b�

a

f (� i ; y)dy
�
�
� � (Gi ):

Íî
P K

j =1 f (� i ; yj � 1)(yj � yj � 1) åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà èíòåãðàëà
� b

a f (� i ; y)dy,
êîòîðûé, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i =
1; :::; N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåëêîñòü� i ðàçáèåíèÿ Qi îòðåçêà [a; b], ÷òî

�
�
�

KX

j =1

f (� i ; yj � 1)(yj � yj � 1) �

b�

a

f (� i ; y)dy
�
�
� < "= (2� (G)) :

Èç N ìåëêîñòåé � i âûáåðåì íàèìåíüøóþ, ÷òî îáåñïå÷èò îöåíêó

� 2 6
"

2� (G)

NX

i =1

� (Gi ) =
"

2� (G)
� � (G) =

"
2

:

Ñëåäîâàòåëüíî, � = � 1 + � 2 < " . Ïîñêîëüêó " ïðîèçâîëüíî, òî, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 3.2, ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

�
� � �

�

G

0

@
b�

a

f (x1; :::; xn ; y)dy

1

A dx1:::dxn =
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�
� � �

�

G

dx1:::dxn

b�

a

f (x1; :::; xn ; y)dy =

lim
p(P ) ! 0

NX

i =1

0

@
b�

a

f (� i ; y)dy

1

A � (Gi ) =
�

� � �
�

cyl (G)

f (x1; :::; xn ; y) dx1:::dxn dy: �

Îáîáùåíèåì òåîðåìû 3.8 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.9. (î ïîâòîðíîì èíòåãðàëå íà ýëåìåíòàðíîì ìíîæåñòâå)
Ïóñòü F � Rn +1 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî îñè xn +1 , ò.å.

F = f (x1; :::; xn ; xn +1 ) : (x1; :::; xn ) 2 G ^

' (x1; :::; xn ) 6 xn +1 6  (x1; :::; xn )g;

ãäåG � Rn � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, à ôóíêöèè ' è  íåïðåðûâíû íà G è âñþ-
äó óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå ' 6  . Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà ìíîæåñòâå F
è èíòåãðèðóåìà íà íåì. Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè (x1; :::; xn ) 2 G ñóùåñòâóåò
èíòåãðàë

g(x1; :::; xn ) :=

 (x 1 ;:::;x n )�

' (x 1 ;:::;x n )

f (x1; :::; xn ; xn +1 ) dxn +1 :

Òîãäà ôóíêöèÿ g èíòåãðèðóåìà íà G è
�

� � �
�

F

f (x1; :::; xn ; xn +1 ) dx1::: dxn dxn +1 =

�
� � �

�

G

dx1::: dxn

 (x 1 ;:::;x n )�

' ( x 1 ;:::;x n )

f (x1; :::; xn ; xn +1 ) dxn +1 :

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà çàìåíå ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà F öèëèíäðîì
ñ îñíîâàíèåì G. Ïóñòü

a = min
G

' (x1; :::; xn ); b = max
G

 (x1; :::; xn ); cyl(G) := G � [a; b] � F:

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ (ñì. ðèñ. 3.1)

ef : cyl(G) ! R; ef =

(
f (x1; :::; xn ; xn +1 ); (x1; :::; xn ; xn +1 ) 2 F;

0; (x1; :::; xn ; xn +1 ) =2 F:
:

Ïîñêîëüêó ef èíòåãðèðóåìà íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ F è cyl(G) n F , òî, â
ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ef , ïîëó÷àåì:

�

cyl (G)

ef (x)dx =
�

F

ef (x)dx +
�

cyl (G)nF

ef (x)dx =
�

F

ef (x)dx =
�

F

f (x)dx:
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Íî íà öèëèíäðå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 3.8. Ïîýòîìó, è îïÿòü æå â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè ef , ïîëó÷àåì

�

cyl (G)

ef (x)dx =
�

� � �
�

G

dx1:::dxn

b�

a

ef (x1; :::; xn ; xn +1 ) dxn +1 =

=
�

� � �
�

G

dx1:::dxn

 (x 1 ;:::;x n )�

' (x 1 ;:::;x n )

f (x1; :::; xn ; xn +1 ) dxn +1 : �

( )Gr j

( )Gr y

G

a

b

x

y

Ðèñ. 3.1 Ðèñ. 3.2

1x
n

x

y

c

a

b

( )G c

G

Ðèñ. 3.3

3.6. Îáñóæäåíèå òåîðåìû 3.9 .
Êòî ñëàâû, äåíåã è ÷èíîâ
Ñïîêîéíî â î÷åðåäü äîáèëñÿ
À. Ñ. Ïóøêèí. Åâãåíèé Îíåãèí.
Ãëàâà VIII

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.9 ìíîæåñòâî G â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì îòíîñèòåëüíî îñè xn è åùå ðàç âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.9, òî
èíòåãðàë

�
G g(x1; :::; xn ) dx1:::dxn ìîæíî çàìåíèòü ïîâòîðíûì:

�
� � �

�

F

f (x1; :::; xn ; xn +1 )dx1::: dxn dxn +1 =

�
� � �

�

eG

dx1:::dxn � 1

e (x 1 ;:::;x n � 1 )�

e' (x 1 ;:::;x n � 1 )

dxn

 (x 1 ;:::;x n )�

' (x 1 ;:::;x n )

f (x1; :::; xn +1 ) dxn +1 :

×òîáû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî G ýåëåìåíòàðíûì îòíîñèòåëüíî îñè
xn , íóæíî ñïðîåêòèðîâàòü åãî íà äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn � 1 âäîëü
âûáðàííîé îñè xn ; ïîëó÷èì ïðîåêöèþ eG � Rn � 1, êîòîðóþ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
êàê âîçìîæíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òåõ ôóíêöèé e' è e , ãðàôèêè êîòîðûõ
îãàðíè÷èâàþò ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî G. Íà ïðàêòèêå îñîáåííî âàæåí ñëó-
÷àé, êîãäà óäàåòñÿ êðàòíûé èíòåãðàë ñâåñòè ê öåïî÷êå îäíîìåðíûõ. Â ýòîì
ñëó÷àå åñòü íàäåæäà íà ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
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Åñëè ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿþò èíòåãðèðîâàíèå, íå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòàðíûì, òî íóæíî ïîïûòàòüñÿ ðàçáèòü åãî íà ýëåìåíòàðíûå ïîäìíîæå-
ñòâà. Äëÿ ìíîæåñòâ, ãðàíèöà êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ãëàä-
êèõ ïîâåðõíîñòåé, òàêîå ðàçáèåíèå âñåãäà âîçìîæíî.

Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî òåîðåìó 3.9 ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðàçíûì êîîðäèíàòàì.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì
èíòåãðàëå. ÅñëèF � ïëîñêîå ìíîæåñòâî, è òåîðåìà 3.9 ïðèìåíèìà ïî êàæäîé
îñè, òî (ñì. ðèñ. 3.2)

� b

a
dx

�  (x )

' (x )
f (x; y)dy =

� d

c
dy

� � (y )

� (y )
f (x; y)dx: (3.4)

Ôîðìóëà ( 3.4) ïîíàäîáèòüñÿ íàì äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.
Òåîðåìà 3.9 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Òîíåëëè-Ôóáèíè (Ëåîíèä

Òîíåëëè (1885�1946), Ãâèäî Ôóáèíè (1879�1943)). Èäåÿ ïåðåõîäà îò êðàòíîãî
èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíà. Îíà âîñõîäèò, ïî ñóòè, ê
Àðõèìåäó, ÷åé ìåòîä ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê (ñì. ðèñ. 3.3):

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü G � Rn +1 � çàìêíóòîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ïðî-
åêöèÿ êîòîðîãî íà îñü y := xn +1 åñòü îòðåçîê [a; b]. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
c 2 [a; b] ñå÷åíèå ìíîæåñòâà G n-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ y = c åñòü èçìåðèìîå
n-ìåðíîå ïîäìíîæåñòâî G(c). Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà G è äëÿ
ëþáîãî c 2 [a; b] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

�
G(c) f (x1; : : : ; xn ; c) dx1 : : : dxn . Òîãäà

ôóíêöèÿ h(y) :=
�

G(y) f (x1; : : : ; xn ; y) dx1 : : : dxn èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è

�
� � �

�

G

f (x1; :::; xn ; y) dx1:::dxn dy =

b�

a

dy
�

G(y)

f (x1; :::; xn ; y) dx1:::dxn :

Ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 3.9 â ïîñëåäíåé èçìåíèëñÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå òåîðåìó 3.10. Çàòåì ìåòîäîì èíäóêöèè âûâåäèòå
ôîðìóëó îáúåìà n-ìåðíîãî øàðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ïðåäóïðåæäå-
íèå: ôîðìóëà âûãëÿäèò ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n).
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Ÿ 4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå

Çàìåíà ïåðåìåííûõ íå òîëüêî âàæíûé òåõíè÷åñêèé ïðèåì, êîòîðûé ïîçâî-
ëÿåò íàéòè êîíêðåòíûå êðàòíûå èíòåãðàëû. Ýòî êëþ÷åâàÿ ïðîöåäóðà â òåîðèè
ìíîãîìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé è, ñëåäîâàòåëüíî, â òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïî-
âåðõíîñòÿì. Îíà ëåæèò â îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè,
òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îñîáåííî äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì) è óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ýòîé ïðîöå-
äóðå èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïðåæäå âñåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ

4.1. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà. Íàïîìíèì, ÷òî: äâè-
æåíèåì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè; ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâèæåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíîå ïðîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ; ñàìîñîïðÿæåííûì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Self , êîòîðîå äåéñòâóåò êàê ðàñòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè � i (i = 1 ; :::; n)
âäîëü n ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé, ò.å. â êàíîíè÷åñêîì îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçècå îòîáðàæåíèå Self (y1; y2; :::; yn ) := ( � 1y1; � 2y2; :::; � n yn ); àô-
ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
è ñäâèãà: Af f (x) = Lx + a. Ìíîãîìåðíûì ( n-ìåðíûì) ïàðàëëåëåïèïåäîì ,
ïîñòðîåííîì íà âåêòîðàõ v1; :::; vn , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

� = f x 2 Rn : x = � 1v1 + ::: + � n vn ; � i 2 [0; 1]g:

Çàäà÷à 4.1. Ïðîâåðüòå îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà äëÿ ñëó÷àåâ n = 1 ; 2; 3.

Êðîìå àôôèííûõ íàñ èíòåðåñóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà:

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü U; V � Rn � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà. Áèåêöèÿ
F : U ! V íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì , åñëèF 2 C1(U) è F � 1 2 C1(V ).
�

Çàäà÷à 4.2. Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 1.3 îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, äîêàæèòå:
1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ áèåêöèÿ F : U ! V îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êàæäîé òî÷êå x 2 U
ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ íåâûðîæäåíà, ò.å. detDF (x) 6= 0 ;
2) êîìïîçèöèÿ äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Íàñ èíòåðåñóåò âëèÿíèå äèôôåîìîðôèçìà íà èçìåðèìîñòü è íà ñàìó ìåðó
ìíîæåñòâà. Ïðåäâàðèàòåëüíî áóäåò äîêàçàíî íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 4.1. (î ñîõðàíåíèè ìåðû ïðè ñäâèãå) Ìåðà ìíîæåñòâà íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ñäâèãå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñäâèã ïðåîáðàçóåò êëåòêó â ðàâ-
íóþ åé êëåòêó. �

Ëåììà 4.2. (î ñîõðàíåíèè ìåðû øàðà ïðè äâèæåíèè) Ìåðà øàðà ïðè äâè-
æåíèè íå ìåíÿåòñÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî . Âî-ïåðâûõ, n-ìåðíûé øàð � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî (ñëåä-
ñòâèå 2.15.3). Âî-âòîðûõ, ëþáîé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
øàðà òîãî æå ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè ñäâèãå íà âåêòîð x0.
Ïîýòîìó âñå øàðû îäèíàêîâîãî ðàäèóñà èìåþò îäèíàêîâóþ ìåðó. �

Çàìå÷àíèå 4.1. Èç çàäà÷è 3.6 è ëåììû 4.2 ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó ìåðû
n-ìåðíîãî øàðà íåçàâèñèìî îò åãî öåíòðà. Â ÷àñòíîñòè, ìåðà øàðà ïðîïîðöèî-
íàëüíà n-é ñòåïåíè åãî ðàäèóñà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû 
 n 2 (0; 1)
è � n > 1, çàâèñÿùèå òîëüêî ðàçìåðíîñòè n, òàêèå ÷òî ìåðà âïèñàííîãî â êóá
Qn øàðà B � ðàâíà � (B � ) = 
 n � (Qn ), à ìåðà îïèñàííîãî îêîëî êóáà øàðà B �

ðàâíà � (B � ) = � n � (Qn ).

Ëåììà 4.3. (î ñîõðàíåíèè èçìåðèìîñòè ïðè äèôôåîìîðôèçìå) Ïóñòü
F : U ! V � Rn � äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé, X � U � èçìåðèìîå êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà îáðàç Y := F (X ) � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç öåïî÷êè óòâåðæäåíèé:
1. Ïðè äèôôåîìîðôèçìå âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà ïðåîáðàçóåòñÿ âî âíóò-

ðåííîñòü îáðàçà, à åãî ãðàíèöà � â ãðàíèöó îáðàçà:

F (IntX ) = Int (F (X )) ; F (@X) = @(F (X )) :

2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü êóáîâ-êëåòîê f Qi gN
i =1 , îáúåäè-

íåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò ãðàíèöó @Xè ñóììà ìåð ýòèõ êóáîâ ñêîëü óãîä-
íî ìàëà, ò.å.

8" > 0 9f Qi gN
i =1 : @X�

N[

i =1

Qi ^
NX

i =1

� (Qi ) < ":

3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü øàðîâ f B i gN
i =1 , ÷òî êàæäûé

øàð ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèé êóá è ñóììà ìåð ýòèõ øàðîâ ñêîëü óãîä-
íî ìàëà, òî÷íåå

8" > 0 9f B i gN
i =1 : 8i 2 f 1; : : : ; N g ,! Qi � B i ^

NX

i =1

� (B i ) < � n ";

ãäå êîýôôèöèåíò � n > 1 îïðåäåëåí â çàìå÷àíèè 4.1.
4. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü øàðîâ f B̂ i gN

i =1 , îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ ñîäåðæèò îáðàç ãðàíèöû F (@X) è ñóììà ìåð ýòèõ øàðîâ ñêîëü
óãîäíî ìàëà.

Íàáðîñêè äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé. Ï. 1. Äèôôåîìîðôèçì, â ÷àñòíî-
ñòè, åñòü íåïðåðûâíàÿ â îáå ñòîðîíû áèåêöèÿ. Íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-
ìîé î ïðîîáðàçå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ï. 2. Â ñèëó èçìåðèìîñòè X , åãî ãðàíèöà @X èìååò ìåðó íîëü. Çíà÷èò,
îíà ïðèíàäëåæèò êëåòî÷íîìó ìíîæåñòâó ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî @X ìîæíî ïîãðóçèòü â îáúåäèíåíèå êëåòîê-êóáîâ , êîòîðûå íå
ïåðåñåêàþòñÿ ïî âíóòðåííîñòÿì è ñóììà ìåð êîòîðûõ ñêîëü óãîäíî ìàëà.

Îïèøåì îêîëî êàæäîãî êóáà øàð è âîñïîëüçóåìñÿ çàäà÷åé ?? � ïîëó÷èì
óòâåðæäåíèå ï. 3.
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Ï. 4. ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.4) Ëàãðàíæà î äèàìåòðå îáðàçà âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà.

Òåïåðü, èç êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî îáðàç Y = F (X ) èçìåðèì. �

Çàäà÷à 4.3. Äàéòå ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòîâ 1-4.

Ëåììà 4.4. (î çàïîëíåíèè èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà øàðàìè) Â ëþáîå èç-
ìåðèìîå ìíîæåñòâî X ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ìîæíî âëîæèòü êîíå÷íîå íåïå-
ðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå B := [ i B i � X øàðîâ B i îäèíàêîâîãî (äîñòàòî÷íî
ìàëîãî) ðàäèóñà, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì � (B )=� (X ) > � = � (n) > 0, ãäå êî-
ýôôèöèåíò � 2 (0; 1) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n. Ò.å.
øàðàìè îäèíàêîâîãî ìàëîãî ðàäèóñà ìîæíî çàïîëíèòü íåêóþ � -þ ãàðàíòèðî-
âàííóþ ïî ìåðå ÷àñòü ìíîæåñòâà X .

Äîêàçàòåëüñòâî . Âîçüìåì âëîæåííîå â X êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî K = [ j K j �
X , ìåðà êîòîðîãî íå ìåíüøå ïîëîâèíû � (X ). Â êàæäóþ êëåòêó K j âëîæèì òà-
êîå êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî Cj = [ l Qj; l , ñîñòàâëåííîå èç îäèíàêîâûõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ n-ìåðíûõ êóáîâ Qj;l , ÷òîáû ìåðà � (Cj ) áûëà íå ìåíüøå ïîëîâèíû ìåðû
� (K j ). Òîãäà êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî C = [ Cj � X èìååò ìåðó � (C) > (1=4)� (X ).
Òåïåðü â êàæäûé êóá Qj;l âïèøåì øàð B j;l (ò.å. äèàìåòð øàðà ðàâåí ðåáðó
êóáà). Â ñèëó çàäà÷è??, îòíîøåíèå 
 n ìåð øàðà è îïèñàííîé êëåòêè-êóáà çà-
âèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè n. Îáúåäèíåíèå B := [ j;l B j;l � X . Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì, ÷òî � (B )=� (X ) > (1=4)
 n = � (n). �

Ôóíäàìåíòàëüíîé ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4.1. (î ñîõðàíåíèè ìåðû ïðè äâèæåíèè) Ìåðà èíâàðèàíòíà îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæåíèÿ Mot , ò.å. äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíî-
æåñòâà X åãî îáðàç Mot (X ) èçìåðèì è ìåðà � (Mot (X )) = � (X ). Â ÷àñòíî-
ñòè, ìåðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà � (X ) > 0. Â ñèëó ëåììû 4.4,
çàïîëíèì øàðàìè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ãàðàíòèðîâàííóþ � -þ ïî ìåðå ÷àñòü
B1 � X äàííîãî ìíîæåñòâà. Çàòåì òàê æå ïîñòóïèì ñ äîïîëíåíèåì X 1 :=
X n B1 � çàïîëíèì øàðàìè îäèíàêîâîãî (âîçìîæíî, ìåíüøåãî) ðàäèóñà åãî
ãàðàíòèðîâàííóþ � -þ ïî ìåðå ÷àñòü B2 � X 1. Íà ñëåäóþùåì øàãå âîçüìåì
äîïîëíåíèå X 2 := X n(B1 [ B2). È ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k 2 N
èìååò ìåñòî âëîæåíèå: Uk := [ k

i =1 B i � X . Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî äîêàçàòü,
÷òî � (X n Uk ) < � (X )(1 � � )k (äîêàæèòå). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîå
êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå Uk = [ k

i =1 B i � X øàðîâ (âîçìîæíî, ðàçíîãî ðàäèóñà),
÷òî ðàçíîñòü ìåð 0 6 � (X ) � � (Uk ) 6 " ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëà.

Ïðèìåíèì ê èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó X ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå Mot � ïî-
ëó÷èì ìíîæåñòâî Y := Mot (X ). Ñîãëàñíî ëåììå 4.3, ìíîæåñòâî Y èçìåðèìî.
Äîïóñòèì, ÷òî � (X ) > � (Y ) Ðàññìîòðèì òàêîå îáúåäèíåíèå øàðîâ [ k

i =1 B i �
X , ÷òîáû � ([ k

i =1 B i ) > � (Y ). Ïîñêîëüêó Mot ([ k
i =1 B i ) � Mot (X ) + Y , òî

� (Mot ([ k
i =1 B i )) 6 � (Y ). Íî, â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû è äîêàçàííîãî â ëåììå

4.2 ñîõðàíåíèÿ ìåðû øàðà ïðè äâèæåíèè, � (Mot ([ k
i =1 B i )) = � ([ k

i =1 B i ) > � (Y ).
Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì äâèæåíèè ìåðà ìíîæåñòâà íå óáû-
âàåò.
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Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå äâèæåíèå Mot è òàêîå ìíîæåñòâî X , ÷òî
� (Mot (X )) > � (X ). Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Mot � 1, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, ïðåîáðàçóåò Mot (X ) â X ñ óìåíüøåíèåì ìåðû, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó. �

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.1 äëÿ ñëó÷àÿ � (X ) = 0 .

Çàìå÷àíèå 4.2. Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ìåðà ïëîñêèõ ìíîæåñòâ ñîâ-
ïàäàåò ñ èõ ïëîùàäüþ, à ìåðà òðåõìåðíûõ � ñ èõ îáúåìîì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì â òåîðèè èíòåãðèðî-
âàíèÿ.

Òåîðåìà 4.2. (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿ) Ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ:

1. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå Af f (x) = Lx + a, çàäàâàåìîå ìàòðèöåé L è
âåêòîðîì ñäâèãà a, èçìåíÿåò ìåðó ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæå-
ñòâà ïî ïðàâèëó: � (Af f (X )) = jdetLj � � (X ).

2. Ìåðà n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà � , ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ v1; :::; vn ,
ðàâíà ìîäóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçîâàíû êî-
îðäèíàòàìè âåêòîðîâ vi â ïðîèçâîëüíîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå:
� (�) = jdet(v1:::vn )j.

Äîêàçàòåëüñòâî . Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé detL 6= 0 . Ïóñòü,
ïîêà, L � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, çàäàþùåå ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå. Ïóñòü f g1; : : : ; gn g � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Â áàçèñå f gi gn

i =1 ìàòðèöà L̂ ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò äèàãîíàëü-
íûé âèä, ãäå íà i -ì ìåñòå ñòîèò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � i . Íàêîíåö, ïóñòü O
� îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå âåêòîðû gi ïðåîáðàçóåò â âåêòîðû
ei = (0 ; : : : ; 1; : : : ; 0)T ñòàíäàðòíîãî áàçèñà f ei gn

i =1 . Òîãäà L = O� 1 � L̂ � O.
Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà L̂ ïðåîáðàçóåò êëåòêó â êëåòêó, ðàçìåðû êîòîðîé èç-
ìåíÿþòñÿ ïî êàæäîé îñè â j� i j ðàç. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå L̂ èçìåíÿåò ìåðó
êëåòêè â j� 1 � : : : � � n j = jdetL̂ j = jdetLj ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå
L̂ èçìåíÿåò ìåðó ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà â jdetLj ðàç. Îðòîãîíàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ O è O� 1 ìåðó íå ìåíÿþò. Çíà÷èò, ñàìîñîïðÿæåííîå íåâûðîæ-
äåííîå ïðåîáðàçîâàíèå L èçìåíÿåò ìåðó â jdetLj ðàç.

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíîå íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Èç êóðñà ëèíåéíîé
àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
îðòîãîíàëüíîãî è ñàìîñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèé (ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå).
Çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå L èçìåíÿåò ìåðó â jdetLj ðàç. Îñòàåòñÿ
âñïîìíèòü, ÷òî ñäâèã ñîõðàíÿåò ìåðó. Ï. 1 äîêàçàí.

Óòâåðæäåíèå ï. 2 åñòü ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä åñòü îáðàç
åäèíè÷íîãî êóáà ïðè åãî îòîáðàæåíèè ìàòðèöåé (v1:::vn ). �

Çàìå÷àíèå 4.3. Óòâåðæäåíèå ï. 2 äëÿ ñëó÷àÿn = 2 åñòü èçâåñòíîå èç àíà-
ëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, à ïðè
n = 3 � ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïîìîùüþ ñìåøàííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.2 äëÿ ñëó÷àÿ âûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ L .
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4.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ÿêîáèàíà.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü F : Rn � U ! V � Rn � äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé.
Ïóñòü x0 2 U, à t > 0. Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé êóá-êëåòêó ñ âåðøèíîé â
òî÷êå x0 è ðåáðîì äëèíû t:

Q(x0; t) = f x = x0 + h 2 Rn : 0 6 hi 6 t; i = 1 ; :::; ng:

Ïóñòü t íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî Q(x0; t) � U. Òîãäà:

1. Îáðàç êóáà F (Q(x0; t)) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì è ñïðàâåäëè-
âî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

lim
t ! +0

� (F (Q(x0; t)))
� (Q(x0; t))

= lim
t ! +0

� (F (Q(x0; t)))
tn = jdetDF (x0)j; (4.1)

ò.å. ìîäóëü ÿêîáèàíà äèôôåîìîðôèçìà â òî÷êå x0 ðàâåí êîýôôèöèåíòó
èçìåíåíèÿ ìåðû â äàííîé òî÷êå.

2. Åñëè çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà W � U, òî ïðåäåë ( 4.1) ðàâíîìåðåí íà
W , ò.å.

8" > 0 9� : 8x0 2 W ^ 8 t < � , ! j � (x0; t)j < "; ãäå

� (x0; t) := jdetDF (x0)j �
� (F (Q(x0; t)))

tn :

Îáñóæäåíèå 4.1. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 îòîáðàæåíèå F ïðåäñòàâèìî â
âèäå

F (x) = F (x0 + h) = F (x0) + DF (x0)h + � (x0; h);

ãäå � (x0; h) = o(jhj) ïðè jhj ! 0. Åñëè îòáðîñèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí � , òî îñòàâ-
øååñÿ àôôèííîå îòîáðàæåíèå h ! F (x0) + DF (x0)h èçìåíÿåò ìåðó â òî÷íîñòè
â jdetDF (x0)j ðàç (ï. 1 òåîðåìû 4.2). Ò.å. ñìûñë òåîðåìû â òîì, ÷òî â ïðåäåëå
íåâûðîæäåííîå äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå èñêàæàåò ìåðó òàê æå, êàê
åãî ïðîèçâîäíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî . Âî-ïåðâûõ, èç ëåììû 4.3 ñëåäóåò èçìåðèìîñòü îáðàçà
F (Q(x0; t)) . Äàëåå, èç ï. 1 òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî
(4.1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ

bF (h) := ( DF (x0)) � 1 � (F (x0 + h) � F (x0)) = h + � (h);

ãäå� (h) = ( DF (x0)) � 1� (x0; h) = o(jhj) ïðè jhj ! 0.
Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé êóá-êëåòêó ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðåáðîì

äëèíû t: Q(t) = f Rn 3 h : 0 6 hi 6 t; i = 1 ; :::; ng. Îáîçíà÷èì � max (t) :=
maxh2 Q(t ) j� (h)j (îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
� ). Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ bF ñëåäóåò, ÷òî îáðàç êóáà bF (Q(t)) öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â êóáåQext (t) ñ ðåáðîì [� � max (t); t + � max (t)] è öåëèêîì ñîäåðæèò
êóá Qint (t) ñ ðåáðîì [� max (t); t � � max (t)] (ðèñ. 4.1). Ñëåäîâàòåëüíî

(t � 2� max (t))n 6 � ( bF (Q(t))) 6 (t + 2 � max (t))n ,
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tn
�

1 � 2
� max (t)

t

� n

6 � ( bF (Q(t))) 6 tn
�

1 + 2
� max (t)

t

� n

:

Ìàêñèìóì � max (t) = max h2 Q(t ) j� (h)j äîñòèãàåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå h� (t) 2 Q(t).
Åñëè äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ t > 0 âåðíî jh� (t)j > 0, òî ïîëó÷åííóþ äâóñòîðîííþþ
îöåíêó ìîæíî çàïèñàòü òàê:

tn
�

1 � 2
j� (h� (t)) j

jh� (t)j
jh� (t)j

t

� n

6 � ( bF (Q(t))) 6 tn
�

1 + 2
j� (h� (t)) j

jh� (t)j
jh� (t)j

t

� n

:

Åñëè æå ïðè íåêîòîðîì t̂ > 0 âåðíî jh� (t̂)j = 0 , òî j� (h� (t)) j � 0 äëÿ âñåõ
t 2 [0; t̂ ]; â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì j� (h� (t)) j=jh� (t)j := 0 . Â ðåçóëüòàòå äðîáü
j� (h� (t)) j=jh� (t)j îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0. Íî jh� (t)j íå
áîëüøå äèàãîíàëè n-ìåðíîãî êóáà ñî ñòîðîíîé t, çíà÷èò, jh� (t)j 6

p
n � t. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðè t ! +0 âåðíî, ÷òî jh� (t)j ! +0 , j� (h� (t)) j = o(jh� (t)j) è

1 
�

1 � 2
j� (h� (t)) j

jh� (t)j

p
n

� n

6
� ( bF (Q(t)))

tn 6
�

1 + 2
j� (h� (t)) j

jh� (t)j

p
n

� n

! 1: (4.2)

Íî è îïðåäåëèòåëü detD bF (0) = det(id) = 1 . Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (4.1) äîêàçàíî.

t

t

max
s

m a x
s-

max
t s+

max
t s-

· ··· ··

( ( ))F Q t
)

1x

n
x

Ðèñ. 4.1

¡

a

k

j
C

( )l

j
c

Ðèñ. 4.2

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Óìíîæèì îöåíêó ( 4.2) íà jdetDF (x0)j. Èç
òåîðåìû 4.2, áèíîìà Íüþòîíà è îïðåäåëåíèÿ ìàëîãî îòîáðàæåíèÿ � ñëåäóåò,
÷òî èñëåäóåìàÿ ðàçíîñòü äîïóñêàåò îöåíêó

�
�
� jdetDF (x0)j �

� (F (Q(x0; t)))
tn

�
�
� 6 jdetDF (x0)j

nX

k=1

Ck
n 2k

�
j� (h� (t)) j

jh� (t)j

p
n

� k

6

jdetDF (x0)j
nX

k=1

Ck
n 2k

�
jjDF � 1(x0)jj � j � (x0; h� (t)) j

jh� (t)j

p
n

� k

6
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j� (x0; h� (t)) j
jh� (t)j

 

C1 + C2
j� (x0; h� (t)) j

jh� (t)j
+ ::: + Cn

�
j� (x0; h� (t)) j

jh� (t)j

� n � 1
!

; (4.3)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû Ck íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò îïðåäåëèòåëÿ
detDF (x0), íîðìû jjDF � 1(x0)jj è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n, ïðè÷åì x0 2 U

0
.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó C1, íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå U
0

êîýôôèöèåíòû Ck îãðàíè÷åíû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ball (r; 0) � Rn øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå. Ðàäèóñ r

âûáðàí íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû òî÷êè x + h 2 U ïðè (x; h) 2 U
0
� Ball (r; 0)

(êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà U
0

ãàðàíòèðóåò, ÷òî òàêîé ðàäèóñ ñóùåñòâóåò).
Èññëåäóåì ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ îò äâóõ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ

! : U
0
� Ball (r; 0) ! R;

! (x; h) :=
j� (x; h)j

jhj
=

jF (x + h) � F (x) � DF (x)hj
jhj

ïðè h 6= 0 ^ ! (x; 0) := 0 :

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ! âñþäó íåïðåðûâíà. Ñîáñòâåííî, â äîêàçàòåëü-
ñòâå íóæäàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü â òî÷êàõ âèäà (x0; 0). Äîêàæåì, ÷òî lim ! (x; h) =
! (x0; 0) = 0 ïðè (x; h) ! (x0; 0). Ñ ýòîé öåëüþ îñóùåñòâèì îöåíêó ñâåðõó:

! (x; h) =
jF (x + h) � F (x) � DF (x)hj

jhj
6

j(F (x + h) � F (x0 + h)) � (F (x) � F (x0)) � (DF (x)h � DF (x0)h)j
jhj

+

+
jF (x0 + h) � F (x0) � DF (x0)hj

jhj
6

j(F (x + h) � F (x0 + h)) � (F (x) � F (x0)) j
jhj

+ jj (DF (x) � DF (x0)) jj +
j� (x0; h)j

jhj
:

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
h ! 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ � (x0; h). Âòîðîå ñëàãàåìîå íå çàâè-
ñèò îò ïåðåìåííîé h è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x ! x0 â ñèëó íåïðåðûâíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ F . Ïåðâîå ñëàãàåìîå çàâèñèò îò ïàðû ïåðå-
ìåííûõ (x; h). Äëÿ åãî èññëåäîâàíèÿ ââåäåì äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå
� F (x; h) := F (x + h) � F (x0 + h). Åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó â
òî÷êå (x; h) ðàâíà: D2(� F )(x; h) = DF (x + h) � DF (x0 + h). Çàìåòèì, ÷òî

� F (x; h) � � F (x; 0) = ( F (x + h) � F (x0 + h)) � (F (x) � F (x0)) :

Ïîýòîìó

j(F (x + h) � F (x0 + h)) � (F (x) � F (x0)) j
jhj

=
j� F (x; h) � � F (x; 0)j

jhj
6

jjD2(� F )(x; �h )jj � j hj
jhj

= jjDF (x + �h ) � DF (x0 + �h )jj ; ãäå� 2 (0; 1):
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Íî jjDF (x + �h ) � DF (x0 + �h )jj ! 0 ïðè (x; h) ! (x0; 0), îïÿòü æå â ñèëó
íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè F .

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ! íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå U
0
� Ball (r; 0). Èç

òåîðåìû Êàíòîðà ñëåäóåò, ÷òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó âûðàæå-
íèå â ñêîáêàõ â îöåíêå ( 4.3) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî íà U

0
� Ball (r; 0). Òåïåðü,

èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ! , â ñèëó îöåíêè ( 4.3), ñëåäóåò âòîðîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.3. �

4.3. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â êðàòíîì èíòåãðàëå. Íàì ïîòðå-
áóåòñÿ

Ëåììà 4.5. (î ïîãðóæåíèè ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû â êóáû-êëåòêè) Ïóñòü
êëåòêà-êóá Qa = [0 ; a]n � Rn ñîäåðæèò ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû � � Q.
Ïóñòü [ k n

i =1 qi (k) = Qa � ðàçáèåíèå êóáà íà �ìàëûå� êóáû-êëåòêè ñî ñòîðîíîé
a=k k 2 N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I k (�) îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ íîìåðîâ i êóáîâ
qi , êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ � . Òîãäà

8" > 0 9k0 : 8k > k 0 ,! �
� [

i 2 I k (�)

qi

�
< ":

Îáñóæäåíèå 4.2. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû ìîæåò áûòü
ïîãðóæåíî â êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû. Â ëåììå ñôîð-
ìóëèðîâàíî áîëåå òîíêîå ñâîéñòâî: åñëè êëåòêó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
ìåðû íîëü, ðàçáèâàòü íà ðàâíûå �ìàëûå� êóáû òàê, ÷òîáû ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ
ñòðåìèëàñü ê íóëþ, òî àâòîìàòè÷åñêè ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû áóäåò ïîãðóæå-
íî â êëåòî÷íîå ìíîæåñòâî ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû.

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïîãðóçèì ìíîæåñòâî � â íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå êëå-
òî÷íîå ìíîæåñòâî C = [ N

j =1 Cj � Qa ìåðû "=2. Îöåíèì ìåðó îáúåäèíåíèÿ
[ i 2 I k (�) qi (k) âñåõ òåõ ìàëûõ êóáîâ qi (k), êîòîðûå ìîãóò ïåðåñå÷üñÿ ñ C. Ïóñòü

Cj \ qi (k) 6= ? , ãäå êëåòêàCj èìååò ðàçìåðû c( l )
j (l = 1 ; :::; n). Òîãäà êëåòêà-êóá

qi (k) íàâåðíÿêà öåëèêîì ïðèíàäëåæèò �ðàçäóòîé� êëåòêå C0
j ñ ðàçìåðàìè c( l )

j +
2a=k (ðèñ. 4.2). Ìåðà ïîñëåäíåé ðàâíà

� (C0
j ) =

�
c(1)

j +
2a
k

�
� ::: �

�
c(n )

j +
2a
k

�
= c(1)

j � ::: � c(n )
j + P (n � 1)

j

�
2a
k

�
; (4.4)

ãäå c(1)
j � ::: � c(n )

j = � (Cj ), à P (n )
j (2a=k) � ìíîãî÷ëåí ïî ïåðåìåííîé 2a=k ñòå-

ïåíè n, ó êîòîðîãî âñå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí
íóëþ . Ïîýòîìó P (n )

j (2a=k) = (1 =k)R(n � 1)
j (1=k), ãäåR(n � 1)

j (1=k) � ìíîãî÷ëåí ïî
ñòåïåíÿì 1=k ñòåïåíè n � 1 ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè c( i )

j è a. Çíà÷èò, R(n � 1)
j (1=k) < R j , ãäå Rj íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà.
Ïîëó÷àåì, ÷òî

� �
[

i 2 I k (�)

qi (k) �
N[

j =1

C0
j
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è

�
� [

i 2 I k (�)

qi

�
6 �

� N[

j =1

C0
j

�
6

NX

j =1

� (C0
j ) 6 � (C) +

NX

j =1

1
k

Rj <
"
2

+
"
2

= ";

åñëè íàòóðàëüíîå k âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì. �

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ:

Òåîðåìà 4.4. (î çàìåíå ïåðåìåííûõ) Ïóñòü F : Rn � U ! V � Rn �
äèôôåîìîðôèçì îáëàñòåé. Ïóñòü X � U � èçìåðèìîå êîìïàêòíîå ïîäìíî-
æåñòâî, à Y = F (X ). Ïóñòü f : Y ! R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

�

Y

f (y)dy =
�

X

f (F (x)) jdetDF (x)j dx: (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îáà èíòåãðàëà â ðàâåíñòâå ( 4.5)
ñóùåñòâóþò: ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû, ìíîæåñòâî X èçìåðèìî
ïî óñëîâèþ, à ìíîæåñòâî Y = F (X ) èçìåðèìî â ñèëó ëåììû 4.3. Ïîýòîìó
ëþáûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé ìíîæåñòâ X è Y , ó êîòîðûõ ìåëêîñòè
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, óñòðåìëÿþò èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà ê ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì èíòåãðàëàì èç ( 4.5).

Ïîãðóçèì ìíîæåñòâî X â êëåòêó-êóá Qa . Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå êóáà
Qa = [ k n

i =1 qi (k) íà ìàëûå êóáû-êëåòêè ñî ñòîðîíîé a=k k 2 N. Âñå êëåòêè
ðàçáèâàþòñÿ íà òðè êëàññà: 1) íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñX = X , 2) ïåðåñåêàþùèåñÿ
ñ ãðàíèöåé @X, 3) öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèå âíóòðåííîñòè Int (X ) (ðèñ. 4.3).
Êëåòêè èç ïåðâîãî êëàññà íàñ íå èíòåðåñóþò. Îáúåäèíåíèå

S
i 2 I k (@X) qi âñåõ

êëåòîê èç âòîðîãî êëàññà èìååò ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ìåðó, åñëè k äîñòàòî÷íî
âåëèêî (ëåììà 4.5). Âûáåðåì â êàæäîé êëåòêå qi , ãäåi 2 I k (@X), ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó � i 2 qi \ X , ñîñòàâèì äëÿ ýòèõ êëåòîê èíòåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà è
îöåíèì åå ìîäóëü, îïèðàÿñü íà ëåììó 4.5:

�
�
�

X

i 2 I k (@X)

f (F (� i )) jdetDF (� i )j � (qi \ X )
�
�
� 6

max
y2 Y

jf (y)j � max
x 2 X

jdetDF (x)j � �
� [

i 2 I k (@X)

qi

�
! 0 ïðè k ! 1 ; (4.6)

â îöåíêå ( 4.6) ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè f , íåïðåðûâíî-
ñòüþ ïðîèçâîäíîé DF , êîìïàêòíîñòüþ ìíîæåñòâà X è êîìïàêòíîñòüþ îáðàçà
Y = F (X ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jk (Int (X )) îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ íîìåðîâ i êóáîâ qi , êî-
òîðûå ïðèíàäëåæàò òðåòüåìó êëàññó, ò.å. qi � Int (X ). Âûáåðåì â êàæäîé
êëåòêåqi � Int (X ) òî÷êó � i 2 qi ñ ìèíèìàëüíûì íàáîðîì êîîðäèíàò. (Åñëè
n = 2 , òî ýòî áóäåò òî÷êà â ëåâîì íèæíåì óãëó, ñì. ðèñ. 4.3. Òàêîé âûáîð
òî÷êè � i 2 qi ïîçâîëèò íàì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 4.2.) Òîãäà, ñ ó÷åòîì ( 4.6),
äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

�

X

f (F (x)) jdetDF (x)j dx = lim
k !1

0

@
X

i 2 I k (@X)

f (F (� i )) jdetDF (� i )j � (qi \ X ) +
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X

i 2 J k ( Int (X ))

f (F (� i )) jdetDF (� i )j � (qi )

1

A =

lim
k !1

X

i 2 J k ( Int (X ))

f (F (� i )) jdetDF (� i )j � (qi ): (4.7)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ïî X ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíîé ñóììû Ðèìàíà
òîëüêî ïî âíóòðåííèì êóáàì ðàçáèåíèÿ.

X¶

i
x
· i
q

X
a

Q

Ðèñ. 4.3

G
W

u

v

M

Q

x

y

z

¶W ¶Q

Q
A

int
n

t
r

n
r

b
ur

¢a
A

T M

Ðèñ. 4.4

Ïåðåéäåì ê èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.5). Îòîáðàæåíèå F ïîðîæ-
äàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y = [ k n

i =1 (F (qi (k)) \ Y ) íà �êðèâîëèíåéíûå� êóáû.
Èç ï. 1 ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Y ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè k ! + 1 . Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî Y ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíîé
ñóììû Ðèìàíà:

�

Y

f (y)dy = lim
k !1

0

@
X

i 2 I k (@X)

f (F (� i )) � (F (qi \ X )) +
X

i 2 I ( Int (X ))

f (F (� i )) � (F (qi ))

1

A :

Äëÿ ïåðâîé ñóììû, ñ ó÷åòîì ï. 2 òåîðåìû 4.2 è ëåììû 4.3, ïîëó÷àåì îöåíêó
�
�
�

X

i 2 I k (@X)

f (F (� i )) � (F (qi \ X ))
�
�
� 6

X

i 2 I k (@X)

jf (F (� i )) j � (F (qi )) 6

max
y2 Y

jf (y)j
X

i 2 I (@X)

(jdetDF (� i )j + � (� i ; 1=k)) � (qi ) 6

max
y2 Y

j(f (y)j � (max
x 2 X

jdetDF (x)j + " ) � �
� [

i 2 I k (@X)

qi

�
! 0 ïðè k ! 1 :

Äëÿ âòîðîé ñóììû ïîëó÷àåì
X

i 2 J k ( Int (X ))

f (F (� i )) � (F (qi )) =
X

i 2 J k ( Int (X ))

f (F (� i ))( jdetDF (� i )j + � (� i ; 1=k)) � (qi ):

Íî, â ñèëó ï. 2 òåîðåìû 4.2, j� (� i ; 1=k)j ! 0 ïðè k ! 1 ðàâíîìåðíî ïî âñåì
� i 2 X . Ïîýòîìó

lim
k !1

X

i 2 J k ( Int (X ))

f (F (� i )) � (F (qi )) = lim
k !1

X

i 2 J k ( Int (X ))

f (F (� i )) jdetDF (� i )j� (qi ):
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Ñðàâíèâàÿ ñ (4.7), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ôîðìóëà ( 4.5) çàìåíû ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò óñèëèòü òåîðåìó 4.3 î ìîäóëå
ÿêîáèàíà:

Ñëåäñòâèå 4.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3 ðàññìîòðèì 
 t � U � ìíîæå-
ñòâî èçìåðèìûõ îáëàñòåé, çàâèñÿùèõ îò ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà t 2 (0; � ) è
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: 1) äèàìåòð diam(
 t ) ! 0 ïðè t ! +0 , 2) ïåðå-
ñå÷åíèå \ t 2 (0 ;� ) 
 t = x0. Òîãäà

lim
t ! +0

� (F (
 t ))
� (
 t )

= jdetDF (x0)j: (4.8)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë ìåðû çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y = F (x)
âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç äèôôåðåíöèàë ìåðû íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé c êî-
ýôôèöèåíòîì jdetDF (x0)j. Ïîä÷åðêèâàÿ àíàëîãèþ äèôôåðåíöèàëà ìåðû ñ
îáû÷íûì äèôôåðåíöèàëîì, çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîìïîçèöèè äèôôåîìîðôèç-
ìîâ F2 � F1 êîýôôèöèåíò èñêàæåíèÿ ìåðû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ,
ïîñêîëüêó jdetD(F2 � F1)(x0)j = jdetDF2(y0)j � j detDF (x0)j.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå ôîðìóëó ( 4.8), âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ìåðû
� (F (
)) =

�
F (
) dy, ôîðìóëîé ( 4.5) è òåîðåìîé î ñðåäíåì äëÿ íåïðåðûâíîé

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

4.4. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çíàêà ÿêîáèàíà.
ß íà ïðàâóþ ðóêó íàäåëà
Ïåð÷àòêó ñ ëåâîé ðóêè.
À.À. Àõìàòîâà. Ïåñíÿ
ïîñëåäíåé âñòðå÷è

Îáñóæäàåìûé âîïðîñ ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà. Â îñíîâå
ëåæèò

Ëåììà 4.6. (î äâóõ êëàññàõ áàçèñîâ) Ìíîæåñòâî âñåõ áàçèñîâ n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà ïî ñëåäóþùåìó
îòíîøåíèþ: äâà áàçèñà f e1; :::; en g è f g1; :::; gn g ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàñ-
ñó òîãäà è ò.ò., êîãäà ìàòðèöà íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
A(ei ) := gi èìååò ïîëîæèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü: detA > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî . Óêàçàííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïîñêîëüêó îíî:

1) ðåôëåêñèâíî: id(ei ) = ei è det(id) = 1 > 0;
2) ñèììåòðè÷íî: ïîñêîëüêó A � 1(gi ) = ei è det(A � 1) = ( detA) � 1 > 0;
3) òðàíçèòèâíî: åñëè B (gi ) = hi è detB > 0, òî (B � A)(ei ) = hi è det(B � A) =

detB � detA > 0.
Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ çíàêà îïðåäåëèòåëÿ íåâûðîæäåííîé ìàò-

ðèöû åñòü â òî÷íîñòè äâå âîçìîæíîñòè � èëè áûòü ïîëîæèòåëüíûì, èëè îòðè-
öàòåëüíûì. �
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Çàäàòü îðèåíòàöèþ â Rn îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíî âû-
áðàòü îäèí èç äâóõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ áàçèñîâ è íàçâàòü åãî ïðàâûì ,
à âòîðîé êëàññ � ëåâûì . �

Îáñóæäåíèå 4.3. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â êëàññå ïðàâûõ (ëåâûõ) áàçè-
ñîâ èìåþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû. Âî-âòîðûõ, ÷òîáû ïîìåíÿòü îðèåí-
òàöèþ áàçèñà äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ áàçèñíûõ âåêòîðà (â
òîì ÷èñëå ïåðâûé ñ ïîñëåäíèì). Íà ïëîñêîñòè òðàäèöèîííî ïðàâûì íàçûâà-
þò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f i,j g, â êîòîðîì ïîâîðîò ïî ìåíüøåìó óãëó îò
ïåðâîãî âåêòîðà êî âòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè . Â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðàäèöèîííî ïðàâûì íàçûâàþò áàçèñ f i,j,k g, â êîòîðîì
òðåòèé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà. Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ïîâîðî-
òà íà ïëîñêîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîçìîæåí òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà:
1) ïëîñêîñòü ïîãðóæåíà â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, 2) âûáðàíà íîðìàëü n ê
ïëîñêîñòè, 3) ìû ðàññìàòðèâàåì ïëîñêîñòü ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè (ðèñ.
6.5). Ò.å. áàçèñf i,j,n g ïðàâûé.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê îñîâíîìó âîïðîñó:

Òåîðåìà 4.5. (î çíàêå ÿêîáèàíà) Ïóñòü F : Rn � U ! V � Rn � äèôôåî-
ìîðôèçì îáëàñòåé. Åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå x0 2 U îïðåäåëèòåëü detDF (x0) >
0, òîãäà â êàæäîé òî÷êå x 2 U ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå DF (x) ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ; åñëè æå detDF (x0) < 0, òî â êàæäîé òî÷êå x 2 U ïðåîáðàçîâà-
íèå DF (x) ìåíÿåò åå íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîñòîÿíñòâå çíàêà ÿêîáèàíà . Äîïóñòèì, ÷òî
â äâóõ òî÷êàõ îí ïðîòèâîïîëîæíûé. Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè íåïðåðûâíîé êðèâîé
â U; òîãäà ïîëó÷èì, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïðåäåëèòåëÿ, òàêóþ òî÷êó x 2 U,
â êîòîðîé detDF (x) = 0 . Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äèôôåîìîð-
ôèçìà. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà îïðåäåëåíèå 4.2. �

Â äàëüíåéøåì ìû îáñóäèì ïîíÿòèå îðèåíòàöèè (è, àâòîìàòè÷åñêè, ñìûñë
çíàêà ÿêîáèàíà) êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé.
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Ÿ 5. Ôîðìóëà Ãðèíà

Ôîðìóëà Äæîðäæà Ãðèíà (1793-1841) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ìíîãîìåðíûì àíàëî-
ãîì ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Îíà ñâÿçûâàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ïëîñêîé
çàìêíóòîé êðèâîé ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî åå âíóòðåííîñòè.

5.1. Îðèåíòàöèÿ çàìêíóòîé êðèâîé.
Èç ïðåäîñòîðîæíîñòè,
îí îáîøåë âîêðóã äîìà,
áóäòî ãóëÿÿ.
Ì.Þ. Ëåðìîíòîâ. Ãåðîé
íàøåãî âðåìåíè

Â ýòîì ïóíêòå ìû îáñóäèì (áåç äîêàçàòåëüñòâ) ñîãëàñîâàíèå îðèåíòàöèè
ïëîñêîñòè ñ îðèåíòàöèåé ïëîñêîé çàìêíóòîé êðèâîé.

Ïóñòü 
 � R2 � ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ (ÇÊÃÊ). Íà-
ïîìíèì (ñì. ðèñ 5.1), ÷òî òàêàÿ êðèâàÿ íåïðåðûâíà è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà ãëàäêèõäóã:

1. êàæäàÿ èç äóã çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèåé r i 2 C1[t i � 1; t i ], 8t 2 (t i � 1; t i ) ,!
r 0

i (t) 6= 0 (i = 1 ; :::; N );
2. äóãè ïðàâèëüíî ñîñòûêîâàíû â êîíöàõ : r i (t i ) = r i +1 (t i ) (i = 1 ; :::; N � 1),

r N (tN ) = r 1(t0); ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå r 0
i (t i � 1 +0) 6= 0

è r 0
i (t i � 0) 6= 0;

3. âåêòîð-ôóíêöèÿ r (t) := r i (t) äëÿ t 2 [t i � 1; t i ] èíúåêòèâíà.

Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà �î÷åâèäíîå� (íî òðóäíî äîêàçûâàåìîå!) óòâåð-
æäåíèå

Ëåììà 5.1. (Æîðäàíà î ðàçáèåíèè ïëîñêîñòè) Çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
êðèâàÿ 
 ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü R2 íà äâå îáëàñòè � îãðàíè÷åííóþ 
 int (
 ) è
íåîãðàíè÷åííóþ 
 ext (
 ) è ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé ãðàíèöåé:

R2 = 
 int (
 )
[


 ext (
 )
[


; @
 int (
 ) = @
 ext (
 ) = 
:

Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü 
 int (
 ) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ êðèâîé , íåîãðà-
íè÷åííàÿ 
 ext (
 ) � âíåøíîñòüþ êðèâîé .

Èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ëþ-
áîé òî÷êå ãëàäêîñòè t 6= t i ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîðâíóòðåííåé íîðìàëè
n int (t)? r 0(t), ÷òî òî÷êà r (t) + "n int (t) 2 
 int äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ " > 0.
Ìû çíàåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé óæå çàäàåò åå îðèåíòàöèþ � ïîðÿäîê
òî÷åê, ïîðîæäåííûé ðîñòîì ïàðàìåòðà. Îêàçûâàåòñÿ, ñ ïîìîùüþ n int (t) îðè-
åíòàöèþ çàìêíóòîé êðèâîé ìîæíî ñîãëàñîâàòü ñ îðèåíòàöèåé âñåé ïëîñêîñòè:

Îïðåäåëåíèå 5.1. Íàçîâåì îðèåíòàöèþ çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðè-
âîé ïîëîæèòåëüíîé îòíîñèòåëüíî âíóòðåííîñòè 
 int (
 ), åñëè â êàæäîé òî÷êå
ãëàäêîñòè áàçèñf r 0(t); n int (t)g ïðàâûé. �

Ëåììà 5.2. (î êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé îðèåíòàöèè) Åñëè îðèåí-
òàöèÿ ÇÊÃÊ, ïîðîæäåííàÿ ðîñòîì ïàðàìåòðà t, ïðàâàÿ â îäíîé òî÷êå ãëàä-
êîñòè, òî îíà ïðàâàÿ â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîé êðèâîé ñðàçó ñëåäóåò èç êîì-
ïàêòíîñòè êðèâîé è íåïðåðûâíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè r 0(t) 6= 0 (îáîñíóéòå). Ñëó-
÷àé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïåðåéäåì ê óòî÷íåíèþ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïëîñêàÿ îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé , åñëè ëþ-
áàÿ çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ 
 � G ïðèíàäëåæèò îáëàñòè âìåñòå ñî
ñâîåé âíóòðåííîñòüþ: 
 int (
 ) � G. �

Îáñóæäåíèå 5.1. Ìíîæåñòâî G, áóäó÷è îáëàñòüþ, óæå ëèíåéíî ñâÿçíî.
Îäíîñâÿçíîñòü, èíòóèòèâíî, îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòü íå èìååò äûðîê.

·

·

·

0t
1t

N
t

x

y

int ( )gW

·

1 1( )tr

'( )tr

int ( )tn

g

Ðèñ. 5.1

'( )tr

( )tn

Ðèñ. 5.2

Ïðèìåðû 5.1. îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé: 1) ïîëóïëîñêîñòü, 2) îòêðûòûé êðóã,
3) âíóòðåííîñòü ìíîãîóãîëüíèêà, 4) ââåäåííàÿ â ëåììå 5.1 îáëàñòü 
 int (
 ) (ðèñ.
5.1).

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü çàìêíóòûå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå 
 j (j =
1; :::; N � 1) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðèíàäëåæàò âíóòðåííîñòè êóñî÷íî-ãëàä-
êîé êðèâîé 
 è íå ïðèíàäëåæàò âíóòðåííîñòè äðóã äðóãà:

8j 6= k (j; k = 1 ; :::; N � 1) ,! 
 j

\

 k = ? ; 
 j � 
 int (
 ); 
 i 6� 
 int (
 k )

(â ýòîì ñëó÷àå çàìûêàíèÿ âíóòðåííîñòåé 
 int (
 j ) � 
 int (
 )) (ðèñ. 5.2). Îá-
ëàñòü


 int (
; N ) := 
 int (
 ) n
N � 1[

j =1


 int (
 j );

â êîòîðîé N � 1 �äûðîê� 
 int (
 j ), íàçûâàåòñÿ N -ñâÿçíîé , èëè, ïðîùå, � ìíî-
ãîñâÿçíîé . �

Ãðàíèöà N -ñâÿçíîé îáëàñòè

@
 int (
; N ) = 
 [ 
 1 [ 
 2::: [ 
 N � 1

îñòîèò èç N ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíîé
îáëàñòüþ: @R= S1

int [ S1
ext (ðèñ. 5.2).
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Îïðåäåëåíèå 5.4. Ãðàíèöà 
 [ 
 1 [ 
 2::: [ 
 N � 1 ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè íà-
çûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíî , åñëè:

1) çàìêíóòàÿ êðèâàÿ 
 îðèåíòèðîâàíà ïîëîæèòåëüíî îòíîñèòåëüíî ñâîåé
âíóòðåííîñòè 
 int (
 );

2) äëÿ êàæäîãî j = 1 ; : : : ; N � 1 çàìêíóòàÿ êðèâàÿ 
 j îðèåíòèðîâàíà îòðè-
öàòåëüíî îòíîñèòåëüíî ñâîåé âíóòðåííîñòè 
 int (
 j ).

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïðàâûì ìû íàçûâàåì òàêîå íàïðàâëåíèå îáõîäà ãðà-
íèöû ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè, ïðè êîòîðîé îáëàñòü îñòàåòñÿ ñëåâà (ñì. ðèñ.
5.2). �

5.2. Ôîðìóëà Ãðèíà.
Ìû âñ¼ õîäèì âîêðóã äà îêîëî
è íèêàê íå äîãîâîðèìñÿ
äî íàñòîÿùåé ñóòè.
À.Ï. ×åõîâ Ðàññêàç
íåèçâåñòíîãî ÷åëîâåêà

Íàïîìíèì ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà (ÊÈÂÐ). Ïóñòü:
G � R2 � îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ êðèâóþ 
 = gAB , êîòîðàÿ çàäàíà ãëàäêîé
âåêòîð-ôóíêöèåé R (s) = ( x(s); y(s)) îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà s 2 [0; S];
dR (s) = ( dx(s); dy(s))T � äèôôåðåíöèàë; f(x; y) = ( P(x; y); Q(x; y))T ((x; y) 2
G) � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå. ÊÈÂÐ ïî 
 � ýòî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

�



Pdx+ Qdy :=

� S

0
(f(R (s)) ; dR (s)) =

� S

0
(P(x(s); y(s))dx(s)+ Q(x(s); y(s))dy(s)) :

Äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ ÊÈÂÐ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî
ãëàäêèì äóãàì. Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíî y = ' (x), òî èç ôîðìóëû çàìåíû
ïåðåìåííîé ñëåäóåò, ÷òî

�



Pdx + Qdy =

� b

a
(P(x; ' (x)) + Q(x; ' (x)) ' 0(x))dx: (5.1)

Òåîðåìà 5.1. (ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè) Ïóñòü G � R2

� îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, âåêòîð-ôóíêöèÿ f (x; y) = ( P(x; y); Q(x; y))T ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó C1(G), 
 � G � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü 
 � G (ò.å. 
 = @
 ). Òîãäà
ñïðàâåäëèâàôîðìóëà Ãðèíà

�

@


Pdx + Qdy =
�




�
@Q(x; y)

@x
�

@P(x; y)
@y

�
dxdy: (5.2)

Îáñóæäåíèå 5.2. Ñðàâíèì ôîðìóëó ( 5.2) ñ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

� b

a
f (x)dx =

� b

a
F 0(x)dx = F (b) � F (a); ãäåF 2 C1[a; b]:
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Ïîñëåäíþþ ìû ïðèâûêëè òðàêòîâàòü òàê: èíòåãðàë íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f
ïî îòðåçêó ðàâåí �èíòåãðàëó� îò åå ïåðâîîáðàçíîé F ïî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíè-
öå îòðåçêà. Ïîñêîëüêó íà îòðåçêå ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïåðâî-
îáðàçíóþ, êàæåòñÿ, ÷òî òîëüêî òàêàÿ òðàêòîâêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Îäíàêî
â ñëó÷àå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé îòñóòñòâóåò,
íî ñîõðàíÿåòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ; òî÷íåå ñêàçàòü, ïîíÿòèå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà . Ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è Ãðèíà åäèíîîáðàçíî
ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê: èíòåãðèðîâàíèå äàííîé ôóíêöèè ïî êðàþ ìîæíî çà-
ìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî âíóòðåííîñòè, ïðèìåíèâ ê äàííîé ôóíêöèè ñïåöè-
àëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïðåäïîëîæèì, äîïîëíèòåëüíî, ÷òî îáëàñòü 
 ýëåìåíòàðíà
îòíîñèòåëüíî îáåèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè ' (x);  (x) (x 2 [a; b]) è � (y); � (y) (y 2 [c; d]), ÷òî (ñì. ðèñ. 5.3)


 = f (x; y) : x 2 (a; b); ' (x) < y <  (x)g = f (x; y) : y 2 (c; d); � (y) < x < � (y)g:

Ïåðåõîäÿ îò äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó, ïîëó÷àåì äëÿ âòîðîãî ñëà-
ãàåìîãî

�
� �




@P(x; y)
@y

dxdy = �
� b

a
dx

�  (x )

' (x )

@P(x; y)
@y

dy =

� b

a
P(x; ' (x))dx �

� b

a
P(x;  (x))dx =

�

ÂBCD
Pdx +

�

gDE
Pdx +

�

^EF MN
Pdx +

�

gNA
Pdx =

�

@

Pdx:

Ïåðåõîäÿ îò èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêó [a; b] ê êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì, ìû
ó÷ëè, âî-ïåðâûõ, ôîðìóëó ( 5.1) (âçÿâ Q � 0) è, âî-âòîðûõ, ÷òî íà âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêàõ DE è NA èíòåãðàë îáíóëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë dx = 0 .

W

( )Gr j

( )Gr y

G

Ðèñ. 5.3

1

2

A

B

C

D

Ðèñ. 5.4

1
W

2
W

Ðèñ. 5.5

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
� �


 (@Q=@x)dxdy =
�

@
 Qdy. ×òî äîêàçûâàåò
ôîðìóëó ( 5.2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü 
 íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, íî
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé gAC åå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïîäîáëàñòè 
 1 è 
 2,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé (ðèñ. 5.4).
Ïîñêîëüêó

�
gCA Pdx + Qdy = �

�
gAC Pdx + Qdy, ÊÈÂÐ (â ñèëó àääèòèâíîñòè)



60 ß. Ì. ÄÛÌÀÐÑÊÈÉ

ïðåäñòàâèì êàê ñóììà èíòåãðàëîâ, ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü
ôîðìóëó ( 5.2):

�

@

Pdx + Qdy =

�

ÂBC
Pdx + Qdy +

�

ĈDA
Pdx + Qdy =

� �

ÂBC
Pdx + Qdy +

�

gCA
Pdx + Qdy

�
+

� �

gAC
Pdx + Qdy +

�

ĈDA
Pdx + Qdy

�
=

�

@
 1

Pdx + Qdy +
�

@
 2

Pdx + Qdy =

� �


 1

�
@Q
@x

�
@P
@y

�
dxdy +

� �


 2

�
@Q
@x

�
@P
@y

�
dxdy =

� �




�
@Q
@x

�
@P
@y

�
dxdy:

Èíäóêöèåé óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
 ìîæíî
ðàçáèòü êóñî÷íî-ãëàäêèìè äóãàìè íà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî îáëàñòåé, êîòîðûå
ýëåìåíòàðíû îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ îïóñêàåì â âèäó åãî ãðî-
ìîçäêîñòè. �

Òåîðåìà 5.2. (ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè) Ïóñòü, ïî-ïðå-
æíåìó, G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, à âåêòîð-ôóíêöèÿ f (x; y) = ( P(x; y); Q(x; y))T

ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(G). Ïóñòü 
 � G � N -ñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åí-
íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè çàìêíóòûìè êðèâûìè: âíåøíåé 
 è âíóòðåííèìè 
 i

(i = 1 ; :::; N � 1). Ïóñòü ãðàíèöà @
 = 
 [ 
 1 [ ::: [ 
 N � 1 îðèåíòèðîâàíà ïðàâûì
îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà ( 5.2) îñòàåòñÿ âåðíîé:

�


 [ 
 1 [ ::: [ 
 N � 1

Pdx + Qdy =
�




�
@Q(x; y)

@x
�

@P(x; y)
@y

�
dxdy: (5.3)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè (ò.å. N = 2 ). Ñ ïîìîùüþ
êóñî÷íî-ãëàäêèõ äóã gAB; gCD îáëàñòü 
 ðàçáèâàåòñÿ íà äâå îäíîñâÿçíûå îáëà-
ñòè
 1 è 
 2; äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ äóã îïóñêàåì, îãðàíè÷èâøèñü
ðèñ. 5.5. Äëÿ êàæäîé îáëàñòè 
 i (i = 1 ; 2) çàïèøåì ôîðìóëó ( 5.2) Ãðèíà è
ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Âîñïîëüçîâàâøèñü îðèåíòèðîâàííîñòüþ ÊÈÂÐ�

gAB = �
�

gBA ,
�

gCD = �
�

gDC , ïîëó÷èì ôîðìóëó ( 5.3).

Çàäà÷à 5.1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðèñ. 5.5, çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ.

Èíäóêöèåé ôîðìóëà Ãðèíà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N 2 N. �

Èç ôîðìóëû Ãðèíà ñðàçó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.1. (î ïëîùàäè ïëîñêîé îáëàñòè) Ïëîùàäü (ìåðà) ïëîñêîé îá-
ëàñòè 
 , êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé @
 , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

S(
) =
� �



dxdy :=

�

@

xdy = �

�

@

ydx =

1
2

�

@

xdy � ydx: (5.4)

Çàäà÷à 5.2. Äîêàæèòå ôîðìóëû ( 5.4).
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Ÿ 6. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà (ÏÈÏÐ è ÏÈÂÐ) ÿâëÿþò-
ñÿ äâóìåðíûìè àíàëîãàìè êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

6.1. Êóñî÷íî-ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè.
Êàê íè êðîé,
øâû íàðóæó âûéäóò
Ïîñëîâèöà

Íàïîìíèì (ñì. ï. 1.6), ÷òî ïðîñòîé ãëàäêîé (äâóìåðíîé) ïîâåðõíîñòüþ â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ÏÃÏ) ìû íàçûâàåì îáðàç M = Im (�) � R3 èíúåê-
òèâíîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ � ïëîñêîé îáëàñòè G � R2; ïðè÷åì â êàæäîé
òî÷êå (u; v) 2 G ðàíã ìàòðèöû rank (D �( u; v)) = 2 ìàêñèìàëåí. Íàì óäîá-
íî çàäàâàòü ïîâåðõíîñòü îòîáðàæåíèåì r : G ! V 3, ãäå r (u; v) =

�!
O�( u; v) �

ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè �( u; v) (ðèñ. 6.1). Â äàëüíåéøåì ìû íå ðàçëè÷àåì òî÷-
êó è åå ðàäèóñ-âåêòîð. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TA M = Im (Dr (u; v)) ê M â
òî÷êå A = r (u; v) ïîðîæäåíà ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, ò.å. ïàðà f r 0

u (u; v); r 0
v (u; v)g ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â TA M . Òðåõìåðíîñòü

îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü, êðîìå ñêàëÿðíîãî, âåê-
òîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå NA M (ñì.
ñëåäñòâèå 1.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì N (A) := r 0

u (u; v) � r 0
v (u; v). Èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü (ìåðà) ïàðàëëåëîãðàììà Par(u; v), ïîñòðî-
åííîãî íà âåêòîðàõ r 0

u (u; v); r 0
v (u; v), ðàâíà ìîäóëþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

� (Par(u; v)) = jN (A)j.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ÏÃÏ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü 
 � R2 � ïëîñêàÿ îáëàñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé

 � G, à ãðàíèöà @
 ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé. Îáðàç
� := r (
) íàçûâàåòñÿ ÏÃÏ ñ êðàåì èëè êóñêîì . Êðàåì êóñêà íàçûâàåòñÿ
îáðàç ãðàíèöû ïëîñêîé îáëàñòè: @� := r (@
) . Òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå êðàþ,
íàçûâàþò òî÷êàìè ãëàäêîñòè (ðèñ. 6.1). �

ij
Q

ij
q
ijq

'

ur

'

vr

dv

iq

i
C

dS
uur

ij
A

r

ˆ
ij

q

Ðèñ. 6.1
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Ïðèìåðû 6.1. êóñêîâ: ïîëóñôåðà ñ êðàåì, ìíîãîóãîëüíèê;

Çàìå÷àíèå 6.1. Ïîñêîëüêó 
 � G, êóñîê ïðèíàäëåæèò ÏÃÏ M = r (G), à
åãî êðàé @� ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé,
ò.å. êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì êðàåâûõ äóã @� = [ i � i , êîòîðûå ïðàâèëüíî ñî-
ñòûêîâàíû â êîíöàõ Ci . Êðàé ïîâåðõíîñòè ñîâïàäàåò ñ åå ãðàíèöåé â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü ïëîñêàÿ, ò.å. ïðèíàäëåæèò âûäåëåííîé ôèêñèðîâàííîé
ïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó, íå èìååò
âíóòðåííèõ òî÷åê � îíà âñÿ ñîñòîèò èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê! Òðàäèöèîííî êðàé
ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷àþò êàê ãðàíèöó, ÷òî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå.

Ðåçóëüòàòîì �ïðàâèëüíî ñøèòûõ� êóñêîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå:

Îïðåäåëåíèå 6.2. Êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ (ÊÃÏ) � = [ I
i =1 � i

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. äâà ïðîèçâîëüíûõ êóñêà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ èëè ïî íåñêîëüêèì îáùèì
êðàåâûì äóãàì � i;j � � i (ñîñåäíèå êóñêè ) è íåñêîëüêèì îáùèì êîíöàì
äóã Ci;j , èëè òîëüêî ïî íåñêîëüêèì îáùèì êîíöàì äóã;

2. äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êóñêîâ � i ; � k ñóùåñòâóåò ñâÿçûâàþùèé
èõ íàáîð ñîñåäíèõ êóñêîâ: � i ñîñåäñòâóåò ñ� i 1 , êîòîðûé ñîñåäñòâóåò ñ
� i 2 , ... , êîòîðûé ñîñåäñòâóåò ñ � k .

3. òðè ðàçëè÷íûõ êóñêà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ íå áîëåå, ÷åì â êîíöàõ äóã. �

Âîçìîæíûå ñëó÷àè ïðàâèëüíî ñøèòûõ êóñêîâ è íåïðàâèëüíî ñøèòûõ èçîá-
ðàæåíû íà ðèñ. 6.2. Äëÿ âñåõ òî÷åê ãëàäêîñòè êóñêîâ � i îïðåäåëåíî ïîíÿòèå
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ÊÃÏ è ïîíÿòèå íîðìàëè ê íåé. �Ðåàëèçàöèåé� ïîíÿ-
òèÿ ÊÃÏ ÿâëÿåòñÿ îäåæäà, ñøèòàÿ èç íåñêîëüêèõ êóñêîâ òêàíè.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Êðàé ÊÃÏ , åñëè îí íå ïóñò, åñòü (êîíå÷íîå) îáúåäè-
íåíèå òåõ êðàåâûõ äóã, êîòîðûå ÍÅ ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ ñîñåäíèõ êóñêîâ.
�

Îáñóæäåíèå 6.1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, êðàé ÊÃÏ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé
êðèâîé. Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî êðàé ÊÃÏ åñòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ.

n

Ðèñ. 6.2

Ïðèìåðû 6.2. êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé: äâóãðàííûé óãîë, ïîâåðõ-
íîñòü ìíîãîãðàííèêà, êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, öèëèíäðè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü ñ êðàåì Cyl = S1 � [0; 1] (êðàé � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ îêðóæ-
íîñòåé), ëèñò Ìåáèóñà ñ êðàåì (à ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò êðàé ëèñòà Ìåáèóñà?).
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Çàäà÷à 6.1. Ðàçðåæüòå ïåðå÷èñëåííûå ÊÃÏ íà êóñêè.

6.2. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.
Êîãäà ÿ óïàë ïðåä òîáîé,
îõâàòèâ
Òóìàí ýòîò, ëåä ýòîò, ýòó
ïîâåðõíîñòü
Á.Ë. Ïàñòåðíàê. Ìàðáóðã

ÏÈÏÐ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî àíàëîãèè ñ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåð-
âîãî ðîäà: ñíà÷àëà êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëèòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè â äóõå
îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðèâîé (êàê ñóïðåìóì ïëîùàäåé âïèñàííûõ ìíîãîãðàííûõ
ïîâåðõíîñòåé), çàòåì îïðåäåëèòü èòåãðàëüíóþ ñóììó Ðèìàíà è ò. ä. Îäíàêî
òàêîé ïóòü ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì. Ïîýòîìó ìû äàäèì òîëüêî ìîòèâàöèþ
ÏÈÏÐ è ñðàçó åãî àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü � - ÏÃÏ ñ êðàåì, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ èíúåêöèåé çàìûêàíèÿ 
 (ñì.
îïðåäåëåíèå 6.1). Ïîãðóçèì 
 â �áîëüøîé� êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a; ðàçîáüåì
ñòîðîíû êâàäðàòà íà k îòðåçêîâ äëèíû a=k � â ðåçóëüòàòå êâàäðàò ðàçîáüåòñÿ
íà k2 ìàëûõ êâàäðàòîâ qi;j ñ âåðøèíàìè Qi;j (i; j = 0 ; :::; k � 1). Ðàññìîò-
ðèì òîëüêî òå ìàëûå êâàäðàòû, êîòîðûå öåëèêîì ïðèíàäëåæàò 
 . Îáúåäèíå-
íèå îáðàçîâ [ qi;j � 
 r (qi;j ) � � åñòü �ïî÷òè� ðàçáèåíèå ÏÃÏ ñ êðàåì íà ìàëûå
�êðèâîëèíåéíûå ïàðàëëåëîãðàììû�. Êàñàòåëüíûå ê ñòîðîíàì êðèâîëèíåéíûõ
ïàðàëëåëîãðàììîâ ñóòü âåêòîðû r 0

u (Qi;j ) è r 0
v (Qi;j ) (ðèñ. 6.1). Íàðÿäó ñ ìàëû-

ìè êðèâîëèíåéíûìè ïàðàëëåëîãðàììàìè ðàññìîòðèì ìàëûå ïàðàëëåëîãðàììû
bqi;j , ïîñòðîåííûå íà äèôôåðåíöèàëàõ r 0

u (Qi;j )(du) è r 0
v (Qi;j )dv, ãäå du = dv =

a=k. Êàæäûé òàêîé ïàðàëëåëîãðàìì ëåæèò â ñâîåì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
TA ( i;j ) � , ãäåA i;j = r (Qi;j ). Óäîáíî ïðèêðåïèòü åãî èìåííî ê òî÷êå A i;j � ïîëó-
÷èì �÷åøóþ� [ i;j bqi;j , êîòîðàÿ �áëèçêà� ê ÏÃÏ ïðè áîëüøèõ k >> 1. Ïëîùàäè
ìàëûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ðàâíû � (bqi;j ) = jr 0

u (Qi;j ) � r 0
v (Qi;j )jdudv. Íàçîâåì

äèôôåðåíöèàëîì ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå A = r (Q) (Q 2 G) èìåí-
íî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå dS := jr 0

u (Q) � r 0
v (Q)jdudv. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî

äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïî-
âåðõíîñòè; íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî íå òàê � îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
çàìåíû ïàðàìåòðèçàöèè.

Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîòèâèðóåò

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïóñòü f : � ! R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîâåðõ-
íîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f ïî ÏÃÏ � íàçûâàåòñÿ
äâîéíîé èíòåãðàë

� �

�
f (x; y; z)dS :=

� �



f (r (u; v)) � jr 0

u (u; v) � r 0
v (u; v)jdudv: � (6.1)

Çàìå÷àíèå 6.2. Îïðåäåëåíèå ( 6.1) ñêîíñòðóèðîâàíî ïî ïðîèíöèïó ôîðìó-
ëû ( 4.5) çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå: âìåñòî ìîäóëÿ ÿêîáèàíà ñòîèò ìîäóëü
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îòìåòèì àíàëîãèþ â îáîçíà-
÷åíèÿõ ÏÈÏÐ è ÊÈÏÐ.
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Ëåììà 6.1. (êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 6.4) Èíòåãðàë (6.1) ñóùåñòâóåò.
Åãî âèä íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè � .

Äîêàçàòåëüñòâî . Èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè 
 , ïîâåðõíîñòè � è ôóíêöèè f
ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èçìåðèìîì êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå 
 . ×òî âëå÷åò (ñì. òåîðåìó 3.3) ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà ( 6.1).

Äðóãàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r̂ : H ! M ïîðîæäåíà íåêîòîðûì äèôôåîìîðôèç-
ìîì F : H ! G ïëîñêèõ îáëàñòåé: r̂ (s; t) = r (F (s; t)) , ãäå (s; t) 2 H (ñì. çà-
ìå÷àíèå ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2). Äèôôåîìîðôèçì F ïîðîæäàåò � := F � 1(
)
� ïëîñêóþ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé @� = F � 1(@
) Ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííûõ (òåîðåìà 4.3) èíòåãðàë ( 6.1) ïðèìåò âèä

� �

�
f (x; y; z)dS =

� �



f (r (u; v)) � jr 0

u (u; v) � r 0
v (u; v)jdudv =

� �

�
f (r (F (s; t))) � jr 0

u (F (s; t)) � r 0
v (F (s; t)) j � j detDF (s; t)jdsdt:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû (ñîãëàñíî äèôôåðåíöèðîâàíèþ ñëîæíîãî îòîáðàæåíèÿ, ëè-
íåéíîñòè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî àíòèêîììóòàòèâíîñòè) ïîëó÷àåì

r̂ 0
s(s; t) � r̂ 0

t (s; t) =
�

@r
@u

@F1
@s

+
@r
@v

@F2
@s

�
�

�
@r
@u

@F1
@t

+
@r
@v

@F2
@t

�
=

@F1
@s

@F2
@t

�
@r
@u

�
@r
@v

�
+

@F1
@t

@F2
@s

�
@r
@v

�
@r
@u

�
=

@F1
@s

@F2
@t

�
@r
@u

�
@r
@v

�
�

@F1
@t

@F2
@s

�
@r
@u

�
@r
@v

�
= detDF (s; t) � (r 0

u � r 0
v ):

Ñëåäîâàòåëüíî,

jr̂ 0
s(s; t) � r̂ 0

t (s; t)j = jr 0
u � r 0

v j � j detDF (s; t)j: (6.2)

Çíà÷èò
� �

�
f (r̂ (s; t)) � j r̂ 0

s(s; t) � r̂ 0
t (s; t)j dsdt =

� �

�
f (x; y; z)dS: �

Çàìå÷àíèå 6.3. Èç ðàâåíñòâà (6.2) ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè

dS := jr 0
u � r 0

v j dudv = jr 0
u � r 0

v j (jdetDF (s; t)j dsdt) = jr̂ 0
s(s; t) � r̂ 0

t (s; t)j dsdt

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ! Ñðàâíèòå ýòîò ðåçóëüòàò ñ
ôîðìóëîé ( 4.8) è êîììåíòàðèåì ê íåé.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ åå ÿâíîå çàäàíèå,
ò.å. çàäàíèå ïîâåðõíîñòè êàê ãðàôèêà ãëàäêîé ôóíêöèè z = ' (x; y), ãäå(x; y) 2

 (ñì. çàìå÷àíèå 2 ïîñëå òåîðåìû 1.5). Â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè r (x; y) :=
(x; y; ' (x; y)) . Îïðåäåëåíèå ( 6.1) ïðèîáðåòàåò âèä
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Ñëåäñòâèå 6.1.
� �

�
f (x; y; z)dS =

� �



f (x; y; ' (x; y))

q
1 + ( ' 0

x )2 + ( ' 0
y )2 dxdy: (6.3)

Äîêàçàòåëüñòâî . Â ñàìîì äåëå, r 0
x = (1 ; 0; ' 0

x )T , r 0
y = (0 ; 1; ' 0

y )T , r 0
x � r 0

y =

(� ' 0
x ; � ' 0

y ; 1)T . Ïîýòîìó jr 0
x � r 0

y j =
q

1 + ( ' 0
x )2 + ( ' 0

y )2. �

Èìåÿ â âèäó ïðèíöèï àääèòèâíîñòè, äàäèì

Îïðåäåëåíèå 6.5. Äëÿ ÊÃÏ � = [ I
i =1 � i ïîëîæèì

� �

�
f (x; y; z)dS :=

IX

i =1

� �

� i

f (x; y; z)dS: � (6.4)

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ( 6.1) ïî ÏÃÏ îïðåäåëåí êàê êðàòíûé èíòåãðàë, à èíòå-
ãðàë (6.4) ïî ÊÃÏ îïðåäåëåí êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ÏÃÏ, òî, â êîíå÷íîì
èòîãå, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà:

Òåîðåìà 6.1. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, âî-ïåðâûõ, íå çàâè-
ñèò îò ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà êóñêè è, âî-âòîðûõ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àääèòèâíîñòè.

Îïèðàÿñü íà ìîòèâàöèþ, èçëîæåííóþ âûøå, è àääèòèâíîñòü ÏÈÏÐ, ìû ìî-
æåì äàòü

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïëîùàäüþ (ïëîñêîé ìåðîé) ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõ-
íîñòè � íàçûâàþò èíòåãðàë

� (�) :=
� �

�
dS =

� �



jr 0

u (u; v) � r 0
v (u; v)j dudv:

Ïëîùàäüþ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè � = [ I
i =1 � i ïîëàãàåì ñóììó � (�) :=P I

i =1 � (� i ). �

Â êà÷åñòâå êîñâåííîãî ïîäòâåðæäåíèÿ åñòåñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ 6.6 äîêà-
æåì, ÷òî

Ëåììà 6.2. Ïëîùàäü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ O : R3 ! R3.

Äîêàçàòåëüñòâî . Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îð-
òîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò åãî ìîäóëü:

8a; b ,! j O(a) � O(b)j = ja � bj:

Ïîýòîìó, à òàêæå â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ O è ïðàâèëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñëîæíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

� (O(�)) :=
�



j(Or )0

u � (Or )0
v j dudv =

� �



jO(r 0

u ) � O(r 0
v )j dudv =

� �



jr 0

u � r 0
v j dudv = � (�) : �
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Çàäà÷à 6.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, äîêàæèòå, ÷òî
ïëîùàäü ñôåðû ðàäèóñà R ðàâíà 4�R 2.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ÏÈÏÐ. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f (x; y; z) > 0,
ÏÈÏÐ ðàâåí ìàññå òîíêîãî ñëîÿ (ïëåíêè, ìåìáðàíû ... ) ñ ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ f . Äëÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè f ÏÈÏÐ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê
ñóìàðíûé çàðÿä òîíêîãî ñëîÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäîâ f .

Âû÷èñëåíèå ÏÈÏÐ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè êàæäûé ðàç íàõîäèòü ìîäóëü
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé èç àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè ôîðìóëîé, êîòîðàÿ âûðàæàåò ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷å-
ðåç ñêàëÿðíîå:

8a; b ,! j a � bj =
q

a2b2 � (a; b)2:

Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÏÈÏÐ:
� �

�
f (x; y; z)dS :=

� �



f (r (u; v)) �

p
(r 0

u )2(r 0
v )2 � (r 0

u ; r 0
v )2 dudv:

Îáñóæäåíèå 6.2. Äèôôåðåíöèàë ïàðàìåòðèçàöèè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè èì-
ìåò âèä dr (u; v) = r 0

u du + r 0
v dv. Åãî ñêàëÿðíûé êâàäðàò

dr 2 = ( r 0
u du + r 0

v dv)2 = ( r 0
u ; r 0

u )du2 + 2( r 0
u ; r 0

v )dudv + ( r 0
v ; r 0

v )dvdv

íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè. Êîýôôèöèåíòû
ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç

E(u; v) := ( r 0
u ; r 0

u ) = ( r 0
u )2; F (u; v) := ( r 0

u ; r 0
v ); G(u; v) := ( r 0

v ; r 0
v ) = ( r 0

v )2

Ôîðìóëà ( 6.1) ïðèîáðåòàåò âèä
� �

�
f (x; y; z)dS :=

� �



f (r (u; v)) �

p
EG � F 2 dudv:

Çàäà÷à 6.3. Çàïèøèòå ìàòðèöó ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è óáåäèòåñü,
÷òî ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

6.3. Îðèåíòàöèÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.
Âñ¼-òî åæ îí åæèòñÿ,
Âñ¼-òî îí ùåòèíèòñÿ.
À.Ñ. Ïóøêèí. Ñêàçêà î
ìåäâåäèõå

Íàïîìíèì òå âèäû ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå ìû óæå ââåëè: ïðîñòàÿ ãëàä-
êàÿ ïîâåðõíîñòü, ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì,
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Öåëåñîîáðàçíî ââåñòè ïîäâèä êóñî÷íî-ãëàäêèõ
ïîâåðõíîñòåé:
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Îïðåäåëåíèå 6.7. Çàìêíóòîé ãëàäêîé (êóñî÷íî-ãëàäêîé) ïîâåðõíî-
ñòüþ =ÇÃÏ (ÇÊÃÏ) íàçûâàþò ëèíåéíî ñâÿçíóþ ÃÏ (ÊÃÏ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé òðåõìåðíîé îáëàñòè. �

Ïðèìåðû 6.3. ÇÃÏ: ñôåðà (ãðàíèöà øàðà), òîð (ãðàíèöà �áóáëèêà�); ÇÊÃÏ:
ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöà îãðàíè÷åííîé òðåõìåðíîé
îáëàñòè íå îáÿçàíà áûòü ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì; òàê, ãðàíèöà øàðîâîãî
ñëîÿ � îáúåäèíåíèå äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð.

Îáñóæäåíèå 6.3. Òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíèå 6.7 ïðåäúÿâëÿåò ê ïî-
âåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà æåñòêèìè: ñ îäíîé ñòîðîíû � ëîêàëüíîå òðåáîâàíèå
ãëàäêîñòè, ñ äðóãîé � ãëîáàëüíîå òðåáîâàíèå áûòü ëèíåéíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé
íåêîòîðîé îáëàñòè. Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü
íå èìååò êðàÿ. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ
êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè (äîêàæèòå). Íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå: êóñî÷íî-ãëàäêèå êîìïàêòíûå ëèíåéíî ñâÿçíûå ïîâåðõíîñòè áåç
êðàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Óæå â ÷åòûðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûå êîìïàêòíûå ïîâåðõíîñòè áåç êðàÿ ìîãóò íå áûòü
ãðàíèöàìè (òî÷íåå, êðàÿìè) êàêîé-òî òðåõìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, ïðî-
åêòèâíàÿ ïëîñêîñòü, áóòûëêà Êëåéíà (Ôåëèêñ Õðèñòèàí Êëåéí, 1849-1925).

Çàìå÷àíèå 6.4. Çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, êîíå÷íî, çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
ïðîñòðàíñòâà; îäíàêî íå íàîáîðîò.

Ñåé÷àñ ìû ââåäåì ïîíÿòèå îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè, à ïîòîì ñîãëàñóåì ñ íåé
îðèåíòàöèþ êðàÿ (åñëè êðàé ñóùåñòâóåò, ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì 5.1).

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü � (ñ êðàåì èëè áåç) íàçûâàåòñÿ
îðèåíòèðóåìîé , åñëè íà ìíîæåñòâå åå òî÷åê ãëàäêîñòè ñóùåñòâóåòíåïðå-
ðûâíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé , ò.å. îïðåäåëåíî òàêîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå n : � ! V 3, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè A 2 � ñïðàâåäëèâî: 1)
jn(A)j = 1 , 2) n(A) ? TA � . �

Ëåììà 6.3. Åñëè ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, òî ñóùåñòâóåò â
òî÷íîñòè äâà íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî îðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå NA � îäíîìåðíî.

Âûáîð îäíîãî èç íàçâàííûõ ïîëåé îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîâåðõíîñòü ñòàíîâèòñÿ îðèåíòèðîâàííîé .

Ëåììà 6.4. Ïðîñòûå ÃÏ (ñ êðàåì èëè áåç) è çàìêíóòûå ëèíåéíî ñâÿçíûå
ÃÏ îðèåíòèðóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî äëÿ ïðîñòûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ íèõ (ñì. íà÷àëî
ï. 6.1) íåïðåðûâíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé èìååò âèä

n(A) = �
N (A)
jN (A)j

= �
r 0

u (u; v) � r 0
v (u; v)

jr 0
u (u; v) � r 0

v (u; v)j
; (6.5)

ãäå èìåííî âûáîð çíàêà ïåðåä äðîáüþ çàäàåò îðèåíòàöèþ ÏÃÏ.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ó ãëàäêîé çàìêíóòîé (ëèíåéíî ñâÿçíîé!) ïîâåðõíîñòè

� , îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü V , â êàæäîé òî÷êå A 2 � èç äâóõ åäèíè÷íûõ
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íîðìàëåé � n(A) îäíà è òîëüêî îäíà ÿâëåòñÿ âíóòðåííåé (ò.å. n int (t)? TA � è
òî÷êà A + "n int (t) 2 V äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ " > 0, ñì. ï. 5.1). Ïîëå
âíóòðåííèõ íîðìàëåé (êàê è ïîëå âíåøíèõ, ðèñ. 6.3) îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ.
�

Çàìå÷àíèå 6.5. Îäíîãî òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè íå äîñòàòî÷íî äëÿ îðèåíòè-
ðóåìîñòè. Ñóùåñòâóþò íåîðèåíòèðóåìûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè! Ñàìûì èçâåñò-
íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ëèñò Ìåáèóñà (äîêàæèòå åãî íåîðèåíòèðóåìîñòü, ñì.
ðèñ. 6.4).

Ðèñ. 6.3 Ðèñ. 6.4

Ïóñòü � � ÏÃÏ ñ êðàåì. Îïèøåì ïðîöåäóðó ñîãëàñîâàíèÿ îðèåíòàöèè �
ñ îðèåíòàöèåé åå êðàÿ @� . Ïóñòü ãðàíèöà ïðîîáðàçà @
 îðèåíòèðîâàíà åå
ïàðàìåòðèçàöèåé a(t) = ( u(t); v(t)) (t 2 [0; T]). Ïóñòü Q = a(t0) � ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà ãëàäêîñòè, ò.å. Q íå ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äóãè. Òîãäà êðàé ÏÃÏ
ïàðàìåòðèçîâàí âåêòîð-ôóíêöèåé R (t) := r (a(t)) , à òî÷êà A = r (Q) òàêæå
íå ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äóãè. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå A îïðåäåëåí êàñàòåëü-
íûé ê êðàþ @� âåêòîð �! � (A) := ( r (a))0(t0) = Dr (Q) � (a0(t0)) . Äàëåå, â òî÷-
êå Q îïðåäåëåí âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè n int (Q) ê êðèâîé 
 . Ïîñêîëüêó

 � G (ñì. îïðåäåëåíèå 6.1), òî ê âåêòîðó n int (Q) ìîæíî ïðèìåíèòü ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå Dr (Q) : R2 ! TA M . Ïîëó÷èì âåêòîð �! � (A) := Dr (Q) � n int (Q).
Íàêîíåö, â òî÷êå A îïðåäåëåíû â òî÷íîñòè äâà âåêòîðà åäèíè÷íîé íîðìàëè
�!
� (A) := � n(A) ? TA M . Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ïðîèçâîäíîé Dr (Q) èìå-
åò ðàíã äâà, à âåêòîðû a0(Q) è n int (Q) ïåðïåíäèêóëÿðíû, âåêòîðû �! � (A) è
�! � (A) îáðàçóþò áàçèñ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TA M . Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà
f �! � (A); �! � (A);

�!
� (A)g îáðàçóåò áàçèñ âV 3 (ðèñ. 6.5).

Îïðåäåëåíèå 6.9. (ñîãëàñîâàíèå îðèåíòàöèè ÏÃÏ ñ êðàåì ñ îðèåíòàöèåé
åå êðàÿ) Íàçîâåì îðèåíòàöèþ êðàÿ @� ïîëîæèòåëüíîé îòíîñèòåëüíî ÏÃÏ � ,
åñëè â ëþáîé òî÷êå ãëàäêîñòè A 2 @� áàçèñf �! � (A); �! � (A);

�!
� (A)g ïðàâûé. �

Ëåììà 6.5. (î êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè
êðàÿ) Åñëè îðèåíòàöèÿ êðàÿ ÏÃÏ ïîëîæèòåëüíàÿ â îäíîé òî÷êå ãëàäêîñòè
êðàÿ, òî îíà ïîëîæèòåëüíàÿ â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîñòè êðàÿ.

Ïðèìåì óòâåðæäåíèå ëåììû áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ñðàâíèòå îïðåäåëåíèå 6.9
è ëåììó 6.5 ñ îïðåäåëåíèåì 5.1 è ëåììîé 5.2.

Ïðèíöèïèàëüíûì ïðè âû÷èñëåíèè ÏÈÂÐ ÿâëÿåòñÿ
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¶W ¶Q
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A
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b
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¢a
A

T M

Ðèñ. 6.5

Îïðåäåëåíèå 6.10. Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðó-
åìîé , åñëè åå êóñêè ìîæíî îðèåíòèðîâàòü ñîãëàñîâàííî , ò.å. òàê, ÷òî ïîëî-
æèòåëüíûå îðèåíòàöèè êðàåâ ñîñåäíèõ êóñêîâ ïðîòèâîïîëîæíû (ðèñ. 6.2).
�

Îáñóæäåíèå 6.4. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî ïï. 2 è 3 â îïðåäåëåíèè 6.2 ÊÃÏ
ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñîãëàñîâàíèÿ îðèåíòàöèè âñåõ êóñêîâ.
×òîáû îðèåíòèðîâàòü ÊÃÏ íóæíî â îäíîì êóñêå îðèåíòèðîâàòü êðàé; ïîñëå ÷å-
ãî ðàçíåñòè îðèåíòàöèþ ïî ïðèíöèïó ïðîòèâîïîëîæíîñòè ïî âñåì êóñêàì. Åñ-
ëè ýòî ïîëó÷èòñÿ, çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìàÿ è, âî-âòîðûõ,
îíà íàìè îðèåíòèðîâàíà.

Çàäà÷à 6.4. Ðàçðåæüòå íà êóñêè öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì è
îðèåíòèðóéòå åå. Ïîïðîáóéòå ýòó æå ïðîöåäóðó îñóùåñòâèòü ñ ëèñòîì Ìåáèóñà.

6.4. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà.
Êîñûå ëó÷è,
óäàðÿÿ â ïîâåðõíîñòü
Ïðîõëàäíûõ ëèñòîâ,
óëåòàëè â ïðîñòðàíñòâî.
Í. Í. Çàáîëîöêèé. Ñîëîâåé

Ïóñòü íà îáëàñòè W � R3 çàäàíî íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå

f : W ! V 3; (x; y; z) ! f(x; y; z) = ( P(x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z))T :

Ïóñòü � � W � ÏÃÏ, îðèåíòèðîâàííàÿ íåïðåðûâíûì ïîëåì åäèíè÷íûõ íîðìà-
ëåé n(x; y; z). Íàçîâåì âåêòîðíûì äèôôåðåíöèàëîì ïëîùàäè ïðîèçâåäå-
íèå

�!
dS := n dS, ãäådS � äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.11. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò íå-
ïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f = ( P; Q; R)T ïî ÏÃÏ � íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñò-
íûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

� �

�
(f;

�!
dS) :=

� �

�
(f(x; y; z); n(x; y; z))dS: (6.6)
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Ïåðâîå îáîçíà÷åíèå ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëè÷åñêèì (îíî àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åíèþ
ÊÈÂÐ); âòîðîå îáîçíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ÏÈÏÐ, â êîòîðîì ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ f (x; y; z) := ( f(x; y; z); n(x; y; z)) (ñì. ôîðìóëó ( 6.1)). �

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ÏÈÂÐ. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëå f êàê ñòàöèîíàð-
íîå (ò.å. íåèçìåííîå ïî âðåìåíè) ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè, òî âûðàæåíèå
(f(x; y; z); n(x; y; z))dS ðàâíî îáúåìó æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåìó ÷åðåç �ìàëóþ�
ïëîùàäêó dS çà åäèíèöó âðåìåíè. Óêàçàííûé îáúåì ïîëîæèòåëüíûé òîëü-
êî åñëè ñêîðîñòü îáðàçóåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè îñòðûé óãîë. Òàêèì îáðàçîì,
ÏÈÂÐ ðàâåí îðèåíòèðîâàííîìó îáúåìó æèäêîñòè , ïðîòåêàþùåé ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü çà åäèíèöó âðåìåíè. Â îáùåì ñëó÷àå ÏÈÂÐ èíòåðïðåòèðóþò êàê
îðèåíòèðîâàííûé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ëåììà 6.6. (êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 6.9) Èíòåãðàë ( 6.6) ñóùåñòâóåò.
Åãî âèä íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè � .

Äîêàçàòåëüñòâî . Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè f (x; y; z) := ( f(x; y; z); n(x; y; z)) . Ïîëå íîðìàëåé n(x; y; z)) íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðèçàöèè (ñì. ôîðìóëó ( 6.5) è ëåììó 1.1 � êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè). Òåïåðü êîððåêòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòî-
ðîãî ðîäà âûòåêàåò èç êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. �

×òîáû ïîëó÷èòü óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÏÈÂÐ, âñïîìíèì, ÷òî
ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ (a; b; c) := ( a; b � c). Â ïðîèçâîëüíîì
îðòî-íîðìèðîâàííîì áàçèñå (a; b; c) = det(aT ; bT ; cT ), ãäå âòîðîå âûðàæåíèå â
ñêîáêàõ îçíà÷àåò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó 3 � 3, çàïîëíåííóþ ïî ñòðîêàì êîîðäè-
íàòàìè óêàçàííûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 6.2. (î âû÷èñëåíèè ÏÈÂÐ) Ïóñòü ÏÃÏ � ïàðàìåòðèçîâàíà âåê-
òîð-ôóíêöèåé r : 
 ! � , ãäå íåïðåðûâíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n(x; y; z)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (6.5). Òîãäà

� �

�
(f (x; y; z); n(x; y; z))dS = �

� �



(f ; r 0

u ; r 0
v )dudv: (6.7)

Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ( 6.6) ÏÈÏÐ, îïðåäåëå-
íèÿ ( 6.5) ïîëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé è îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
�

Ñëåäñòâèå 6.2. (î âû÷èñëåíèè ÏÈÂÐ â ñëó÷àå ÿâíîãî çàäàíèÿ ÏÃÏ) Ïóñòü
ÏÃÏ � ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè z = ' (x; y), ãäå(x; y) 2 
 , à îðè-
åíòèðóþùåå ïîëå íîðìàëåé n îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz. Ïóñòü ïîëå
f (x; y; z) = (0 ; 0; R(x; y; z))T . Òîãäà
� �

�
(f (x; y; z); n(x; y; z))dS =

� �

�
R(x; y; z)dxdy =

� �



R(x; y; ' (x; y))dxdy:

Äîêàçàòåëüñòâî . Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàòåëüñòâîì ñëåäñòâèÿ 6.1, çàïîë-
íèì îïðåäåëèòåëü èç ôîðìóëû ( 6.7):

(a; r 0
u ; r 0

v ) = det

0

@
0 0 R(x; y; ' (x; y))
1 0 ' 0

x
0 1 ' 0

y

1

A = R(x; y; ' (x; y)) :
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Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî ïîëå íîðìàëåé, ïîðîæäåííîå ÿâíûì çàäàíèåì ïîâåðõíî-
ñòè, òðåáóåìîå:

r 0
x � r 0

y = ( � ' 0
x ; � ' 0

y ; 1)T ) (k ; r 0
x � r 0

y ) = 1 > 0: �

Çàìå÷àíèå 6.6. Îïèñàííûé â ñëåäñòâèè ñëó÷àé îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè
òðàäèöèîííî íàçûâàþò èíòåãðèðîâàíèåì ïî âåðõíåé ñòîðîíå � + , à ïðîòè-
âîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ íàçûâàþò èíòåãðèðîâàíèåì ïî íèæíåé ñòîðîíå
� � (ðèñ. 6.6). Â óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

� �

� +
R(x; y; z)dxdy = �

� �

� �
R(x; y; z)dxdy =

� �



R(x; y; ' (x; y))dxdy: (6.8)

Íàõîäÿ ÏÈÂÐ áåç ïðîâåðêè îðèåíòàöèè ìû ðèñêóåì ïîòåðÿòü çíàê. Ïðîâåðêó
ìîæíî îñóùåñòâèòü â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè.

x

y

z

W

n

+
Q

( )Gr jQ =

Ðèñ. 6.6

k
dS
uur

g

A
s

Pr ( )
xy

s
x

y

Ðèñ. 6.7

Çàìå÷àíèå 6.7. (îáîçíà÷åíèå ÏÈÂÐ) Îáùåóïîòðåáèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ åùå
îäíî ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ÏÈÂÐ:

� �

�
P(x; y; z)dydz + Q(x; y; z)dzdx + R(x; y; z)dxdy :=

� �

�
(f; n)dS:

Îíî ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî èñòîðè÷åñêè ñëîæèâøèìñÿ, íî èìååò îáîáùåíèå â òåî-
ðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè
n 2 N. Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îáúÿñíåíèåì ïðîèñõîæäåíèÿ ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü òî÷êà A = r (u; v) 2 � , à � (A) � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîñòðîåííûé íà êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðàõ r 0

u du è r 0
v dv. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �; � è 
 óãëû, êîòîðûå

âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè
�!
dS(A) = � (r 0

u � r 0
v )dudv îáðàçóåò ñ áàçèñ-

íûìè âåêòîðàìè i ; j ; k ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 6.7). Òîãäà

(f(A);
�!
dS(A)) = P � dScos� + Q � dScos� + R � dScos
:
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Ïîñêîëüêó âåêòîð
�!
dS(A)? TA � , à áàçèñíûå âåêòîðû i ; j ; k ïåðïåíäèóëÿðíû êîîð-

äèíàòíûì ïëîñêîñòÿì f y; zg; f z; xg è f x; yg ñîîòâåòñòâåííî, òî � (A); � (A); 
 (A)
� ýòî äâóãðàííûå óãëû ìåæäó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ è ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèÿ dScos�; dS cos�; dS cos

ñóòü ïëîùàäè ïðîåêöèé ïàðàëëåëîãðàììà � íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè:

dScos� = S(P ryz (� )) ; dScos� = S(P rzx (� )) ; dScos
 = S(P rxy (� )) :

Çàìåíèâ ïëîùàäè ïðîåêöèé íà îäíîèìåííûå ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ
dydz; dzdx; dxdy, ìû ëèøü óêàçàëè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòó âåêòîðà
f. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàíèå íà îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè � â ýòîì ñèìâîëè÷åñêîì
îáîçíà÷åíèè ÏÈÂÐ îòñóòñòâóåò.

Íàì îñòàåòñÿ ñäåëàòü ïîñëåäíèé øàã è äàòü

Îïðåäåëåíèå 6.12. Äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè � = [ I
i =1 � i ïîëî-

æèì � �

�
(f;

�!
dS) :=

IX

i =1

� �

� i

(f;
�!
dS): � (6.9)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.2 ÊÃÏ è îïðåäåëåíèÿ 6.8 îðè-
åíòàöèè ÊÃÏ, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà íà ÊÃÏ: 1) íå çàâèñèò
îò ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà êóñêè, 2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, 3)
ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè.
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Ÿ 7. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà

Ôîðìóëà Ìèõàèëà Âàñèëüåâè÷à Îñòðîãðàäñêîãî (1801-1861) è Êàðëà Ôðè-
äðèõà Ãàóññà (1777-1855) ïîëó÷åíà èìè íåçàâèñèìî â ïåðâîé ÷åòâåðòè 19 âå-
êà. Íî âïåðâûå óñòàíîâëåíà çà ïîëâåêà äî ýòîãî Ëàãðàíæåì. Îíà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ïîñëå ôîðìóëû Ãðèíà àíàëîãîì ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ò.å.
ñâÿçûâàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ãðàíèöå (òðåõìåðíîé) îáëàñòè ñ èíòåãðèðîâàíè-
åì ïî ñàìîé îáëàñòè. Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä
è òåîðèè ïîëÿ.

7.1. Òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.
Ãàìëåò, ïåðåñòàíü!
Òû ïîâåðíóë ãëàçà çðà÷êàìè â
äóøó
Ó. Øåêñïèð - Á.Ë. Ïàñòåðíàê

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåå ïîíÿòèå:

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü íà îáëàñòè U � R3 çàäàíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïî-
ëå f (x; y; z) = ( P(x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z))T . Åãî äèâåðãåíöèåé íàçûâàþò
÷èñëîâóþ ôóíêöèþ

divf : U ! R; div f (x; y; z) :=
@P(x; y; z)

@x
+

@Q(x; y; z)
@y

+
@R(x; y; z)

@z
: �

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü G � U � R3 � çàìûêàíèå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ãðà-
íèöà êîòîðîé @Gåñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îðèåíòèðî-
âàííàÿ ïîëåì âíåøíèõ íîðìàëåé n(x; y; z). Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå f � C1(U).
Òîãäà ïîòîê ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè @Gðàâåí èíòåãðàëó ïî ñàìîé
îáëàñòè îò äèâåðãåíöèè ïîëÿ:

�

@G
(f ; n)dS =

�

G

divf dV; (7.1)

ãäådS � äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè @G, à dV = dxdydz � äèôôåðåí-
öèàë îáúåìà. (Ïåòëÿ íà îáîçíà÷åíèè ÏÈÂÐ íàïîìèíàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü
@Gçàìêíóòàÿ.)

Äîêàçàòåëüñòâî . Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàìûêàíèå G ýëåìåí-
òàðíî îòíîñèòåëüíî êàæäîé îñè (ñðàâíèòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû Ãðèíà
� òåîðåìà 5.1). Ïðèìåðàìè îáëàñòåé, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ ýëåìåíòàðíû îòíî-
ñèòåëüíî âñåõ îñåé, ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå îáëàñòè.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëåííûå ê âåêòîðíîìó ïîëþ f
è ê îáëàñòè G ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå îáîèõ èíòåãðàëîâ â ðàâåíñòâå ( 7.1).
Ïóñòü Gz � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà G íà ïëîñêîñòü f x; yg. Òîãäà

G = f (x; y; z) : (x; y) 2 Gz ; ' (x; y) < z <  (x; y)g;

ãäå ' è  � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà Gz . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gr (' ), Gr ( )
ãðàôèêè óêàçàííûõ ôóíêöèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.9 î ïîâòîðíîì èíòåãðàëå,



74 ß. Ì. ÄÛÌÀÐÑÊÈÉ

ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è ôîðìóëå ( 6.8),

�

G

@R
@z

dxdydz =
�

G z

dxdy

 (x;y )�

' ( x;y )

@R(x; y; z)
@z

dz =

�

G z

R(x; y;  (x; y))dxdy �
�

G z

R(x; y; ' (x; y))dxdy =

�

Gr (  )+

R(x; y; z)dxdy +
�

Gr ( ' ) �

R(x; y; z)dxdy;

ãäåGr ( )+ âåðõíÿÿ, à Gr (' ) � íèæíÿÿ ñòîðîíû óêàçàííûõ ãðàôèêîâ. Âíåøíå
îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü @G= Gr ( )+ [ Gr (' ) � [ Cylz , ãäå Cylz � öè-
ëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþùèå êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñè z. Â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå A 2 Cylz âåêòîð íîðìàëè n(A) ê öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
Cylz è âåêòîð f3(A) = (0 ; 0; R(A))T ïåðïåíäèêóëÿðíû (ðèñ. 7.1). Ïîýòîìó�

Cyl z
(f3; n)dS =

�
Cyl z

R(x; y; z)dxdy = 0 . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî
�

G

@R
@z

dxdydz =
�

@G
R(x; y; z)dxdy:

Â ñèëó ýëåìåíòàðíîñòè G îòíîñèòåëüíî äðóãèõ îñåé, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
�

G

@P
@x

dxdydz =
�

@G
P(x; y; z)dydz;

�

G

@Q
@y

dxdydz =
�

@G
Q(x; y; z)dzdx:

Îñòàåòñÿ ñëîæèòü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîñòüþ êàê
òðîéíîãî òàê è ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëîâ.

z
G

3
f

Ðèñ. 7.1

Ðèñ. 7.2

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàìûêàíèå G ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå êî-
ëè÷åñòâî çàìûêàíèé ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé (ñðàâíèòå ñ çàâåðøåíèåì äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 5.1). Òî÷íåå, ïóñòü G = [ I

i =1 Gi , ãäå çàìûêàíèÿ Gi ýëåìåí-
òàðíû ïî âñåì îñÿì, íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âíóòðåííîñòÿì, à ïåðåñå÷åíèå ãðàíèö
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@ij G := @Gi \ @Gj (åñëè îíî íå ïóñòî) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÊÃÏ. Äëÿ êàæäîé
òàêîãî ïîäìíîæåñòâà

�

G i

divf dV =
�

@Gi

(f ; n)dS;

ãäå ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âíåøíåé ñòîðîíå ãðàíèöû @Gi . Ñóì-
ìèðóÿ, ïîëó÷àåì:

�

G

divf dV =
IX

i =1

�

@Gi

(f ; n)dS:

Â ïîñëåäíåé ñóììå èíòåãðàëû ïî îáùèì êóñêàì ãðàíèö @ij G áåðóòñÿ äâàæäû
ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè. Ïîñêîëüêó ÏÈÂÐ ìåíÿåò çíàê ïðè èçìå-
íåíèè îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè, óêàçàííûå ñëàãàåìûå âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.
Â ñóììå îñòàþòñÿ ëèøü òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå îòâå÷àþò âñåì êóñêàì âíåøíå
îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöû @G. Â ñèëó àääèòèâíîñòè ÏÈÂÐ, ïîëó÷àåì

IX

i =1

�

@Gi

(f ; n)dS =
�

@G
(a ; n)dS:

Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ ìû îïóñêàåì â âèäó åãî ãðîìîçäêîñòè. �

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1 ïîäñêàçûâàåò, ÷òî òðåáîâàíèå çà-
ìêíóòîñòè ãðàíèöû @Gìîæíî îñëàáèòü.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü U � R3 � îáëàñòü, íà êîòîðîé îïðåäåëåíî ãëàäêîå
âåêòîðíîå ïîëå f � C1(U). Ïóñòü ìíæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

1. çàìûêàíèå G � U � R3;
2. çàìûêàíèå G = [ I

i =1 Gi , ãäåGi � îáëàñòè, îãðàíè÷åííûå êóñî÷íî-ãëàäêèìè
çàìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè @Gi = [ J i

j =1 � ij (� ij � êóñêè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ãðàíèö @Gi );

3. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i 1 6= i 2 çàìûêàíèÿ Gi 1 è Gi 2 èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ,
èëè èõ ïåðåñå÷åíèå åñòü îáùèé êóñîê ãðàíèöû � i 1 j 1 = � i 2 j 2 ;

4. êàæäàÿ ãðàíèöà @Gi îðèåíòèðîâàíà ïîëåì n âíåøíèõ íîðìàëåé.

Òîãäà ïîëå n îðèåíòèðóåò ãðàíèöó @Gâíåøíèì îáðàçîì è ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà (7.1).

Äîêàçàòåëüñòâî . Ãðàíèöà @Gåñòü îáúåäèíåíèå òîëüêî òåõ êóñêîâ � ij , êî-
òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ êàêèõ-òî äâóõ ãðàíèö @Gi 1 è @Gi 2 . Íà êàæäîì
òàêîì êóñêå óæå çàäàíî ïîëå n âíåøíèõ íîðìàëåé ïî îòíîøåíèþ ê G. Òàêèì
îáðàçîì, ãðàíèöà @Gîðèåíòèðîâàíà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî îáùèå êóñêè
îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì, è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç âòîðîé
÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû7.1 (òåïåðü íå äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïîäìíîæåñòâ, à
äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ), ìû ïîëó÷àåì èñêîìóþ
ôîðìóëó. �



76 ß. Ì. ÄÛÌÀÐÑÊÈÉ

Çàäà÷à 7.1. 1) Ðàçáåéòå ïîëíîòîðèé (áóáëèê) íà îáëàñòè, ýëåìåíòàðíûå îò-
íîñèòåëüíî âñåõ îñåé.

2) Ïóñòü Q è q � Q äâà çàìêíóòûõ êóáà ñ îáùèì öåíòðîì, ðåáðà êîòîðûõ
ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 7.2). Ðàçáåéòå ðàçíîñòüG = Q n q íà çàìêíóòûå
ïîäìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííûå êóñî÷íî-ãëàäêèìè çàìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè.
Ðàçáåéòå ðàçíîñòüG = Q n q íà ýëåìåíòàðíûå îòíîñèòåëüíî âñåõ îñåé ïîäìíî-
æåñòâà (óêàçàíèå íà ðèñ.7.2).

3) Ïóñòü Ball (O; R) è Ball (O; r ) � îòêðûòûå øàðû. ñ îáùèì öåíòðîì O è
ðàäèóñàìè R > r > 0. Ðàçáåéòå çàìêíóòûé øàðîâîé ñëîé G = Ball (O; R) n
Ball (O; r ) íà çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííûå êóñî÷íî-ãëàäêèìè çà-
ìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ðàçáåéòå îòêðûòûé øàðîâîé ñëîé G = Ball (O; R) n
Ball (O; r ) íà îáëàñòè, ýëåìåíòàðíûå îòíîñèòåëüíî âñåõ îñåé.

Ñëåäñòâèå 7.2. (íàõîæäåíèå îáúåìîâ ñ ïîìîùüþ ÏÈÂÐ) Îáúåì (ìåðà) îá-
ëàñòè G, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 7.1, ðàâåí

V (G) = � (G) =
1
3

�

@G
xdydz + ydzdx + zdxdy:

Çàäà÷à 7.2. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå7.2.

7.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè.
Îòñåëå ÿ âèæó ïîòîêîâ
ðîæäåíüå
È ïåðâîå ãðîçíûõ îáâàëîâ
äâèæåíüå.
À.Ñ. Ïóøêèí. Êàâêàç

Îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè äàíî íàìè â êîîðäèíàòíîì âèäå. Âîçíèêàåò ïîäî-
çðåíèå, ÷òî ýòî ïîíÿòèå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îêàçûâàåòñÿ,
îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû ÏÄÑÊ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì
ïîíÿòèåì.

Òåîðåìà 7.2. (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè) Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå
f 2 C1(Ball (A; R)) , ãäå Ball (A; R) � îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå A
ðàäèóñàR. Òîãäà

divf (A) = lim
r ! 0




@Ball (A;r )
(f ; n)dS

� (Ball (A; r ))
: (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ( 7.1) è ï. 6(b) òåîðåìû 3.5 î ñðåäíåì,
ïîëó÷àåì

lim
r ! 0




@Ball (A;r )
(a ; n)dS

� (Ball (A; r ))
= lim

r ! 0

divf ( eA(r ))
�

Ball (A;r )
dV

� (Ball (A; r ))
= lim

r ! 0
divf ( eA(r )) = div f(A);

ãäå eA(r ) 2 Ball (A; r ). �
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Ñëåäñòâèå 7.3. (èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 7.1) Äèâåðãåíöèÿ âåêòîð-
íîãî ïîëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (ÏÄÑÊ).

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìåðà ìíîæåñòâà � ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïîíÿòèÿ, ò.å. èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî çàìåíû ÏÄÑÊ.

Îáñóæäåíèå 7.1. 1) Ôîðìóëó ( 7.2) ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü òàê: äè-
âåðãåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïîòîêà ïî îáúåìó. Îòñþäà íàçâàíèå: äè-
âåðãåíöèÿ (îò ëàòèíñêîãî divergere � îáíàðóæèâàòü ðàñõîæäåíèå) ïîêàçûâàåò
íàñêîëüêî ðàñõîäÿòñÿ (â ñìûñëå îòëè÷àþòñÿ) â èññëåäóåìîé òî÷êå âõîäÿùèé
è èñõîäÿùèé ïîòîêè.

2) Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè: åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëå f êàê
ïîëå ñêîðîñòåé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, òî ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïî-
âåðõíîñòü @Gåñòü îáúåì æèäêîñòè, êîòîðàÿ âûòåêàåò è âòåêàåò ÷åðåç@Gçà
åäèíèöó âðåìåíè. Îòëè÷èå ïîòîêà îò íóëÿ îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè, ò.å. â îáëà-
ñòè G, èìåþòñÿ èñòî÷íèêè è ñòîêè æèäêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äèâåðãåíöèþ
div f (A) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ) â òî÷êå A èëè
êàê èõ òî÷å÷íóþ ïëîòíîñòü.

3) Äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ãàóññà: äèâåðãåíöèÿ
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå ðàâíà ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà
â ýòîé òî÷êå, óìíîæåííîìó íà 4� .

4) Åñëè t(x; y; z) � ñêàëÿðíîå ïîëå òåìïåðàòóð, òî âåêòîðíîå ïîëå ãðàäèåíòà
grad t = ( @t=@x; @t=@y; @t=@z)T ïîðîæäàåò ïîòîê òåïëà (òåïëîâîé ýíåðãèè).
Ñîãëàñíî çàêîíó Ôóðüå (Æàí Áàòèñò Æîçåô Ôóðüå, 1768 � 1830), äèâåðãåíöèÿ
ïîëÿ grad t ðàâíà (ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà) ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ
(ïîòðåáèòåëåé) òåïëà .

7.3. Ñîëåíîèäàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.
Ðå÷ü åãî òå÷åò ãëàäêî, ðîâíî,
êàê âîäà èç âîäîñòî÷íîé òðóáû
À.Ï. ×åõîâ. Îðàòîð

Îïðåäåëåíèå 7.2. Âåêòîðíîå ïîëå f êëàññà ãëàäêîñòèC1(U) íà îáëàñòè
U � R3 íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (èëè òðóá÷àòûì â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêî-
ãî), åñëè ïîòîê ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü @G� U
ðàâåí íóëþ: �

@G
(f (x; y; z); n(x; y; z))dS = 0 : �

Èç îïðåäåëåíèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè è ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà äèâåðãåíöèè ñëå-
äóåò, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïîëÿõ âíå èñòî÷íèêîâ (çàðÿäîâ). Íåñîëåíîèäàëüíîå ïîëå
è âîçìîæíûé âèä ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.3. Âèçóàëüíî
ýòè ïîëÿ íå âñåãäà ðàçëè÷èìû. Âàæíî óìåòü ðàçëè÷àòü èõ àíàëèòè÷åñêè.

Ïî àíàëîãèè ñ îäíîñâÿçíîñòüþ ïëîñêîé îáëàñòè äàäèì

Îïðåäåëåíèå 7.3. Îáëàñòü U � R3 íàçûâàåòñÿ îáúåìíî îäíîñâÿçíîé ,
åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè @G� U âíóòðåííîñòü G � U. �
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Îáðàçíî ãîâîðÿ, îáúåìíî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ ïî-
ëîñòåé.

Ïðèìåðû 7.1. Îáúåìíî îäíîñâÿçíûìè ÿâëÿþòñÿ øàð è ïîëíîòîðèé. Øà-
ðîâîé ñëîé è �ñûð ñ äûðêàìè� íå ÿâëÿþòñÿ îáúåìíî îäíîñâÿçíûìè îáëàñòÿìè.

Òåîðåìà 7.3. (êðèòåðèé ñîëåíîèäàëüíîñòè) ×òîáû âåêòîðíîå ïîëå f êëàñ-
ñà ãëàäêîñòè C1(U) áûëî ñîëåíîèäàëüíûì íà îáëàñòè U � R3 íåîáõîäèìî, à â
ñëó÷àå îáúåìíîé îäíîñâÿçíîñòè U è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî äèâåðãåíöèÿ ðàâ-
íÿëàñü íóëþ:

f ñîëåíîèäàëüíî �
îáüåìíî îäíîñâ. îáë. U

divf (x; y; z) = 0 äëÿ âñåõ(x; y; z) 2 U:

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 7.2
è òåîðåìû 7.2.

Åñëè äèâåðãåíöèÿ â êàæäîé òî÷êå ðàâíà íóëþ, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 è
îïðåäåëåíèþ 7.3 îáúåìíîé îäíîñâÿçíîñòè, ïîòîê ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïî-
âåðõíîñòü @Gðàâåí íóëþ. �

Ñëåäñòâèå 7.4. (î ëîêàëüíîé ñîëåíîèäàëüíîñòè) Åñëè äèâåðãåíöèÿ ãëàä-
êîãî ïîëÿ íà îáëàñòè U ðàâíà íóëþ, òî îíî ñîëåíîèäàëüíî íà êàæäîì øàðå,
ïðèíàäëåæàùåì U.

Çàäà÷à 7.3. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå7.4.

Ïðèìåð 7.1. íåñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî ðàâ-
íà íóëþ. Ðàññìîòðèì íàïðÿæåííîñòü òî÷å÷íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ðàñ-
ïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ
äî êîýôôèöèåíòà ðàâíî f (A) = (1 =jr j3) � r , ãäå r (A) =

�!
OA = ( x; y; z)T . Çà-

ìåòèì, ÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò, ãäå ðàñïîëîæåí çàðÿä, ïîëå íå îïðåäåëåíî.
Âîçüìåì øàðîâîé ñëîé G := f A 2 R3 : 0 < R 1 < j

�!
OAj < R 2g, êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ îáúåìíî íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî R 2 (R1; R2) ñôåðà
S2

R = f A : j
�!
OAj = Rg � G. Ïîñêîëüêó

@
@x

�
r x

jr j3

�
=

@
@x

�
x

(x2 + y2 + z2)3=2

�
=

� 2x2 + y2 + z2

(x2 + y2 + z2)5=2
;

òî div f (A) = 0 . Îäíàêî ïîòîê ÷åðåç ñôåðó, ïðèíàäëåæàùóþ øàðîâîìó ñëîþ,
ðàâåí

�

S2
R

(f ; n)dS =
�

S2
R

(
r

jr j3
;

r
jr j

)dS =
�

S2
R

dS
jr j2

=
4�R 2

R2 = 4 � 6= 0 :

Çàìåòèì, ÷òî ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó øàðîâîãî ñëîÿ
�

@G
(f ; n)dS =

�

(S2
R 1

) �
(f ; n)dS +

�

(S2
R 2

)+
(f ; n)dS = � 4� + 4 � = 0 ;

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé 7.1 Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.

Çàäà÷à 7.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî öåíòðàëüíîå ïîëå f (A) = (1 =jr j � ) � r èìååò íó-
ëåâóþ äèâåðãåíöèþ òîëüêî â ñëó÷àå � = 3 .
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Íàçâàíèå �òðóá÷àòîå� ïîëå îáúÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðóþ äà-
äèì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Âîçüìåì òàêóþ ãëàäêóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ (ïåòëþ)

 � U, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå A 2 
 âåêòîð f (A) 62TA 
 , ò.å. ïåòëÿ íå êàñàåòñÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ íè â îäíîé ñâîåé òî÷êå (â ÷àñòíîñòè, f (A) 6= 0). Èç êàæäîé
òî÷êè A 2 
 âäîëü ïîëÿ f âûïóñòèì ôàçîâóþ êðèâóþ , ò.å. òàêóþ êðèâóþ
r (t; A ), ÷òî r (0; A) = A è r 0

t (t; A ) = f (r (t; A )) (ðèñ. 7.4). Ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü òàêîé êðèâîé äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âîçüìåì ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå T > 0, äëÿ êîòîðîãî

Ðèñ. 7.3

·

f

n

B
Q

T
Q

g

T
g

Ðèñ. 7.4

îïðåäåëåíî r (T; A) äëÿ âñåõA 2 
 . Îáúåäèíåíèå ïîñòðîåííûõ ôàçîâûõ êðèâûõ
îáðàçóåò ôàçîâóþ òðóáêó

Cyl(f ; 0; T) :=
[

t 2 [0;T ];A 2 


f r (t; A )g:

Â êàæäîé òî÷êå B = r (t; A ) 2 Cyl(f ; 0; T) âåêòîð ïðîèçâîäíîé ïðèíàäëåæèò
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè: r 0

t (t; A ) 2 TB Cyl(f ; 0; T). Ïîýòîìó åäèíè÷íûé âåêòîð
íîìàëè n(B ) ê ôàçîâîé òðóáêå îðòîãîíàëåí âåêòîðó r 0

t (t; A ) = f (r (t; A )) =
f (B ).

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê 
 T = [ A 2 
 f r (T; A)g îáðàçóåò âòîðóþ ïåòëþ. Íà îáå
ïåòëè íàòÿíåì ãëàäêèå ïëåíêè � è � T ñîîòâåòñòâåííî: @� = 
 , @� T = 
 T .
Îáúåäèíåíèå S := Cyl(f ; 0; T) [ � [ � T ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ÊÃÏ, êîòîðûé
ìû îðèåíòèðóåì ïîëåì âíåøíèõ íîðìàëåé. Â ñèëó ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ f ,
ïîòîê

�

S
(f ; n)dS = 0 ,

�

Cyl ( f ;0;T )
(f ; n)dS +

�

� +
(f ; n)dS +

�

� +
T

(f ; n)dS = 0 :

Íî â êàæäîé òî÷êå B = r (t; A ) 2 Cyl(f ; 0; T), êàê áûëî îòìå÷åíî, âûïîëíåíî
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (f (B ); n(B )) = 0 . Ïîýòîìó



Cyl ( f ;0;T ) (f ; n)dS = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîìåíÿâ âíåøíþþ íîðìàëü íà � íà âíóòðåííþþ, ìû ïîëó÷àåì:
�

� �
(f ; n)dS =

�

� +
T

(f ; n)dS:

Âûâîä: ïîòîê, ïðîòåêàþùèé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ñå÷åíèå òðóáêè, ïîðîæ-
äåííîé ñîëåíîèäàëüíûì ïîëåì, îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ ñå÷åíèé ýòîé òðóáêè.
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Ÿ 8. Ôîðìóëà Ñòîêñà

Ñëåäóþùàÿ â ðÿäó ôîðìóë Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, Ãðèíà è Îñòðîãðàäñêîãî-Ãà-
óññà ôîðìóëà Ñòîêñà ñâÿçûâàåò èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ñ èíòåãðàëîì
ïî ïîâåðõíîñòè (ïëåíêå), íàòÿíóòîé íà ýòîò êîíòóð. Îíà íîñèò èìÿ Ñýðà Äæîð-
äæà Ãàáðèåýëÿ Ñòîêñà (1819 � 1903), êîòîðûé âïåðâûå ââåë åå â êóðñ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà. Íî åå àâòîðîì ÿâëÿåòñÿ Óèëüÿì Òîìñîí, áàðîí Êåëüâèí
(1824 � 1907).

8.1. Òåîðåìà Ñòîêñà. Òåðìèíîëîãèÿ : êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî
ðîäà ïî çàìêíóòîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé . Ìû óæå èìåëè äåëî ñ
öèðêóëÿöèåé â òåîðåìå Ãðèíà.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü íà îáëàñòè U � R3 çàäàíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå
f (x; y; z) = ( P(x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z))T . Åãî ðîòîðîì íàçûâàþò âåòîðíîå
ïîëå, êîîðäèíàòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ ñèìâîëè÷åñêîãî îïðåäåëè-
òåëÿ:

rot f : U ! R3; rot f :=

�
�
�
�
�
�

i j k
@

@x
@

@y
@

@z
P Q R

�
�
�
�
�
�

=

�
@R
@y

�
@Q
@z

�
i +

�
@P
@z

�
@R
@x

�
j +

�
@Q
@x

�
@P
@y

�
k: � (8.1)

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü � � U � R3 � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êóñî÷-
íî-ãëàäêèì êðàåì @� , ïðè÷åì îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè ïîëåì åäèíè÷íûõ íîð-
ìàëåé n(x; y; z) ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé êðàÿ. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå f ïðè-
íàäëåæèò êëàññó ãëàäêîñòè C1(U). Òîãäà öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ f ïî êðèâîé @�
ðàâíà ïîòîêó ïîëÿ rot f ÷åðåç ïîâåðõíîñòü � , ò.å.

�

@�

(f ; ~� )ds =
�

�

(rot f ; n) dS; (8.2)

ãäå ~� (x; y; z) � ïîëå îðèåíòèðóþùèõ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé @� , ds
� äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè êðèâîé @� , dS � äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè ïîâåðõ-
íîñòè � . (Ïåòëÿ íà îáîçíà÷åíèè ÊÈÂÐ íàïîìèíàåò, ÷òî êðèâàÿ @� , áóäó÷è
êðàåì, åñòü îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñì. 6.1.)

Îáñóæäåíèå 8.1. Òåîðåìà Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Ãðèíà.
Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìàõ Ãðèíà è Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà èíòåãðèðîâàíèå ïî
îáëàñòè çàìåíÿëîñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî åå ãðàíèöå; â òåîðåìå Ñòîêñà èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî êðàþ. Èìåííî òåîðå-
ìà Ñòîêñà ÿâèëàñü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ïîâåðõíîñòè
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó ïðîèçâîëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè p > n . Òàêæå îòìåòèì, ÷òî íà ôèêñèðîâàííóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ
@� ìîæåò áûòü íàòÿíóòà äðóãàÿ ïëåíêà �̂ (ò.å. @� = @̂� ), íî ïðè ýòîì ïîòîê
ðîòîðà rot f (íî íå ñàìîãî ïîëÿ f ) íå èçìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïóñòü ïîêà � � U � R3 � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü
ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì @� . Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò äàíî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ,
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êîãäà ïîâåðõíîñòü � èìååò êëàññ ãëàäêîñòè äâà. Ò.å. ñóùåñòâóþò ïëîñêèå
îáëàñòè 
 � G � R2 è îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ðàäèóñ-âåêòîðîì

r : G ! R3; r (u; v) = ( x(u; v); y(u; v); z(u:v)) 2 C2(G);

êîòîðûì ïàðàìåòðèçîâàíà ïîâåðõíîñòü � = r (
) .
Ìû ðàññìîòðèì òðè âåêòîðíûõ ïîëÿ: f 1 = ( P; 0; 0)T , f 2 = (0 ; Q; 0)T , f 3 =

(0; 0; R)T . Äëÿ êàæäîãî èç íèõ äîêàæåì ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîñëå ÷åãî ñëîæèì
ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðè ýòàïà: 1) çàìå-
íÿåì öèðêóëÿöèþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé @� íà öèðêóëÿöèþ ïî ïëîñêîé
êðèâîé @
 ; 2) âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ãðèíà, çàìåíÿåì öèðêóëÿöèþ ïî @

èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïëîñêîé îáëàñòè 
 ; 3) �óçíàåì� â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå
ïî 
 ÏÈÂÐ îò ðîòîðà ïî � .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â R2 ñèñòåìà êîîðäèíàò (u; v)
ïðàâàÿ, à ïîâåðõíîñòü � îðèåíòèðîâàíà ñåìåéñòâîì åäèíè÷íûõ íîðìàëåé n =
r 0

u � r 0
v =jr 0

u � r 0
v j. Ïóñòü êóñî÷íî ãëàäêèé êðàé @
 ïàðàìåòðèçîâàí ïðîòèâ ÷àñî-

âîé ñòðåëêè âåêòîð-ôóíêöèåé (u(t); v(t))T (t 2 [0; T]). Òîãäà êðàé @� ïàðàìåò-
ðèçîâàí âåêòîð-ôóíêöèåé r (u(t); v(t)) = ( x(u(t); v(t)) ; y(u(t); v(t)) ; z(u(t); v(t))) T .
Ïîýòîìó

�

@�

(f 1; ~� )ds =
�

@�

Pdx =

T�

0

P(r (u(t); v(t)))( x(u(t); v(t))) 0
t dt =

T�

0

P(r (u(t); v(t)))( x0
u u0

t + x0
v v0

t )dt =
�

@


P(r (u; v))x0
u du + P(r (u; v))x0

v dv:

Èòàê, ìû çàìåíèëè öèðêóëÿöèþ ïîëÿ f1 = ( P; 0; 0)T � V 3 ïî @� íà öèðêóëÿöèþ
ïëîñêîãî ïîëÿ f̂1 := ( Px0

u ; Px0
v )T ïî @
 .

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà ( 5.2):
�

@


P(r (u; v))x0
u du + P(r (u; v))x0

v dv =
�



(P(r (u; v))x0

v )0
u � (P(r (u; v))x0

u )0
v ) dudv:

Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîâïàäåíèåì ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ (âîò äëÿ ÷åãî ïîíàäîáèëàñü ãëàäêîñòü êëàññà C2):

(P(r (u; v))x0
v )0

u � (P(r (u; v))x0
u )0

v = P(r (u; v))0
u x0

v + Px00
uv � P(r (u; v))0

v x0
u � Px00

vu =

(P0
x x0

u + P0
y y0

u + P0
zz0

u )x0
v � (P0

x x0
v + P0

y y0
v + P0

zz0
v )x0

u =

� P0
y (x0

u y0
v � x0

v y0
u ) + P0

z (x0
v z0

u � x0
u z0

v ) = � P0
y

�
�
�
�
x0

u y0
u

x0
v y0

v

�
�
�
� + P0

z

�
�
�
�
z0

u x0
u

z0
v x0

v

�
�
�
� :

Òåïåðü, ïîñëå âòîðîãî ýòàïà, ïîëó÷àåì:

�

@�

(f 1; ~� )ds =
�




�
� P0

y

�
�
�
�
x0

u y0
u

x0
v y0

v

�
�
�
� + P0

z

�
�
�
�
z0

u x0
u

z0
v x0

v

�
�
�
�

�
dudv:
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 8.1 ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ,

rot f 1 =

�
�
�
�
�
�

i j k
@

@x
@

@y
@

@z

P 0 0

�
�
�
�
�
�

= P0
z j � P0

y k:

Ïîýòîìó èç ôîðìóëû ( 6.7) âû÷èñëåíèÿ ÏÈÂÐ ñëåäóåò
�

�

(rot f 1; n) dS =
�




(rot f 1; r 0
u ; r 0

v )dudv =

�




�
�
�
�
�
�

0 P0
z � P0

y

x0
u y0

u zu

x0
v x0

v x0
v

�
�
�
�
�
�
dudv =

�




�
� P0

y

�
�
�
�
x0

u y0
u

x0
v y0

v

�
�
�
� + P0

z

�
�
�
�
z0

u x0
u

z0
v x0

v

�
�
�
�

�
dudv;

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëå âòîðîãî ýòàïà.
Äëÿ ïîëÿ f 1 ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû óñòàíîâëåíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-

âàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëåé f 2 è f 3. Îñòàåòñÿ ñëîæèòü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîñòüþ îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèé ïî êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ è ëèíåéíîñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 8.1. ×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåðõ-
íîñòü � òîëüêî êëàññà ãëàäêîñòè C1, íóæíî àïïðîêñèìèðîâàòü (ïðèáëèçèòü)
� ïëåíêàìè � n êëàññàC2 ñ òåì æå êðàåì @� è ïåðåéòè ê ïðåäåëó � n

n !1! �
(ñì. îáñóæäåíèå òåîðåìû 7.1). Ïîñêîëüêó ìû ïîêà íå âëàäååì ìåòîäàìè òåîðèè
àïïðîêñèìàöèè, äîêàçàòåëüñòâî îïóñêàåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî òîìó æå ïðèíöèïó ñëîæåíèÿ ïðîòèâîîðèåíòèðîâàííûõ ñëàãàåìûõ, ÷òî è
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì Ãðèíà 5.2 è Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà 7.1. Ïóñòü ÊÃÏ �
ñîñòàâëåíà èç êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ÏÃÏ � êóñêîâ � i . Òîãäà äëÿ êàæäîãî êóñêà
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ñòîêñà. Ñêëàäûâàÿ âñå ðàâåíñòâà, ñïðàâà ìû ïîëó÷èì,
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ( 6.9),

IX

i =1

�

� i

(rot f ; n) dS =
�

�

(rot f ; n) dS

ïîòîê ðîòîðà ÷åðåç âñþ ïîâåðõíîñòü � . Â ñóììå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ
ñëåâà èíòåãðàëû ïî îáùèì êóñêàì ãðàíèö @ij � áåðóòñÿ äâàæäû ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè. Ïîñêîëüêó ÊÈÂÐ ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè îðèåí-
òàöèè êðèâîé, óêàçàííûå ñëàãàåìûå âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Â ñóììå îñòàþòñÿ
ëèøü òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå îòâå÷àþò âñåì êóñêàì îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöû
@� . Â ñèëó àääèòèâíîñòè ÊÈÂÐ, ïîëó÷àåì

IX

i =1

�

@� i

(f ; ~� )ds =
�

@�
(f ; ~� )ds: �
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8.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà.
Áóðÿ ìãëîþ íåáî êðîåò,
Âèõðè ñíåæíûå êðóòÿ
À.Ñ. Ïóøêèí. Çèìíèé âå÷åð

Êàê è äèâåðãåíöèÿ, îïðåäåëåíèå ðîòîðà äàíî íàìè â êîîðäèíàòíîì âèäå.
Îäíàêî ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ïîíÿòèå:

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå f 2 C1(Ball (A; R)) , ãäåBall (A; R) �
îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå A ðàäèóñàR. Ïóñòü n � ôèêñèðîâàííûé
åäèíè÷íûé âåêòîð, Circ (A; r; n) � êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå A, ðàäèóñàr , ëå-
æàùèé â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó n (ðèñ. 8.1). Òîãäà â òî÷êå A
ïðîåêöèÿ ðîòîðà íà íàïðàâëåíèå n åñòü ïðåäåë:

(rot f (A); n) = lim
r ! 0

�

@Circ(A;r; n )
(f ; ~� )ds

� (Circ (A; r; n))
; (8.3)

ãäå îêðóæíîñòü @Circ(A; r; n) îðèåíòèðîâàíà ñîãëàñîâàííî ñ âåêòîðîì n, à
ìåðà (ïëîùàäü) êðóãà � (Circ (A; r; n)) = �r 2.

Îáñóæäåíèå 8.2. Ôîðìóëó ( 8.3) ìîæíî ïîíèìàòü òàê: ïðîåêöèÿ ðîòîðà
ïîëÿ f íà íàïðàâëåíèå n ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé åãî öèðêóëÿöèè ïî ìàëîé ïåò-
ëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîé n, ïî ïëîùàäè, êîòîðóþ îãðàíè÷èâàåò ïåòëÿ. Åñëè f �
ïîëå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè, òî rot f � âåêòîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé âåêòîðó
óãëîâîé ñêîðîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîé ÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû. Îòñþäà íàçâà-
íèå: ðîòîð îò ëàòèíñêîãî roto � âðàùàþ, èëè â ñòàðîé òåðìèíîëîãèè âèõðü .

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ( 8.2) è òåîðåìó î ñðåäíåì 3.5 ï. 6(b),
ïîëó÷àåì

lim
r ! 0

�

@Circ(A;r; n )
(f ; ~� )ds

� (Circ (A; r; n))
= lim

r ! 0

(rot f ( eA(r )) ; n)
�

Circ (A;r; n )
dS

� (Circ (A; r; n))
=

lim
r ! 0

(rot f ( eA(r )) ; n) = ( rot f (A); n); ãäå eA(r ) 2 Circ (A; r; n): �

Ñëåäñòâèå 8.1. (èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 8.1) Ðîòîð âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî . Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ è ìåðà ìíîæåñòâà, êàê áûëî
äîêàçàíî, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû ÏÄÑÊ. Â ñèëó ôîðìóëû ( 8.3),
ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ðîòîð.

8.3. Ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.
×åðòÿ çà êðóãîì ïëàâíûé êðóã,
Íàä ñîííûì ëóãîì êîðøóí êðóæèò
À.À. Áëîê. Êîðøóí

Èçó÷àÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ìû
âûÿñíèëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ íà (a; b) ôóíêöèÿ f (x) ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîäíîé äðóãîé ôóíêöèè: ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ F 2 C1(a; b), äëÿ êîòî-
ðîé F 0(x) = f (x); âñå ïåðâîîáðàçíûå èìåþò âèä F (x; C ) =

� x
x 0

f (t)dt + C, ãäå
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x0 2 (a; b) � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Â ñèëó òîïîëîãè÷åñêèõ ïðè÷èí ýòîò âûâîä ÍÅ ñïðàâåäëèâ äëÿ ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u(x; y; z) ÿâëÿåòñÿ
âåêòîð u0 = grad u, âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ: êàêîâû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ãðàäèåíòà íåêîòîðîé ôóíêöèè. Ïðåæäå âñåãî
íàì ïîòðåáóåòñÿ

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïóñòü U � R3 � îáëàñòü, ôóíêöèÿ u 2 C1(U), âåêòîðíîå
ïîëå f = ( P; Q; R)T 2 C0(U). Ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ f ,
åñëè grad u = f , ò.å. @u=@x= P; @u=@y= Q; @u=@z= R. (Â ñëó÷àå äâóõ
ïåðåìåííûõ îñòàíåòñÿ äâà óñëîâèÿ.) Ñàìî âåêòîðíîå ïîëå â óêàçàííîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì . �

Òåîðåìà 8.3. (ãëîáàëüíûé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà) Ïóñòü
âåêòîðíîå ïîëå f = ( P; Q; R)T 2 C0(U) íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îáëàñòè U.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. Öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ ïî ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé 
 � U
(âîçìîæíî, ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè!) ðàâíà íóëþ, ò.å.

�



(f ; ds) =

� T

0
(f (r (t)) ; r 0(t))dt = 0 ;

ãäår � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ïå-
ðèîäè÷íîñòè r (0) = r (T).

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê A; B 2 U èíòåãðàë
�

gAB (f ; ds) ÍÅ çàâèñèò îò

êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé gAB � U (âîçìîæíî, ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè), à
çàâèñèò òîëüêî îò ñàìèõ òî÷åê A è B .

3. Âåêòîðíîå ïîëå f ïîòåíöèàëüíî.

f

Ðèñ. 8.1

A

B

AB

BA

Ðèñ. 8.2

·

·

A

·
( , , )D x x y z+ D

( , , )B x y z

Ðèñ. 8.3

Äîêàçàòåëüñòâî . áóäåò äàíî ñëó÷àÿ, êîãäà ó ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ íåò
ñàìîïåðåñå÷åíèé.

1 ) 2. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè, ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A; B 2 U è ïðèíàäëå-
æàùàÿ U. Ìåòîäàìè òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êóñî÷íî-ãëàäêèõ (è äàæå ãëàäêèõ) êðèâûõ, ñîåäèíÿþ-
ùèõ òî÷êè A è B (äîêàçàòåëüñòâî áóäåò äàíî ïîçæå). Ïîýòîìó ôîðìóëèðîâêà
ï. 2 êîððåêòíà. Ïóñòü gAB è dAB äâå òàêèåîðèåíòèðîâàííûå êðèâûå. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç dBA êðèâóþ dAB ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé (ðèñ. 8.2). Òîãäà
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êðèâàÿ 
 := gAB [ dBA ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé è, â ñèëó àääèòèâíîñòè ÊÈÂÐ, ñïðà-
âåäëèâî:

0 =
�



(f ; ds) =

�

gAB
+

�

dBA
=

�

gAB
�

�

dAB
;

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
2 ) 3. Ìû ïðåäúÿâèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Ïóñòü

A(x0; y0; z0) 2 U � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, B (x; y; z) 2 U � ïðîèçâîëüíàÿ, gAB �
U � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ èõ ñîåäèíÿåò. Â óñëîâèÿõ
ï. 2, íåçàâèñèìî îò âûáîðà êðèâîé gAB , êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

u : U ! R; 8B 2 U çíà÷åíèå u(B ) :=
�

gAB
(f ; ds): (8.4)

Ïîêàæåì, ÷òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà U è â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå B 2 U
ñïðàâåäëèâî grad u(B ) = f (B ). Ñ ýòîé öåëüþ äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé @u(B )=@x. Â ñèëó îòêðûòîñòè U, ñóùåñòâóåò òàêîår = r (B ) > 0,
÷òî øàð Ball (B; r ) � U. Åñëè ìîäóëü âîçìóùåíèÿ j� xj < r , òî÷êà D(x +
� x; y; z) 2 U âìåñòå ñ îòðåçêîì [BD ], ðèñ. 8.3. Ïîýòîìó ïðåäåë

lim
� x ! 0

u(x + � x; y; z) � u(x; y; z)
� x

= lim
� x ! 0

�
gAD �

�
gAB

� x
= lim

� x ! 0

�
[BD ]

� x
=

lim
� x ! 0

� x +� x
x (f (x + s; y; z); i )ds

� x
= lim

� x ! 0

P(x + �; y; z )� x
� x

= P(x; y; z):

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü àääèòèâíîñòüþ èíòåãðàëà, ï. 2, òåîðåìîé î ñðåäíåì ( �
ëåæèò ñòðîãî ìåæäó x è x + � x) è íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè P. Ñëåäîâà-
òåëüíî, @u(B )=@x= P(B ). Àíàëîãè÷íî @u(B )=@y= Q(B ), @u(B )=@z= R(B ).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè P; Q; R íåïðåðûâíû, òî óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

3 ) 1. Â ñèëó ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ f = ( P; Q; R)T , ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
u 2 C1(U), äëÿ êîòîðîé

@u
@x

= P;
@u
@y

= Q;
@u
@z

= R:

Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè r (t) = ( x(t); y(t); z(t))T öèðêóëÿöèÿ
�



(f ; ds) =

� T

0
(a(r (t)) ; r 0(t))dt =

� T

0

�
@u
@x

x0(t) +
@u
@y

y0(t) +
@u
@z

z0(t)
�

dt =

� T

0
(u(r (t))) 0

t dt = u(r (T)) � u(r (0)) = 0 : �

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü

Òåîðåìà 8.4. (îïèñàíèå âñåõ ïîòåíöèàëîâ) Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç òðåõ
óñëîâèé òåîðåìû 8.3 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè A 2 U ôóíêöèÿ ( 8.4) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì.
2. Äëÿ ëþáîãî ïîòåíöèàëà u ïîëÿ f èìååò ìåñòî ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéá-

íèöà äëÿ ÊÈÂÐ: �

gAB
(f ; ds) = u(B ) � u(A):
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3. Ëþáûå äâà ïîòåíöèàëà îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó, ò.å. âñå ïîòåíè-
öàëû îïèñûâàåò ôîðìóëà

u(B ) :=
�

gAB
(f ; ds) + C;

ãäåC � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 1 ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ï. 2 òåîðåìû 8.3. Äî-
êàçàòåëüñòâî ï. 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî ï. 3
òåîðåìû 8.3:

�

gAB
(f ; ds) =

� �

�
(u(r (t))) 0

t dt = u(r (� )) � u(r (� )) = u(B ) � u(A):

Åñëè u è v � äâà ïîòåíöèàëà îäíîãî ïîëÿ, òî, â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà,
�

gAB
(f ; ds) = u(B ) � u(A) = v(B ) � v(A):

Çíà÷èò, ðàçíîñòü u(B ) � v(B ) = u(A) � v(A) = const = C íå çàâèñèò îò òî÷êè
B 2 U. �

8.4. Áåçâèõðåâûå âåêòîðíûå ïîëÿ.
Áóðàòèíî óâèäåë î÷àã è êîòåëîê íàä îãíåì.
Îí íå çíàë, ÷òî ýòî íàðèñîâàíî, è ñóíóë òóäà íîñ,
íî òîëüêî ïðîòêíóë â õîëñòå äûðêó.
À.Í. Òîëñòîé

Êðèòåðèè ïîòåíöèàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïï. 1 è 2 òåîðåìû 8.3
òðóäíîïðîâåðÿåìûå. Îêàçûâàåòñÿ, â óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè ïîëÿ f ïðîâåðèòü ïî-
òåíöèàëüíîñòü ïîëÿ ìîæíî ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè (à èìåííî
rot f ) è îäíîãî ãëîáàëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ñâîéñòâà îáëàñòè U. Ýòîò ïîäõîä
àíàëîãè÷åí ïðèìåíåíèþ äèâåðãåíöèè è îáúåìíîé îäíîñâÿçíîñòè ïðè èññëåäî-
âàíèè ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ. Íàì ïîòðåáóåòñÿ äâà îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Âåêòîðíîå ïîëå f 2 C1(G) íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì
íà U, åñëè òîæäåñòâåííî rot f (B ) � 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè A 2 U. �

Îïðåäåëåíèå 8.4. Îáëàñòü U � R3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿç-
íîé , åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé 
 � U ñóùåñòâóåò
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü � � U, êðàåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ 
 . �

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé
ïåòëåé ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ïëåíêó (íå îáÿçàòåëüíî âñå!), íàòÿíóòóþ íà ýòó
ïåòëþ. Èëè èíà÷å, ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íå èìååò ñêâîçíûõ îò-
âåðñòèé, ò.å. äûðîê.

Ïðèìåðû 8.1. ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé: ïðîñòðàíñòâî, èç êî-
òîðîãî óäàëèëè òî÷êó èëè øàð, ñàì øàð, øàðîâîé ñëîé. Ïðîñòðàíñòâî, èç
êîòîðîãî óäàëèëè ïðÿìóþ (íî íå ïëîñêîñòü!), èëè óäàëèëè îêðóæíîñòü, èëè
óäàëèëè ïîëíîòîðèé, ñàì ïîëíîòîðèé è �êðåíäåëè� � íå ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñò-
íî îäíîñâÿçíûìè îáëàñòÿìè (ðèñ. 8.4 - 8.6, ñðàâíèòå îáúåìíî îäíîñâÿçíûå è
ïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿçíûå îáëàñòè).
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Q

¶Q

Ðèñ. 8.4

·

Ðèñ. 8.5

Q

¶Q

·

Ðèñ. 8.6

Çàìå÷àíèå 8.2. Îïðåäåëåíèå 8.4 íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíî-
ñòè, à èìåííî: ó ëþáîé çàìêíóòîé ÊÃÊ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà êóñî÷íî-ãëàä-
êàÿ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàåì (ò.å. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû òèïà Æîðäàíà). Ïîïðîñòó ãîâîðÿ: íà ëþáóþ ïåòëþ ìîæíî íàòÿíóòü
ïëåíêó, â ÷åì ìû óáåæäàåìñÿ, ïîìåñòèâ ïðîâîëî÷íûé êîíòóð â ìûëüíóþ âîäó.
Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8.5. (êðèòåðèé ïîòåíöèàëüíîñòè) ×òîáû âåêòîðíîå ïîëå f êëàñ-
ñà ãëàäêîñòè C1(U) áûëî ïîòåíöèàëüíûì íà îáëàñòè U � R3 íåîáõîäèìî, à
â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíîé îäíîñâÿçíîñòè U è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî áåç-
âèõðåâûì:

f ïîòåíöèàëüíî �
ïîâåðõí. îäíîñâ. îáë. U

rot f (x; y; z) = 0 äëÿ âñåõA(x; y; z) 2 U:

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ï. 1 òåîðåìû
8.3 è òåîðåìû 8.2 î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ðîòîðà.

Ïóñòü ïîëå áåçâèõðåâîå. Â ñèëó ï. 1 òåîðåìû 8.3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïî-
òåíöèàëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ïî ëþáîé çàìêíóòîé
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé (âîçìîæíî ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè!) ðàâíà íóëþ. Îãðà-
íè÷èìñÿ ñëó÷àåì êðèâîé 
 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Èç ïîâåðõíîñòíîé îäíîñâÿçíî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü � � U, äëÿ êîòîðîé
@� = 
 . Èç ôîðìóëû Ñòîêñà ( 8.2) è áåçâèõðåâîñòè ïîëÿ ñëåäóåò, ÷òî öèðêóëÿ-
öèÿ ïî 
 ðàâíà íóëþ. �

Ñëåäñòâèå 8.2. (î ëîêàëüíîé ïîòåíöèàëüíîñòè) Åñëè ãëàäêîå ïîëå áåç-
âèõðåâîå íà îáëàñòè U, òî îíî ïîòåíöèàëüíî íà êàæäîì øàðå, ïðèíàäëå-
æàùåì U.

Çàäà÷à 8.1. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå8.2.

Ïðèìåð 8.1. áåçâèõðåâîãî, íî íåïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ðàññìîò-
ðèì ïîëå f = ( � y=(x2 + y2); x=(x2 + y2); 0) íà òîëñòîñòåííîì öèëèíäðå U = f 1 <
x2 + y2 < 9; z 2 Rg, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíî íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ.
Íà U ðîòîð

rot f =

�
�
�
�
�
�

i j k
@

@x
@

@y
@

@z
� y

x 2 + y2
x

x 2 + y2 0

�
�
�
�
�
�

= 0:
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Íî öèðêóëÿöèÿ ïî îêðóæíîñòè S1 = f r (t) = (2 cos t; 2 sint; 0); t 2 [0; 2� ]g � U
ðàâíà

�

S1
(f ; dr ) =

� 2�

0

�
� 2 sint

4
� (� 1)2 sint +

2 cost
4

� 2 cost
�

dt = 2 � 6= 0 :

Âûïèøåì êàê âûãëÿäÿò óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòü íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü íà
îáëàñòè 
 � R2 çàäàíî íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå f = ( P(x; y); Q(x; y))T .
Ñîäåðæàíèå òåîðåì 8.3 è 8.4 ïåðåíîñèòñÿ íà íåãî áåç èçìåíåíèé. Òåîðåìà 8.5
ïîëó÷àåò ñëåäóþùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó:

Òåîðåìà 8.6. (êðèòåðèé ïîòåíöèàëüíîñòè ïëîñêîãî ïîëÿ) ×òîáû âåêòîð-
íîå ïîëå (P; Q) 2 C1(
) áûëî ïîòåíöèàëüíûì íà îáëàñòè 
 � R2 íåîáõîäèìî,
à â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîñòè 
 è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî áåçâèõðåâûì â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

rot f :=
@Q(x; y)

@x
�

@P(x; y)
@y

= 0 äëÿ âñåõ(x; y) 2 
 : (8.5)

Çàìå÷àíèå 8.3. Òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 8.5, åñëè ïî-
ëîæèòü â íåé P(x; y; z) = P(x; y), Q(x; y; z) = Q(x; y), R(x; y; z) � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî . Åñëè ïîëå f ïîòåíöèàëüíî, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u 2
C2(
) , äëÿ êîòîðîé P(x; y) = u0

x , Q(x; y) = u0
y ïðè âñåõ (x; y) 2 
 . Ñëåäî-

âàòåëüíî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u ñóùåñòâóþò è
ñîâïàäàþò, ò.å. P0

y = u00
xy = u00

yx = Q0
x . Çíà÷èò, óñëîâèå (8.5) âûïîëíåíî.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ( 8.5). Â ñèëó ï. 1 òåîðåìû 8.3, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïî-
òåíöèàëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ïî ëþáîé çàìêíóòîé
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé 
 íóëåâàÿ. Èç îäíîñâÿçíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåí-
íîñòü Int
 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè 
 . Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìó-
ëîé Ãðèíà ( 5.2):

�



(f ; dr ) =

�



Pdx + Qdy =

� �

Int ( 
 )

�
@Q(x; y)

@x
�

@P(x; y)
@y

�
dxdy = 0 : �

8.5. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ. Ðàíåå ìû ââåëè ïîíÿòèÿ ñêàëÿðíîãî u =
u(x; y; z) è âåêòîðíîãî f(x; y; z) ïîëåé, êàê îòîáðàæåíèé èç òî÷å÷íîé îáëàñòè
U � R3 â ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ è â òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåò-
ñòâåííî. Áûëî ðåêîìåíäîâàíî â êàæäîé òî÷êå A(x; y; z) 2 U îòêëàäûâàòü
âåêòîð f(A), ïîðîæäåííûé èìåííî ýòîé òî÷êîé. Ýòà íàèâíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ
áûëà ïðèçâàíà ïîìî÷ü îòëè÷àòü �íàñòîÿùèå� ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ-âåêòîðû îò âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðíîãî àïïàðàòà ìíîãîìåðíîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Óòî÷íèì, ÷åì ñêàëÿðíîå ïîëå îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëîâîé
ôóíêöèè, à âåêòîðíîå ïîëå � îò âåêòîð-ôóíêöèè.

Ñêàëÿðíîå ïîëå ÍÅ ìåíÿåòñÿ ïîñëå ëþáîé çàìåíû êîîðäèíàò. Äëÿ âèçóà-
ëèçàöèè ÑÏ ïðèìåíÿþò ëèíèè óðîâíÿ, ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, öâåòíóþ ðàñêðàñêó.
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Ïðèìåðû 8.2. ñêàëÿðíûõ ïîëåé: ïîëå ñòàöèîíàðíûõ òåìåðàòóð, ïëîòíî-
ñòåé, äèâåðãåíöèè, ïîòåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ è äð. ÍÅ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì
ïîëåì çíà÷åíèå ïåðâîé êîîðäèíàòû òî÷êè, âòîðîé êîîðäèíàòû ãðàäèåíòà ...

Âåêòîðíîå ïîëå åñòü îòîáðàæåíèå

U ! U � V 3; A ! (A; f(A)) :

Âåêòîðíîå ïîëå ïðè çàìåíå îðòî-íîðìèðîâàííîãî áàçèñà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíàì
ëèíåéíîé àëãåáðû: åñëè íîâûé áàçèñ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàðûé ñ ïîìîùüþ
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A, òî íîâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
åãî ñòàðûå êîîðäèíàòû ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû (A0) � 1 � îáðàòíîé ê òðàíñïîíèðî-
âàííîé.

Ïðè äèôôåîìîðôèçìå F âåêòîðíîå ïîëå ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

(A; f(A)) ! (F (A); DF (A)f(A)) ;

ò.å. òî÷êè ïðåîáðàçóåò ñàìî îòîáðàæåíèå F , à âåêòîðû � îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé
DF (A) â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Âåêòîðíîå ïîëå ïîëåçíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé; òîãäà âåêòîðíîå ïîëå
ïîðîæäàåò ôàçîâûé ïîòîê .

Ïðèìåðû 8.3. âåêòîðíûõ ïîëåé: ïîëå ñêîðîñòåé ñïëîøíîé ñðåäû ïðè ëà-
ìèíàðíîì òå÷åíèè, íàïðÿæåííîñòü ñèëîâîãî ïîëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû çàðÿ-
äîâ. Ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì.

Ñ îäíîèìåííûìè ïîëÿìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Åñ-
ëè ïîëÿ ôèçè÷åñêèå, òî ó÷èòûâàþò ðàçìåðíîñòè ïîëåé. Âåêòîðíûå ïîëÿ ïîòî-
÷å÷íî : 1) ñêëàäûâàþò, 2) óìíîæàþò íà ñêàëÿðíîå ïîëå, 3) ñêàëÿðíî ïåðåìíî-
æàþò, 4) âåêòîðíî ïåðåìíîæàþò è ò.ä.

Ãëàäêèå ïîëÿ ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè è ïîëó-
÷àòü íîâûå ïîëÿ.

Ïðèìåðû 8.4. äèôôåðåíöèðîâàíèé:
1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå ãðàäè-

åíòîâ ' ! grad' = ( ' 0
x ; ' 0

y ; ' 0
z )T .

2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè äðóãîãî ïîëÿ ïî-
ðîæäàåò ñêàëÿðíîå ïîëå ïðîèçâîäíîé Ëè (Ìàðèóñ Ñîôóñ Ëè, 1842 �
1899): ' ! (v ; grad' ) = v1 � ' 0

x + v2 � ' 0
y + v3 � ' 0

z =: @'=@v.
3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîðîæäàåò ñêàëÿðíîå ïîëå äèâåð-

ãåíöèè f ! div f = @f1=@x+ @f2=@y+ @f3=@z.
4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå ðîòîðà

f ! rot f
5. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè äðóãîãî ïîëÿ ïî-

ðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ íà âåêòîð:
f ! D f(v).

6. Äàëüíåéøåå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ïðèìåð, îïåðàòîð Ëàïëàñà (Ïüåð-Ñè-
ìîí, ìàðêèç äå Ëàïëàñ, 1749 � 1827):

' ! grad' ! div(grad' ) = � ' :=
@2 '
@x2

+
@2 '
@y2

+
@2 '
@z2

:
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Âàæíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûå ïîëÿ, ò.å. ïîëÿ âè-
äà ' (r ) è � (r )r , ãäå r = ( x; y; z)T r = jr j. Äëÿ íèõ âñå äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû èçâåñòíû.

8.6. Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà. Ñýð Óèëüÿì Ðîóýí Ãàìèëüòîí (1805 � 1865)
ââåë â îáèõîä ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð íàáëà , èìþùèé â ÏÄÑÊ òàêîå îïðå-
äåëåíèå:

r :=
�

@
@x

;
@
@y

;
@
@z

� T

:

Ñ ïîìîùüþ âåêòîðà íàáëà îñíîâíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëåé èíòåðïðå-
òèðóþòñÿ êàê óìíîæåíèÿ :

1. r ' := grad' ,
2. (r ; f) = div f,
3. r � f = rot f,
4. (v ; r )' = @'=@v,
5. (v; r )f = D f(v),
6. (r ; r )' = r 2 ' = � ' .

Îñíîâíûå ïðèíöèïû ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèé ñ âåêòîðîì íàáëà :

1. Íàáëà ëèíåéíûé îïåðàòîð.
2. Íàáëà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà.
3. Íàáëà � ïåðåìíîæàåòñÿ � ñ ïîëÿìè êàê âåêòîð íà ÷èñëî, êàê ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå è êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (ñì. âûøå).
4. Äëÿ íàáëà, êàê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, âûïîëíÿåòñÿ ïðàâè-

ëî Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
5. ×òîáû íå çàáûòü, íà êàêîå ïîëå äåéñòâóåò r , íàä ïîëåì ñòàâÿò ñòðåëêó.
6. Ïîëåçíî ïðèìåíÿòü óæå èçâåñòíûå òîæäåñòâà ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè.
7. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëå, íà êîòîðîå äåéñòâóåò íàáëà, îêàçûâàåòñÿ

êðàéíèì ñïðàâà, à ñàì îïåðàòîð ñòîèò ñëåäóþùèé çà íèì. Ïîñëå ÷åãî
ìîæíî çàïèñàòü ðåçóëüòàò.

8. Â êîíöå îòâåò ðåêîìåíäóåòñÿ çàïèñûâàòü ÁÅÇ îïåðàòîðà íàáëà.
9. Äëÿ êîíêðåòíûõ ïîëåé (íàïðèìåð, öåíòðàëüíûõ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ñìåøàííóþ òåõíèêó � è îïåðàòîðíóþ, è êîîðäèíàòíóþ.

Çàïðåòû :

1. Íàáëà íå ó÷àñòâóåò â îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ñ âåêòîðàìè.
2. Ïåðåìíîæåíèå ñ íàáëà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì, ó÷èòûâàÿ ñòðåëêè

åãî äåéñòâèÿ.

Ïðèìåð 8.2.

(v ; r )
#
' = @'=@v; (r ;

#
v)' = ' div v:


