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1. Îñíîâíûå òèïû óðàâíåíèé

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, Ïóàññîíà,

âîëíîâîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è äðóãèå.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà, ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Êëàññèôèêàöèÿ

óðàâíåíèé â òî÷êå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

Çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Êëàññèôèêàöèÿ â òî÷-

êå è â îáëàñòè. Õàðàêòåðèñòèêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Òèïè÷íûå çàäà÷è. Êðàåâûå

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Çàäà÷è: Êîøè; êðàåâûå; ñìåøàííûå.

2. Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû (n = 1). Ôîðìóëà Äà-

ëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè. Ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé

ñòðóíû. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (n = 3). Ôîðìóëà Êèðõãîôà.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìåìáðàíû (n = 2). Ôîðìóëà

Ïóàññîíà (ìåòîä ñïóñêà).

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Çàäà÷à Êîøè íà ïëîñêîñòè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Çàäà÷à ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ (çàäà÷à Ãóðñà).

3. Óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå è åãî ñâîéñòâà.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Èíòåãðàë Ïóàññîíà.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

Ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè íà ïîëóïðÿìîé.

4. Óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà.

Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ïðåîáðàçîâàíèå Êåëüâèíà.

Ëàïëàñèàí â ïîëÿðíûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ (n = 3, n = 2) è äåëüòà-ôóíêöèÿ.

Îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è (âíóòðåííèå, âíåøíèå): çàäà÷à Äèðèõëå, çà-

äà÷à Íåéìàíà. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.

Ôîðìóëû Ãðèíà. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (â êðóãå è â øàðå, â ïîëóïëîñêîñòè è â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå) ÷åðåç êðàåâûå çíà÷åíèÿ.



Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-

ðèõëå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ãðèíà.

Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ â R2.
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Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷åðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 20�26 îêòÿáðÿ)

2.1(9); 2.2(1,4); 2.11(2,5); 14.26(1,2).

1. Ðåøèòå çàäà÷è Êîøè:

à) ut = xux + x2u, u(x, 0) = sinx;

á) ut = (8x− 6y)ux + (9x− 7y)uy, u(x, y, 0) = α(x, y).



2. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

∂4u

∂t4
− 5

∂4u

∂t2∂x2
+ 4

∂4u

∂x4
= 0.

12.13(1).

3. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè è óêàæèòå íàèáîëüøóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøå-

íèå îïðåäåëåíî è îäíîçíà÷íî:

2x2uxx − 3xyuxy + y2uyy + 2xux + yuy = 0,

u|y=1 = x3 − x, uy|y=1
= 3x3 − 2x, 1 < x < 2.

14.33; 14.37; 14.41.

4. Ðåøèòå çàäà÷ó è óêàæèòå íàèáîëüøóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøåíèå îïðå-

äåëåíî è îäíîçíà÷íî:

uyy − 4uxx = 0, u|y=0 = x2, uy|y=0
= 0 ïðè −2 < x ≤ 0,

u|y=x = 5x2 + 3x3 ïðè 0 ≤ x < 1.

12.27; 12.28; 12.30; 12.36(1); 12.37(5); 12.38(3).

5. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

utt = a2∆u+ g(t)f(x), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, t > 0,

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x), x ∈ Rn,

åñëè f(x), u0(x), u1(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà

Ëàïëàñà: ∆f = λf, ∆u0 = µ0u0, ∆u1 = µ1u1, x ∈ Rn,

λ, µ0, µ1 � ïîñòîÿííûå.

21.1; 21.2; 21.4; 21.21.

6. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

utt = 2∆u, (x, y, z) ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = e−(x2+y2+z2), (x, y, z) ∈ R3.

Óêàçàíèå. Ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

u(x, y, z, t) =
v(r, t)

r
, ãäå r =

√
x2 + y2 + z2.

7. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó:{
ut − vx = 0,

vt − ux = 0.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.



8. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû:{
ut + 4ux − 6vx = 0,

x ∈ R, t > 0,
vt + 3ux − 5vx = 0,

è ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: u(x, 0) = sinx,

v(x, 0) = cosx.

9. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè:{
ut = −9ux + 16vx,

x ∈ R, t > 0,
vt = −9ux + 15vx,

u(x, 0) = cosx, v(x, 0) = sinx, x ∈ R.

10. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè:
ut = 4ux − 2vx − 9wx,

vt = −3ux + 5vx + 15wx, x ∈ R, t > 0,

wt = 2ux − 2vx − 7wx,

u(x, 0) = sinx, v(x, 0) = 0, w(x, 0) = 0, x ∈ R.

11. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè:{
ut = 8ux − 18vx,

x ∈ R, t > 0,
vt = 3ux − 7vx,

u(x, 0)=θ(x), v(x, 0)=0, x ∈ R. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè (x, t) ëèíèè

ðàçðûâà ôóíêöèé u(x, t) è v(x, t). Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé u(x, t)

è v(x, t) ìåæäó ýòèìè ëèíèÿìè.

12*. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû:{
ut = 3ux − 4vx − 2vy,

(x, y) ∈ R2, t > 0,
vt = 2ux − 3vx + uy − 3vy,

è ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: u(x, y, 0) = θ(x + y),

v(x, y, 0) = θ(x− y).



ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 08�14 äåêàáðÿ)

13.1; 13.2; 13.4; 13.5(3); 13.6(2); 13.7(2,5); 13.8(1,3,5).

21.30; 21.33.

1. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè:{
ut + 5uxx − 9vxx = 0,

x ∈ R, t > 0,
vt + 6uxx − 10vxx = 0,

u(x, 0) = ex, v(x, 0) = cos 2x.

2. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè:

ut = uxx + 2tuxy + t2uyy, (x, y) ∈ R2, t > 0, u(x, y, 0) = sin2(x+ y).

3. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè:

ut = uxx + xux, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = exp(−x2/2).

4. Ïîñòðîéòå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

à) uxx + 2uxy + 2uyy = 0 ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â òî÷êå (a, b);

á) 3uxx + 4uxy + 2uxz + 2uyy + 2uyz + uzz = 0 ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â òî÷êå

(a, b, c).

17.1(2,3); 17.2(2); 17.11(2,3,6).

16.1(2); 16.2(1); 16.3(2).

5. Íàéäèòå ãàðìîíè÷åñêóþ ïðè r < 2 ôóíêöèþ u(x, y), ñîâïàäàþùóþ ñ

ôóíêöèåé x3y ïðè r = 2.

Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ë.Ï. Êóïöîâ

ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.È. Áåñïîðòî÷íûé


