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1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è èõ ãåîìåòðè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ

ïëîñêîñòü è ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

2. Êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü è óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà. Ñâÿçíîñòü

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî îáëàñòè. Òåîðåìà î ãîëîìîðôíîé â îáëà-

ñòè ôóíêöèè ñ îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðîèçâîäíîé. Òåîðåìà îá îáðàòíîé

ôóíêöèè.

3. Ñòåïåííûå ðÿäû è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ãîëîìîðôíîñòü ñóììû ñòå-

ïåííîãî ðÿäà â êðóãå ñõîäèìîñòè. Ñâîéñòâà ýêñïîíåíòû è òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèõ ôóíêöèé. Âåòâè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. Êîìïëåêñíûå

ñòåïåíè.

4. Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå. Èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà. Ïåðâîîáðàçíàÿ

è ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â îáëàñòè. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëà

îò ôîðìû ïóòè. Ëåììà Ãóðñà è òåîðåìà Êîøè äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè.

Óñèëåíèå ëåììû Ãóðñà.

5. Èíòåãðàë Êîøè. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ êðóãà è áåñêîíå÷-

íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìó-

ëà Êîøè äëÿ ïðîèçâîäíûõ. Òåîðåìû Ìîðåðà, î ñðåäíåì è Ëèóâèëëÿ.

6. Ðÿä Òåéëîðà. Íóëè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè è òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

7. Ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà âäîëü êðèâîé. Èíäåêñ òî÷êè îòíîñèòåëüíî çà-

ìêíóòîé êðèâîé è åãî ñâîéñòâà. Îáùàÿ ôîðìà òåîðåìû Êîøè è å¼ ñëåä-

ñòâèÿ äëÿ îäíîñâÿçíîé è ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòåé.

8. Ðÿä Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè. Ñâÿçü èõ êëàññèôèêàöèè ñ

âèäîì ðÿäà Ëîðàíà. Òåîðåìà Ñîõîöêîãî î ïîâåäåíèè ãîëîìîðôíîé ôóíê-

öèè â îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè. Âû÷åòû è ôîðìóëû äëÿ

èõ âû÷èñëåíèÿ. Òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ. Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ. Ëåììà Æîðäàíà.

9. Ðåãóëÿðíûå âåòâè ëîãàðèôìà è êîðíåé. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåãó-

ëÿðíîé âåòâè ëîãàðèôìà ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè ôóíêöèè. Òåîðåìà î ñó-

ùåñòâîâàíèè ðåãóëÿðíîé âåòâè êîðíÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè ôóíêöèè.

Ðàçëîæåíèå â ðÿäû ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ëîãàðèôìà è êîðíÿ. Âû÷èñëåíèå

èíòåãðàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðíûõ âåòâåé.

10. Ïðèíöèï àðãóìåíòà è îòîáðàæàþùèå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà Ðóøå è îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Òåîðåìà î ëîêàëüíîé ñòðóê-

òóðå îòîáðàæåíèÿ. Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè. Îäíîëèñòíîñòü è ëî-

êàëüíàÿ îäíîëèñòíîñòü. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ è ëåììà Øâàðöà.

Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ è êðèòåðèé êîíôîðìíîñòè â òî÷êå. Êîí-

ôîðìíîñòü â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.



11. Ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà è Ãóðâèöà.

Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè.

12. Ýëåìåíòàðíûå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ. Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ. Àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ÷åòûð¼õ òî÷åê. Êðóãîâîå ñâîéñòâî

è ïðèíöèï ñèììåòðèè äëÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Êîíôîðìíûå

îòîáðàæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåííîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèé.

Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî. Òåîðåìà Ðèìàíà îá îòîáðàæåíèè. Òåîðåìà î ñî-

îòâåòñòâèè ãðàíèö ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

13. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Òåîðåìà Êîøè�Àäàìàðà. Àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå âäîëü ïóòè è òåîðåìà î ìîíîäðîìèè. Ïðèíöèï ñèììåòðèè

Ðèìàíà�Øâàðöà.

14. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè. Òåîðåìà Ìèòòàã�Ëåôôëåðà î ñóùåñòâîâàíèè

ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ çàäàííûìè ïîëþñàìè. Ðàçëîæåíèå êîòàíãåíñà

â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé.

15. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ñèíóñà â âèäå áåñêîíå÷íî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ôîðìóëà Ýéëåðà è ïðåäñòàâëåíèå Ãàóññà äëÿ ãàììà�

ôóíêöèè. Èíòåãðàë Ôðåíåëÿ.

16. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è çàäà÷à Äèðèõëå. Ñâÿçü ìåæäó ãîëîìîðôíû-

ìè è ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðèíöèï ýêñòðåìóìà è òåîðåìà åäèí-

ñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü.

Òåîðåìà î ñðåäíåì è èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ïóàññîíà. Èíòåãðàë Ïóàñ-

ñîíà è ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â êðóãå.

17. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû è ôóíêöèÿ Ýéðè. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ è ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéðè. Ìåòîä Ëàïëàñà è àñèìïòîòèêà ãàììà�

ôóíêöèè. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Ìåòîä ïåðåâàëà è àñèìïòîòèêà

ôóíêöèè Ýéðè.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 30 ñåíòÿáðÿ � 05 îêòÿáðÿ)

I. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

�1: 3(2); 4(2); 11; 18.

�2: 3.

Ò.1. Íàéòè âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

à)

(
1− i

1 + i

)2019

; á) (1 + i)n − (1− i)n, n ∈ N.

Ò.2. Ïóñòü z1, z2, z3 ∈ C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ

öåíòðà îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òðè òî÷êè.

Ò.3. Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1 âçÿòû äâå òî÷êè a è b, a+ b ̸= 0, è

÷åðåç íèõ ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè. Íàéòè òî÷êó, â êîòîðîé

ïåðåñåêàþòñÿ ýòè êàñàòåëüíûå.

Ò.4. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè îêðóæíîñòè íà ñôå-

ðå Ðèìàíà ñîîòâåòñòâóåò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü èëè ïðÿ-

ìàÿ.

Ò.5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ z, z′ ∈ C âåëè÷èíà

d(z, z′) =
2|z − z′|√

(1 + |z|2)(1 + |z′|2)

âûðàæàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîîáðàçàìè ýòèõ òî÷åê ïðè ñòåðåîãðàôè-

÷åñêîé ïðîåêöèè.



Ò.6. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå z(t) = a + bt, −∞ < t < ∞, ãäå a, b ∈ C, b ̸= 0. Ïðè

ýòîì íàïðàâëåíèå ïðÿìîé ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñ íàïðàâëåíèåì b.

Ïîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî Im z−a
b < 0 âûäåëÿåò ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü

(îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé), à íåðàâåíñòâî Im z−a
b > 0 âûäåëÿåò ëåâóþ ïîëó-

ïëîñêîñòü.

Ò.7. Ïóñòü a, b�íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê âåê-

òîðû â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîêàæèòå, ÷òî Re{āb}�èõ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå, à | Im{āb}|�ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè

a è b.

Ò.8*. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè z1, z2, z3 ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííå-

ãî òðåóãîëüíèêà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1.

II. Êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè

�5: 9(1,3).

Ò.9. Íàéòè îáëàñòè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ

f(z) = |x2 − y2|+ 2i|xy|, z = x+ iy,

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé.

Ò.10. Ïóñòü f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x + iy, ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â

îáëàñòè D ôóíêöèåé. Äîêàæèòå, ÷òî |gradu| = |gradv| âî âñåõ òî÷êàõ

îáëàñòè D.

Ò.11. Ïóñòü f(z) = u(x, y)+iv(x, y), z = x+iy, ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé

â âåùåñòâåííîì ñìûñëå ôóíêöèåé è

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå ∂f
∂z = 0.

Ò.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îáëàñòè D, n ðàç äèô-

ôåðåíöèðóåìà â êîìïëåêñíîì ñìûñëå è f (n)(z) ≡ 0, òî f �ïîëèíîì.

Ò.13*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå íóëè ïîëèíîìà P (z) ëåæàò â íåêîòîðîé ïîëó-

ïëîñêîñòè, òî âñå íóëè ïðîèçâîäíîé P ′(z) ëåæàò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè.



Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâî

P ′(z)

P (z)
=

1

z − a1
+ . . .+

1

z − an
,

ãäå a1, . . . , an �íóëè ïîëèíîìà P (z).

III. Ñòåïåííûå ðÿäû è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ò.14. Íàéòè ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ:

à)

∞∑
n=1

(
1− in

1 + in

)n2

zn; á)

∞∑
n=1

(1 + in)nzn;

â)

∞∑
n=1

2nzn!; ã)

∞∑
n=1

((1 + i)n + (1− i)n) zn.

�3: 10(3,4); 12(1); 13(1,3); 17(3,4,5).

Ò.15. Íàéòè çíà÷åíèÿ sin i, cos i, tg(1 + i).

Ò.16. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

à) sh z = −i sin(iz), ch z = cos(iz);

á) sh z1 + sh z2 = 2 sh z1+z2
2 ch z1−z2

2 ;

â) cos2n z = 1
22nC

n
2n + 1

22n−1

n∑
k=1

Cn+k
2n cos(2kz).

Ò.17. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ 2i, ii, (−1)2i.

Ò.18*. Ïóñòü {an}�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òà-

êàÿ, ÷òî

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= L.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà limn→∞
n
√
|an| = L.

IV. Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå

Ò.19. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû∫
T

|z − 1| |dz|,
∫
T

|z − 1| dz,

ãäå T � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.



Ò.20*. Ïóñòü P (z) � ïîëèíîì, à γR � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæ-

íîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ðàäèóñà R. Ïîêàæèòå, ÷òî∫
γR

P (z) dz = −i2πR2P ′(a), dz = dx− idy.

Ò.21. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
γ

cos8 z dz, ãäå γ � ïîëóîêðóæíîñòü:

z(t) = π + πeit, π ≤ t ≤ 2π.

Ò.22. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ z ∈ C, Rez > 0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|e−z − 1| ≤ |z|.

Ò.23*. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ z ∈ C, |z| ≤ 1, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

4
|z| ≤ |ez − 1| ≤ 7

4
|z|.

Ò.24. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëó Ãðèíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫∫
D

∂f

∂z
(z)dxdy =

1

2i

∫
∂D

f(z)dz,

ãäå z = x + iy, D�æîðäàíîâà îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D.

V. Ðÿä Òåéëîðà è òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

�7: 5; 6(2); 11(2,3); 12(3).

�9: 2(1-9); 3.

Ò.25. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà f(z) =
∞∑

n=0
αnz

n. Âûðàçèòü ÷åðåç

f ñóììó ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑

n=1
n3αnz

n.

Ò.26. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â åäèíè÷íîì êðóãå è äëÿ êàæäîé

òî÷êè x ∈ (−1, 1) íà âåùåñòâåííîì äèàìåòðå ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n, ÷òî f (n)(x) = 0. ßâëÿåòñÿ ëè f ïîëèíîìîì?

VI. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè. Ðÿä Ëîðàíà

�11: 3(4); 4(6); 7(3); 10(6).

�12: 2(7); 8(3,7); 17(9); 20(5).



Ò.27. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîì åäèíè÷íîì êðóãå

0 < |z| < 1 è ïðè íåêîòîðûõ A > 0 è α ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(z)| ≤ A
|z|α . Îïðåäåëèòü òèï èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z = 0 ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 04�09 íîÿáðÿ)

I. Âû÷åòû è âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

�13: 2(5); 3(5); 4(6); 5(3).

�14: 1(6); 2(3,8,17,24); 3(1).

�23: 1(4,8); 2(9,13,20).

Ò.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫
−∞

sinx

x2 − 3ix+ 4
dx.

Ò.2*. Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå |z| < 1

ôóíêöèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ζ, |ζ| < 1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(ζ) =
1

π

∫∫
|z|<1

f(z)

(1− zζ)2
dxdy, z = x+ iy.

II. Ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ðàçëîæåíèå â ðÿäû

Òåéëîðà è Ëîðàíà

�16: 2; 4; 5; 7*.

�18: 9(2,3); 24; 25; 27; 35; 37*; 38*; 44*.

Ò.3*. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

F (z) =

+∞∫
−∞

e−
t2

z dt, Rez > 0,

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {
√
πz}. Ðàçëîæèòü

F (z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 è óêàçàòü ðàäèóñ ñõîäè-

ìîñòè ýòîãî ðÿäà.



III. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ

ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

�19: 8; 10; 24; 25*; 42; 46*; 47*.

�23: 5(2,4,8); 6(6,7,8); 7(1,7*).

IV. Ïðèíöèï àðãóìåíòà è òåîðåìà Ðóøå

�15: 1(1,3,7,8*).

Ò.4. Íàéòè ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 4z6 + 4z3 + 9z − 4 â êðóãå |z| < 1.

Ò.5. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðóøå è òåîðèþ âû÷åòîâ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë∮
|z|=1

z6
(

1

3z4 + z + 1

)
dz.

Ò.6*. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîì

P (z) = z8 + az3 + bz + c, a ≥ 0, b ≥ 0, c > 0,

èìååò â ïåðâîì êâàäðàíòå ðîâíî äâà êîðíÿ.

ÒÐÅÒÜÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 09�14 äåêàáðÿ)

I. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

Ò.1. Ïóñòü P (z) = zn + c1z
n−1 + · · ·+ cn. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè P (z) ̸≡ zn, òî

íàéäåòñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè òî÷êà z0, â êîòîðîé |P (z0)| > 1.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ôóíêöèè g(z) = P (z)
zn è f(ξ) = g(1/ξ).

Ò.2. Ïóñòü P (z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n è M(r) = max
|z|=r

|P (z)|. Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ 0 < r1 < r2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
M(r1)
rn1

≥ M(r2)
rn2

.

Ò.3*. Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D è íåïðåðûâ-

íàÿ â çàìûêàíèè D ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |f(z)| = R > 0 íà

ãðàíèöå ∂D îáëàñòè D, òî ëèáî f(z) ≡ const, ëèáî íàéäåòñÿ òî÷êà

z0 ∈ D, â êîòîðîé f(z0) = 0. Îñòàíåòñÿ ëè âåðíûì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå

íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè D?

Ò.4*. Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèÿ è d � äèà-

ìåòð îáðàçà f(D). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà |f ′(0)| ≤ d
2 . Çàìåòèì, ÷òî ëåììà

Øâàðöà ñðàçó æå äàåò îöåíêó |f ′(0)| ≤ d.



II. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

�27: 4(5); 7(2); 8(2,4).

�28: 5 (ðèñ. 28.31, 28.34, 28.38, 28.45); 10 (ðèñ. 28.51, 28.53, 28.61);

12 (ðèñ. 28.65); 13; 19 (ðèñ. 28.71, 28.75, 28.80, 28.84, 28.85);

20 (ðèñ. 28.89).

�29: 3 (ðèñ. 29.19, 29.21).

III. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Ò.5. Äîêàæèòå, ÷òî â åäèíè÷íîì êðóãå ñõîäèòñÿ ñëåäóþùåå áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∞∏
n=0

(
1 + z2

n
)

=
1

1− z
.

Ò.6. Äîêàæèòå, ÷òî
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6 .

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå êîýôôèöèåíò ïðè íóëåâîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè

â ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè π2/ sin2 πz â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ò.7*. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè Re z > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∞∫
0

e(1−z)t t

et − 1
dt =

∞∑
n=0

1

(z + n)2
.

Óêàçàíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè Re z > 0 è n = 0, 1, 2, . . . èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî
∞∫
0

te−(z+n)tdt =
1

(z + n)2
.

Ò.8*. Äîêàæèòå, ÷òî

∞∫
0

t

et − 1
dt =

π2

6
,

∞∫
0

t

et + 1
dt =

π2

12
.

IV. Çàäà÷à Äèðèõëå

Ò.9. Ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êðóãå ñ çàäàííûì ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì:

à) ∆u = 0, u(eiθ) = sin θ
5+4 cos θ ;



á) ∆u = 0, u(eiθ) = 4+5 cos θ
(5+4 cos θ)2 .

Ò.10*. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ, íàéòè îãðàíè÷åí-

íóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u(z), |z| < 1, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

1 íà âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, Imz > 0, è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0

íà íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, Imz < 0.

V. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

Ò.11. Íàéòè ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðè λ → ∞ ôóíêöèè Áåññåëÿ n-ãî

ïîðÿäêà, n ∈ N,

Jn(λ) =
1

π

π∫
0

cos(λ sin t− nt)dt.

Ò.12*. Íàéòè ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðè λ → ∞ èíòåãðàëà

F (λ) =

∞∫
−∞

eiλt−t4/4dt.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Â. Ãîðÿéíîâ


