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ОПТИКА 

 

1. Геометрическая оптика. Принцип Ферма, законы преломления и 

отражения. Полное внутреннее отражение. Оптические инструменты: теле-

скоп, микроскоп. Понятие о геометрических аберрациях. Элементы фото-

метрии: яркость источника, освещённость изображения. 

Современные применения геометрической оптики в пределе корот-

ких длин волн: рентгеновская микроскопия, проекционная рентгеновская 

литография, рентгеновская астрономия, микроанализ с пространственным 

разрешением. 

2. Волновая оптика. Волновое уравнение, монохроматические 

волны, комплексная амплитуда, уравнение Гельмгольца, плоские и сфери-

ческие волны, показатель преломления, фазовая скорость распространения. 

Поляризация света: линейная, круговая и эллиптическая. Естественный 

свет. Степень поляризации. Формулы Френеля, угол Брюстера.  

Нерелятивистский эффект Доплера, поиск экзопланет. 

3. Дисперсия показателя преломления, классическая теория диспер-

сии, нормальная и аномальная дисперсии. Комплексная диэлектрическая 

проницаемость и комплексный показатель преломления, связь мнимой ча-

сти с поглощением света средой. Затухающие волны, закон Бугера. Пока-

затель преломления плазмы. Радиоволны в ионосфере и дальняя радио-

связь. Групповая скорость. Распространение волнового пакета в неодно-

родной среде. Различные диапазоны длин волн, их особенности. Метамате-

риалы. 

4. Принцип суперпозиции и интерференция монохроматических 

волн. Видность полос, ширина полосы. Просветление оптики. Статистиче-

ская природа излучения квазимонохроматической волны. Временная коге-

рентность, функция временной когерентности, связь со спектральной ин-

тенсивностью (теорема Винера–Хинчина) и с видностью. Ограничение на 

допустимую разность хода в двухлучевых интерференционных схемах, со-

отношение неопределенностей. 

5. Интерференция при использовании протяженных источников. 

Пространственная когерентность, радиус когерентности, функция про-

странственной когерентности, связь с распределением интенсивности из-

лучения по источнику (теорема Ван Циттерта–Цернике). Ограничения на 

допустимые размеры источника и апертуру интерференции в двухлучевых 

схемах. Лазеры как источники излучения с высокой временной и простран-

ственной когерентностью. 

6. Дифракция волн. Принцип Гюйгенса–Френеля. Дифракция на тон-

ком экране. Граничные условия Кирхгофа. Волновой параметр. Дифракция 

Френеля. Задачи с осевой симметрией, зоны Френеля, спираль Френеля. 
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Зонные пластинки, линза. Использование зонных пластинок для фокуси-

ровки рентгеновского излучения. Дифракция на дополнительном экране, 

пятно Пуассона. Дифракция на системе дополнительных экранов, теорема 

Бабинэ. Дифракция на краю, спираль Корню. 

7. Дифракция Фраунгофера. Световое поле в зоне Фраунгофера как 

преобразование Фурье граничного поля. Дифракция Фраунгофера на щели, 

дифракционная расходимость. Дифракционный предел разрешения теле-

скопа и микроскопа. Поле в фокальной плоскости линзы, поперечные и 

продольные размеры фокального пятна. 

8. Спектральные приборы: призма, дифракционная решётка, интер-

ферометр Фабри–Перо. Характеристики спектральных приборов: разреша-

ющая способность, область дисперсии, угловая дисперсия.  

Интерференция в тонких пленках и многослойных структурах, зер-

кала с высоким коэффициентом отражения. Искусственные многослойные 

структуры для отражения мягкого рентгеновского излучения. Радиотехни-

ческие аналоги дифракционных решеток. 

9. Принципы фурье-оптики. Метод Рэлея решения задачи дифрак-

ции: волновое поле как суперпозиция плоских волн разных направлений 

(пространственное фурье-разложение), соотношение неопределённостей. 

Дифракция Френеля на периодических структурах (эффект саморепродук-

ции). Теория Аббе формирования оптического изображения, принцип 

двойной дифракции. Апертура, полоса пропускания пространственных ча-

стот оптической системы, связь с разрешающей способностью. Разрешаю-

щая способность при когерентном и некогерентном освещении. 

10. Принципы голографии. Голограмма Габора. Голограмма с 

наклонным опорным пучком. Разрешающая способность голограммы. 

Условие Брэгга–Вульфа. Объёмная голограмма, объёмная решётка в реги-

стрирующей среде.  

Представление о голографической микроскопии биообъектов и голо-

графической интерферометрии. 

11. Кристаллооптика. Дихроизм, поляроиды, закон Малюса. Двойное 

лучепреломление в одноосных кристаллах, разложение волны на обыкно-

венную и необыкновенную. Взаимная ориентация векторов k, E, D, B, 

направление вектора Пойнтинга, боковой снос световых пучков в кристал-

лах. Интерференционные явления в кристаллических пластинках. Понятие 

об искусственной анизотропии. Эффекты Фарадея, Керра и Поккельса и их 

применение. 

12. Рассеяние света. Эффективное сечение рассеяния, диаграмма 

направленности, их зависимость от длины волны и от размера рассеиваю-

щих частиц, Рэлеевское рассеяние (рассеяние на флуктуациях плотности). 

Поляризация рассеянного света.  
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13. Нелинейные оптические явления. Нелинейная поляризация 

среды. Оценки интенсивности световой волны, при которых наблюдаются 

нелинейные эффекты. Наведенное двулучепреломление. Генерация второй 

гармоники, фазовый синхронизм. Оптическое выпрямление. Симметрия 

среды и генерация второй гармоники. Самофокусировка, критическая мощ-

ность самофокусировки, мелкомасштабная самофокусировка. 

Понятие о комбинационном рассеянии света и вынужденном рассе-

янии Мандельштама–Бриллюэна. 

14. Распространение электромагнитных волн в световодах. Гради-

ентные световоды и световоды с резким изменением показателя преломле-

ния. Допустимая угловая апертура. Типы волн. Одномодовые и многомо-

довые световоды. Рэлеевское рассеяние как причина затухания световой 

волны в световодах. Применение для высокоскоростной связи. Область ну-

левой дисперсии. Ультракороткие импульсы. 
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ЗАДАНИЕ ПО ФИЗИКЕ 
для студентов 2-го курса  

на весенний семестр 2020/2021 учебного года 

Дата 
№ 

сем 

Тема семинарских  

занятий 

Задачи 

0 I II 

01.02–

06.02 
1 

Принцип Ферма. Геомет-

рическая оптика и эле-

менты фотометрии. Опти-

ческие инструменты. 

1.4 
01 
02 

1.29 

1.22 

1.9 

1.56 

1.15 

Т1 

Т2 

1.57 

08.02–

13.02 
2 

Законы отражения, фор-

мулы Френеля. Поляриза-

ция. Поток энергии и дав-

ление света. 

01 

11.7 

2.3 

2.5+2.23 

2.26 

2.29 

2.42 

2.1 

2.20 

2.27 

2.45 

15.02–

22.02 
3 

Дисперсия. Фазовая и 

групповая скорости. 

10.2 

10.5(2,3,5) 

01 

10.8 

10.43 

10.75 

10.77 

10.21 

10.24 

10.35 

Т3 

01.03–

06.03 
4 

Интерференция моно-

хроматических волн. 

3.3 
01 
02 

3.5 

3.10  

3.18 

Т4 

3.16 

3.11 

3.20  

3.35 

08.03–

13.03 
5 

Немонохроматический 

свет, временная коге-

рентность. Простран-

ственная когерентность 

01 

4.2 

5.3 
02 

4.10 

4.11 

5.14 

5.20 

4.9 

5.13 

5.23 

5.30 

15.03–

20.03 
6 

Дифракция Френеля. 

Зонные пластинки. 

01 
02 

6.1 

6.15 

6.20 

6.59 

6.43 

6.16 

6.31 

6.50 

6.64 

22.03–

27.03 
7 

Дифракция Фраунго-

фера. Разрешающая спо-

собность оптических ин-

струментов. 

7.5 
01 
02 

7.16 

7.48 

7.54 

7.83 

7.10 

7.53 

7.59 

7.33 

29.03–

04.04 
8 Спектральные приборы. 

8.2 
01 
02 

8.39 

8.19 

8.61 

8.78 

8.37 

8.47 

T5 

Т6 
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05.04–

10.04 
9 Контрольная работа (по группам) 

12.04–

17.04 
10 

Сдача 1-го задания 

19.04–

24.04 
11 

Дифракция на синусои-

дальных решётках. Эле-

менты фурье-оптики. 

01 
02 
03 

9.1 

9.15 

9.22 

9.26 

9.11 

9.17 

9.28 

9.79 

26.04–

01.05 
12 Голография. 

01 
02 
03 

9.32 

9.35 

9.45 

9.52 

9.33 

9.36 

9.40 

9.78 

27.04–

02.05 
13 

Поляризация света.  

Элементы кристаллооп-

тики. 

11.17 

11.1 

11.12 

11.9 

11.16 

11.54 

11.28 

11.13 

11.60 

11.80 

11.121 

03.05–

08.05 
14 

Рассеяние света.  

Элементы нелинейной 

оптики.  

01 
02 
03 

11.125 

11.89 

11.126 

T8 

11.88 

11.90 

11.128 

Т7 

10.05–

15.05 
15 Сдача 2-го задания. 

17.05– 

22.05 
16 Зачёт. 

Примечание 

Номера задач указаны по «Сборнику задач по общему курсу физики. Ч. 2. 

Электричество и магнетизм. Оптика / под ред. В. А. Овчинкина (4-е изд., 

испр. и доп.). – Москва : Физматкнига, 2017». Курсивом отмечены задачи, 

которые необходимо брать из нового издания. 

Все задачи обязательны для сдачи задания. В каждой теме семинара 

задачи разбиты на 3 группы: 

0   — задачи, которые студент должен решать в течение недели для под-

готовки к семинару; 

I   — задачи, рекомендованные для разбора на семинаре (преподаватель 

может разбирать на семинарах и другие равноценные задачи по 

своему выбору); 
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II — задачи для самостоятельного решения; их решения должны быть 

оформлены студентами в отдельных тетрадях и сданы преподава-

телю на проверку. 

 

Задачи группы 0 

 

Семинар 1 
01. На рис. показаны положение главной 

оптической оси тонкой линзы 𝐿𝐿′ и ход проходящего 

сквозь нее луча ABC. Найдите построением ход 

произвольного луча 𝐷𝐸 за линзой. 

02. Положительной линзой с фокусным расстоянием 𝐹 создается 

изображение объекта на экране. Какому условию должно удовлетворять 

расстояние от объекта до экрана, чтобы это было возможно? 

 

Семинар 2 
01. Выразить интенсивность плоской электромагнитной волны, распро-

страняющейся в немагнитной среде с показателем преломления 𝑛, через 

амплитуду вектора напряженности электрического поля волны 𝐸0. 

 

Семинар 3 
01. Концентрация электронов в нижних слоях ионосферы равна  

𝑁 ∼ 1,5 ⋅ 106 см−3. Какие электромагнитные волны будут испытывать от-

ражение при вертикальном радиозондировании ионосферы? 

Ответ: 𝜈 < 10 МГц (𝜆 > 30 м). 

 

Семинар 4 
01. На экран падают две плоские волны с равными ампли-

тудами 𝐴 под малыми углами 𝜑1,2 = ±0,01 рад. Длина волны 

𝜆 = 500 нм, нормаль к экрану и волновые векторы волн лежат 

в одной плоскости, см на экране. Определите ширину интер-

ференционных полос (см. рис.). 

Ответ: 25 мкм. 

02. На тонкую пленку с показателем преломления n падает пучок белого 

света под углом 𝜃 к нормали. При какой минимальной толщине 𝑏мин и в 

какой цвет будет окрашена пленка в отраженном свете? 

Семинар 5 
01. В двухлучевом интерференционном опыте используется источник 

𝜑2 

𝜑1 
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света с длиной волны 𝜆 = 500 нм и шириной спектра Δ𝜆 = 10 нм. Оцените 

максимально допустимую разность хода лучей Δmax и максимальное число 

интерференционных полос 𝑚max, которые можно наблюдать в этом опыте. 

Ответ: Δmax ∼ 25 мкм, 𝑚max ∼ 100. 

02. Найдите апертуру интерференции в опыте с бипризмой с преломля-

ющим углом 𝛼 и показателем преломления 𝑛, если источник и плоскость 

наблюдения расположены на одинаковых расстояниях от бипризмы. 

Семинар 6 
01. Щель ширины 𝑏 = 1 мм освещается параллельным пучком света с 

длиной волны 𝜆 = 500 нм. Оцените, на каком расстоянии 𝐿 от щели необ-

ходимо разместить экран, чтобы наблюдать на нём дифракцию Френеля. 

Ответ: 𝐿 ∼ 1 м. 

02. На ирисовую диафрагму с переменным радиусом отверстия, распо-

ложенную на расстоянии 𝐿 от экрана, падает свет с длиной волны . Диа-

фрагму постепенно открывают, начиная с 𝑅 ≈ 0. При каком радиусе 𝑅 ин-

тенсивность света в центре экрана впервые обратится в ноль? 

Семинар 7 
01. Через маленькое круглое отверстие проходит монохроматический 

параллельный пучок света и создает на удаленном экране дифракционную 

картину Фраунгофера. Во сколько раз изменится освещённость в центре 

экрана, если увеличить диаметр отверстия вдвое? 

Ответ: увеличится в 16 раз. 

02. Плоская световая волна дифрагирует на щели с шириной 𝑏 = 10𝜆, 

где 𝜆 — длина волны. Оценить отношение интенсивностей нулевого и 

первого дифракционных максимумов. 

Ответ: 𝐼1/𝐼0 ≈ 0,05. 
 

Семинар 8 
01. На дифракционную решетку, имеющую период 𝑑 = 10 мкм, нор-

мально падает свет от желтого дублета натрия (𝜆1 = 5890 Å, 𝜆2 = 5896  Å). 

Оцените угловое расстояние между максимумами 𝛿𝜑 во втором порядке 

(𝑚 = 2). 

Ответ: 𝛿𝜑 ≈ 1,2 ⋅ 10−4 рад. 

02. Дифракционная решётка с периодом 𝑑 имеет размер 𝐷 = 103𝑑 в 

направлении, перпендикулярном штрихам. Ширина прозрачных штрихов 

решётки равна половине периода. Определите максимальную разрешаю-

щую способность решётки в спектрах 1-го и 2-го порядков. 

Ответ: 𝑅1 = 103, 𝑅2 = 0. 
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Семинар 11 
01. Плоская волна с длиной волны 𝜆 распространяется в 

плоскости xz под углом 𝛼 к оси z. Запишите распределение 

комплексной амплитуды волны и интенсивности в плоско-

сти z = 0. Найти разность фаз между колебаниями в точках 

z = 0 и z = L, лежащих на оси z (см. рис.). 

02. Решётка освещается нормально падающей плоской монохроматиче-

ской волной с амплитудой 𝐴. Укажите пространственные частоты и ампли-

туды плоских волн за дифракционной решёткой, прозрачность которой  

𝜏(𝑥) = cos2(Ω𝑥). 
03. Оцените ширину пространственного спектра плоских волн 𝛥𝑘𝑥 при 

дифракции плоской монохроматической волны на щели шириной 𝑏. 

 

Семинар 12 
01. Точечный источник с длиной волны λ расположен в начале коорди-

нат. Пользуясь параболическим приближением, найти распределение ком-

плексной амплитуды и интенсивности в плоскости 𝑥 = 𝐿. 
02. Голограмму точечного источника, находящегося на расстоянии 𝐿 от 

фотопластинки, записали по схеме Габора на длине волны 𝜆. Где будут 

находиться мнимое и действительное изображения, если восстановление 

голограммы производить светом с длиной волны 2𝜆? 
03. Почему при получении голографических изображений объёмных 

объектов практический интерес представляют только мнимые изображе-

ния? Поясните ответ с помощью схематического рисунка. 

 

Семинар 14 
01. Пользуясь формулой Рэлея, оцените коэффициент пропускания 

света слоем воздуха толщиной 8 км в атмосфере вблизи поверхности 

Земли, для двух длин волн:  = 400 нм (фиолетовый свет) и 650 нм (красный 

свет). Показатель преломления воздуха принять равным 𝑛 − 1 = 2,9 ⋅ 10−4. 

Ответ: 𝑇400 ≈ 0,7, 𝑇700 ≈0,95. 
02. Лазерный пучок проходит сквозь слабопоглощающую жидкость 

(интенсивность пучка максимальна на его оси). Каков знак возникающей в 

жидкости линзы? 
03. Молекулы некоторой жидкости имеют разную поляризуемость по 

разным осям. Как будут ориентироваться молекулы в поле световой волны: 

максимальной поляризуемостью по направлению �⃗�  или перпендикулярно 

�⃗� ? Ответ обосновать. 

z 

x 

L 0 
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Текстовые задачи 

Т1. а) У некоторого близорукого человека дальняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑑 от глаза. 

Очки какой оптической силы 𝐷 ему следует носить, чтобы эта граница пе-

реместилась в бесконечность? Провести расчет для 𝐿𝑑  = 0,5 м.  

б) У некоторого дальнозоркого человека ближняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑏 от глаза. 

Очки какой оптической силы ему следует надеть, чтобы эта граница пере-

местилась в «положение наилучшего зрения» 𝐿0 = 25 см. Провести расчет 

для 𝐿𝑏 = 1 м. 

Ответ: а) 𝐷 =  −2 дптр,  б) 𝐷 =  +3 дптр. 

Т2. Найти тип идеальной формы поверхности плоско-выпуклой линзы 

для фокусировки параллельного пучка в точку (сфера. гипербола, парабола 

или др). Линза расположена плоской поверхностью к плоскому волновому 

фронту. 

Т3. (2019) Параллельный пучок излучения длительно-

стью 100 фс и средней длиной волны = 500 нм фоку-

сируется положительной линзой толщиной 𝐿 = 6 мм в 

центре и близкой к нулю на краях. Пучок заполняет всю 

линзу. Показатель преломления материала линзы 𝑛 = 1,7, 

групповая скорость в стекле 𝑣гр = 0,55𝑐. Оценить дли-

тельность импульса в фокусе линзы. 

Ответ: 𝜏 ≃ 2,4 пс. 

Т4. (2019) Падающая на бипризму Фре-

неля БФ плоская монохроматическая линейно по-

ляризованная волна создает на плоском экране Э 

интерференционную картину с шириной полосы 

Λ. Плоскость падения перпендикулярна плоско-

сти экрана. Поле 𝐸 волны колеблется парал-

лельно плоскости падения. Длина волны 𝜆. Опре-

делите видность 𝑉 интерференционной картины. 

Ответ: 𝑉 = 1 −
1

2
(

𝜆

Λ
)
2

 . 

T5. Спектральная линия 𝐻𝛼  атомарного водорода (𝜆 = 6563 Å) имеет 

тонкую структуру в виде двух «сублиний» в интервале длин волн 𝛿𝜆 ≈ 0,16 

Å. Какой должна быть минимальная база интерферометра Фабри–Перо 𝐿 с 

коэффициентом отражения зеркал по интенсивности 𝜌 = 0,9, чтобы с его 
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помощью можно было обнаружить тонкую структуру линии? Определите 

также для такого интерферометра: дисперсионную область Δ𝜆, 

направление на ближайший к центру максимум 𝜃1 и угловую дисперсию 

𝑑𝜃/𝑑𝜆 вблизи него. В центре картины – светлое пятно. 

Ответ: 𝐿 = 0,4 мм, Δ𝜆 = 5 Å, 𝜃1 = 2,3∘, 𝐷 = 4 ⋅ 10−3 Å−1. 

Т6. Современные фотоди-

оды обеспечивают огромный 

диапазон линейности, до 11 по-

рядков по интенсивности света, 

то есть в этом диапазоне фото-

ток линейно зависит от интен-

сивности света, падающего на 

фотодиод. Это позволяет изме-

рять очень малые интенсивно-

сти модулированных по ампли-

туде световых сигналов на фоне 

гораздо более мощной постоян-

ной засветки.  
Излучение хорошо стабилизированного непрерывного лазера с длиной 

волны 0,6 мкм пропускается через интерферометр Майкельсона, в котором 

одно из зеркал З1 может колебаться с малой амплитудой a. Зеркало З2 чуть-

чуть наклонено, так что в плоскости фотоприемника получаются достаточно 

широкие (больше размера фотоприемника) интерференционные полосы. 

Смещение зеркала З1 приводит к смещению интерференционных полос. 

Оцените минимальное значение amin амплитуды колебаний, которое можно 

измерить данной схемой, если измерительное устройство позволяет обнару-

жить периодические колебания фототока, составляющие величину 10-10 от 

величины тока в максимуме интерференционной картины. В каком месте ин-

терференционной картины (в максимуме, минимуме интенсивности или в 

другом месте) следует располагать фотодиод для получения максимальной 

чувствительности? 

Ответ: amin ≈ 10-16 см.    

Т7. Кристалл ниобата лития обладает сильной нелинейностью и до-

вольно часто используется для генерации второй гармоники. Показатели 

преломления для обыкновенной и необыкновенной волны этого кристалла 

сильно зависят от температуры. Для необыкновенной волны   
𝑑𝑛𝑒

𝑑𝑇
= 5,4 ∙

10−6 (℃)−1, а для обыкновенной  
𝑑𝑛𝑜

𝑑𝑇
= 37,9 ∙ 10−6 (℃)−1. Оцените, 

насколько надо изменить температуру кристалла, чтобы интенсивность ге-

нерации второй гармоники стала равной нулю. Считайте, что до изменения 

лазер 

З2 

З1 

Измер. 
схема 

фото-
диод 

Интерференци- 
онная картина 

а 
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температуры было достигнуто условие фазового синхронизма, длина 

волны накачки равна 𝜆 = 1 мкм, а длина кристалла 𝑙 = 1 см. 

Ответ: 𝛿𝑇 ≈ 1.54∘C. 

Т8. Найти пропускание атмосферой солнечного излучения во время 

восхода. Сделать расчет для красного ( = 700 нм) и фиолетового ( = 400 

нм) цветов. Атмосферу считать изотермической, потери, не связанные с рэ-

леевским рассеянием (пыль, облака, ….), не учитывать. Показатель прелом-

ления атмосферы вблизи поверхности Земли равен n0 = 1,0003. 

Ответ: для  = 400 нм Iкон/I0 = 5,310-6, для  = 700 нм Iкон/I0 = 0,27. 

14



ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 01.03.02 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿,
16.03.01 ¾Òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà¿,
19.03.01 ¾Áèîòåõíîëîãèÿ¿,
27.03.03 ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç è óïðàâëåíèå¿

ôèçòåõ-øêîëû: ËÔÈ,ÔÀÊÒ,ÔÁÌÔ,ÔÐÊÒ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 2
ñåìåñòð: 4

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 3 çà÷. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 4 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 45 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Î.Â. Áåñîâ
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð, Ñ.À. Ãðèöåíêî
ä.ô.-ì. í., äîöåíò À.Þ. Ïåòðîâè÷
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Æ. Ñàêáàåâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.È. Òþëåíåâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ëåììà Ðèìàíà. Òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ñòðåìëåíèå

ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà

Ôóðüå èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Äèðèõëå. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè. Äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå â òî÷êå. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

ðÿäîâ Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ðÿäîâ

Ôóðüå. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Äëÿ ïîòîêà Î.Â. Áå-

ñîâà: îöåíêà ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

ðÿäà Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

2. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Òåîðåìû

Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

3. Ìåòðè÷åñêèå è ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ñõîäèìîñòü â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïîëíûå

ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå (áàíàõîâû) ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîòà ïðîñòðàí-

ñòâà C[a, b]. Íåïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ñ

èíòåãðàëüíûìè íîðìàìè. Ñðàâíåíèå íîðì: ñðàâíåíèå ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè, ñõîäèìîñòåé â ñðåäíåì è â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Ïîëíûå ñè-

ñòåìû â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ïîòîêà

Â.Æ. Ñàêáàåâà: ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; ïîïîëíåíèå ëè-

íåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà; òåîðåìà î ïîïîëíåíèè.

4. Áåñêîíå÷íîìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðÿä Ôóðüå ïî îðòîíîìèðî-

âàííîé ñèñòåìå. Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íåðàâåí-

ñòâî Áåññåëÿ. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë ÿâëÿëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ôèêñèðîâàííûìè îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

Ñâÿçü ïîíÿòèé ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóå-

ìûõ ñ êâàäðàòîì. Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàâåíñòâî Ïàð-

ñåâàëÿ. Ïîëíîòà ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

6. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, èõ ñâîéñòâà. Íåñîá-

ñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà; ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè-

çíàêè Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå. Íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðîâàíèå è

èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåíåíèå

òåîðèè èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà. Èíòåãðàëû Ýéëåðà �

ãàììà è áåòà ôóíêöèè. Âûðàæåíèå áåòà-ôóíêöèè ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ.
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7. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè è ñâîéñòâà åãî îáðàçà:

íåïðåðûâíîñòü, ñòðåìëåíèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôîðìóëû îáðàùå-

íèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé è ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

8. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D è ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé D′. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðåãóëÿðíûå è

ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Äåëüòà-ôóíêöèÿ. Óìíîæåíèå îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ. Äèôôåðåíöèðîâà-

íèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåñîâ Î. Â. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014, 2015,

2016.

2. Èâàíîâ Ã. Å. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ×. 2 �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2011.

3. Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Äðîôà, 2003.

4. Ïåòðîâè÷ À. Þ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 3. Êðàòíûå èíòåãðàëû. Ãàð-

ìîíè÷åñêèé àíàëèç. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2018.

5. Òåð-Êðèêîðîâ À. Ì., Øàáóíèí Ì. È. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. �Ìîñêâà :

Ôèçìàòëèò, 2003.

6. ßêîâëåâ Ã. Í. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 2, 3. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò,

2004.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. Íèêîëüñêèé Ñ. Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò. 1, 2. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Ôèç-

ìàòëèò, 2000.

8. Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. � 8-å

èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2007.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Èíòåãðàëû. Ðÿäû: ó÷åáíîå ïîñî-

áèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ2)

2. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: ó÷åá-

íîå ïîñîáèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �

Ñ3)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Ñ.2. �22: 1(5); 11; 14; 30; 42; 45 Â êàæäîì ïðèìåðå ïîñòðîéòå ãðàôèê

ñóììû ðÿäà Ôóðüå è èññëåäóéòå ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü íà R.
Ñ.2. �22: 23*; 65; 67; 68; 72; 110; 111(4;3).

1. Ñõîäÿòñÿ ëè ðàâíîìåðíî ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = ex, x ∈ [0;π/2] ïî

ñèñòåìàì:

à) {sin(2k − 1)x}∞k=1; á) {sin 2kx}∞k=1;

â) {cos(2k − 1)x}∞k=1; ã) {cos 2kx}∞k=0?

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

2. Íå âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îïðåäåëèòü ïîðÿäîê èõ óáûâàíèÿ

à) x10; á) x5; â) (x2 − π2)10; ã) (π2 − x2) sin2 x.

Ñ.2. �22: 115; 121. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ âû÷èñëèòå ñóììû

ðÿäîâ:

∞∑
n=1

1

n4
;

∞∑
n=1

1

n6
.

Ñ.2. �16: 47*(2); 48(1; 3).

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], à {fn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [a, b], òî ìåæäó ðàçíûìè

âèäàìè ñõîäèìîñòè èìåþòñÿ ñâÿçè, óêàçàííûå â ñõåìå (ïðè ïåðå÷åðêíó-

òîé ñòðåëêå ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð):

{fn} −→ {fn} −→ {fn}
cõîäèòñÿ /←− cõîäèòñÿ ïî /←− cõîäèòñÿ ïî

ðàâíîìåðíî ê f íîðìå L2 ê f íîðìå L1 ê f

/↑ ↓ /↑ /↓ /↑ /↓
{fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê f

Ñ.3. �18: 97; 98*.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {xn}∞n=0 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâàõ

C[a, b], CL1[a, b], CL2[a, b].

Ñ.3. �19: 116; 126*.

5. Ïîëíà ëè ñèñòåìà ôóíêöèé
{
x, x3, ...x2k+1...

}
â ïðîñòðàíñòâå: à) C([1; 2]);

á) â ïðîñòðàíñòâå C([0; 1])?
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6. Ïîëíà ëè ñèñòåìà {cos(2k − 1)x}∞k=0 â ïðîñòðàíñòâå:

à) C[0;π/2]; á) C[0; 2]?
30 + 4∗

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �13: 2(5); 14(2); 17; 18*(2).

�15: 1(3).
II. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �14: 1(1) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (1;+∞).

1(2) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (0; 1)

Ñ.3. �14: 6(3, 4); 7(3, 5, 6); 8(2).

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà:

+∞∫
0

sin ax

x
dx,

+∞∫
0

cos ax

1 + x2
dx,

+∞∫
0

x sin ax

1 + x2
dx.

Ñ.3. �15: 1(4); 2(4); 3(2); 5(2); 6(1, 4, 5); 13(4); 15(4).

Ñ.3. �16: 7(4); 9(3); 12(9); 10*(3).

III. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñ.2. �12: 248; 254.

Ñ.3. �17: 1(3); 2(4); 5(2); 6(1); 7(4); 8(1,5); 14(1,3); 17*(1).

IV. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ñ.3. �21: 58*; 60.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â D′ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) lim
a→+0

a

a2 + x2
= πδ(x); á) lim

a→+0

1

x
sin

x

a
= πδ(x).

Ñ.3. �21: 71; 75*; 77*; 84.

3. Íàéäèòå â D′

lim
ξ→+0

xξ

(x2 + ξ2)2
.

4. Óïðîñòèòå â D′ âûðàæåíèÿ:

à) (esin x + x cosx)δ(x); á)
(

sin x
1+x2 − chx

)
δ′(x); â) ex

2

δ′′(x).

45 + 6∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.À. Ãðèöåíêî
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 01.03.02 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿,
09.03.01 ¾Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà¿,
16.03.01 ¾Òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà¿,
27.03.03 ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç è óïðàâëåíèå¿

ôèçòåõ-øêîëû: äëÿ âñåõ ôèçòåõ-øêîë
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 2
ñåìåñòð: 4

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 4 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 4 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 90 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð À.Ì. Áèøàåâ
ä. ò. í., ïðîôåññîð À.Å. Óìíîâ
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.Å. Æóêîâñêèé
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Â.Þ. Äóáèíñêàÿ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.Þ. Ñåìåíîâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Î.À. Ïûðêîâà

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èëè Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì. Óðàâíå-

íèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäà-

íîâîé ôîðìå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

3. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöà-

ìè, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé, è çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à

Ëàãðàíæà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ
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è íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Óñòîé-

÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâòî-

íîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû è ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

íîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-

ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü Âðîí-

ñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ èëè ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà Øòóðìà è

ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �Èæåâñê : Ðåãóëÿð-

íàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêè, 2001.

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. �Ìîñêâà :

ÓðÑÑ, 2004, 2007; �Ìîñêâà : ÊîìÊíèãà, 2007, 2010, http://book�.org/book/791964.

3. ÑòåïàíîâÂ.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008.
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4. ÐîìàíêîÂ.Ê. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 2000�2011.

5. ÔåäîðþêÌ.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã :

Ëàíü, 2003.

6. Óìíîâ À.Å., Óìíîâ Å.À. Îñíîâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2016, http://www.umnov.ru.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. ÃåëüôàíäÈ.Ì., ÔîìèíÑ.Â. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1961,

http://techlibrary.ru/bookpage.htm.

8. ÏåòðîâñêèéÈ. Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �

ÓðÑÑ, 2003; �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2009.

9. ÒèõîíîâÀ.Í., ÂàñèëüåâàÀ.Á., ÑâåøíèêîâÀ. Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1985.

10. ÊóïöîâË.Ï., ÍèêîëàåâÂ.Ñ. Êóðñ ëåêöèé ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé: ó÷åáíîå ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2003.

11. ÈïàòîâàÂ.Ì., ÏûðêîâàÎ.À., ÑåäîâÂ.Í. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû

ðåøåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007, 2012.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ

/ïîä ðåä. ÐîìàíêîÂ.Ê.. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ)

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. �Ìîñêâà :

Èæåâñê : 2005; �Ìîñêâà : ÌÃÓ, 2011; �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008. (öèòèðóåòñÿ �Ô)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Çàäà÷à Êîøè

Ñ. �5: 26; 28à.

Ñ. �6: 36; 49.

Ô.: 1065; 1066; 1067*.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = |y|α íå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞; +∞).
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2. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå y′2 − (y + 1)y′ + y = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ

y = 1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿìîé y = 1

ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå îáùóþ êàñà-

òåëüíóþ. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′2 − (y + 1)y′ + y = 0, y(0) = 0, y(2) = e. Èçîáðàçèòü ãðàôèê ïîëó-

÷åííîãî ðåøåíèÿ.

II. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ô.: 649; 664; 667; 668*; 673; 678.

Ô. �22: 47*; 59.

Ñ. �9: 10; 31; 53; 64; 68(a).

3. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, ãäå ν = const

íà (0;∞), íå ìîæåò èìåòü äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îãðàíè-

÷åííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

III. Òåîðåìà Øòóðìà

Ô.: 723; 725*; 726.

Ñ. �10: 2; 3; 6.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′−2xy′+y = 0

íà èíòåðâàëå (−∞; +∞) èìååò íå áîëåå òðåõ íóëåé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν = const

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0,+∞);

á)* ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè |xn+1−xn| ëþáîãî óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè n→ +∞.

IV. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Âî âñåõ çàäà÷àõ äëÿ ôîêóñîâ è óçëîâ îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé-

÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè.

Ô.: 964; 972*; 973; 974; 975; 978*.

C. �13: 9; 15; 39; 44; 45.

35+7*
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì
Ñ. �14: 12.

Ô.: 1149.

1. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ èõ, èññëåäîâàòü ïîâåäå-

íèå òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

à) ẍ+ sinx = 0; á) ẍ− x+ x2 = 0.

Ñ. �16: 5; 26.

II. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Ñ. �17: 5; 16; 22; 79; 83.

2. Â îáëàñòè x > 0, y > 0, z > 0 íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
+

x3 − xy2

z

∂u

∂z
= 0

è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè u = z2 ïðè y2 − x2 = 1.

III. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Ñ. �19: 21; 45; 72; 105.

3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(
2yy′

x
− 7

y2

x2
− (y′)2 − 12

y

x

)
dx, y(1) = 3, y(2) = 1.

Ñ. �20.1: 9; 12.

4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(2y + yy′ + x(y′)) dx, y(1) = 1.

Ñ. �20.2: 5.

Ñ. �20.3: 2.

Ñ. �21: 1.

5*. Ñðåäè âñåõ êðèâûõ íà öèëèíäðå x2+y2 = 1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (1, 0, 0)

è (0, 1, 1) íàéòè êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû (ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ).

23+1*

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð, À.Ì. Òåð-Êðèêîðîâ
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1. Ðàâíîâåñèå, óñòîé÷èâîñòü, äâèæåíèå âáëèçè óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû ñ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè (ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé).
Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ãîëîíîìíûõ ñèñòåì (â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ
ñèë). Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñèë.

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìû ïðÿìîãî ìåòîäà
Ëÿïóíîâà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì: òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé-
÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, òåîðåìà ×åòàåâà î
íåóñòîé÷èâîñòè, òåîðåìà Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî îá óñëîâèÿõ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ êîíñåð-
âàòèâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè êîíñåð-
âàòèâíûõ ñèñòåì ïî êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
Âëèÿíèå ãèðîñêîïè÷åñêèõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë íà óñòîé÷èâîñòü
ðàâíîâåñèÿ (òåîðåìû Òîìñîíà�Òýòà�×åòàåâà). Óñòîé÷èâîñòü ïå-
ðåâåðíóòîãî ¾ñïÿùåãî¿ âîë÷êà Ëàãðàíæà êàê ïðèìåð ãèðîñêîïè-
÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè.

Ïåðâûé ìåòîä Ëÿïóíîâà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Òåîðåìà
Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Êðèòå-
ðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ïîíÿòèå î áèôóðêàöèè. Ñëó÷àè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì
ñ ïîòåíöèàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà. Áèôóðêàöèè: ¾ñìåíà
óñòîé÷èâîñòè¿, ¾ñêëàäêà¿, ¾âèëêà¿, ¾ðîæäåíèå öèêëà¿. Äâà ñöå-
íàðèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè: äèâåðãåíöèÿ è ôëàòòåð.

Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì âáëèçè óñòîé÷èâîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèå ÷àñòîò. Ãëàâíûå (íîðìàëüíûå)
êîîðäèíàòû. Îáùåå ðåøåíèå. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé.

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ïîä
äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêèõ ñèë. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Âû-
íóæäåííûå êîëåáàíèÿ â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ. Ðåçîíàíñ â
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.

Ðåãóëÿðíûå è ñòðàííûå àòòðàêòîðû â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ.
Ïîíÿòèå î äåòåðìèíèðîâàííîì õàîñå.
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2. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû,
èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû

Ïåðåìåííûå Ãàìèëüòîíà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà. Êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà â óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ
êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû.

Ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ñêîáêè Ïóàññîíà. Òåî-
ðåìà ßêîáè�Ïóàññîíà. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèé Ãàìèëüòî-
íà â ñëó÷àå öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò è äëÿ îáîáùåííî êîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì. Óðàâíåíèÿ Óèòòåêåðà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ëàãðàíæèàíà ïðè çàìåíå êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Òåîðåìà Ýììè Í¼òåð.

Äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó. Âà-
ðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà.

Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû Ïóàíêàðå�Êàðòàíà è Ïóàíêàðå. Îá-
ðàòíûå òåîðåìû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Òåîðåìà Ëè-
óâèëëÿ îá èíâàðèàíòíîñòè ôàçîâîãî îáúåìà ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû. Òåîðåìà Ëè Õóà-÷æóíà îá èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòàõ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êðèòåðèè êàíîíè÷íîñòè â òåð-
ìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, äîïóñêàþùèå
(q, q̃)-îïèñàíèå (ñâîáîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ) è (q, p̃)-îïèñàíèÿ. Ïðà-
âèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ.

Ëîêàëüíûé êðèòåðèé êàíîíè÷íîñòè. Êðèòåðèè êàíîíè÷íîñòè, çà-
ïèñàííûå ÷åðåç ñêîáêè Ëàãðàíæà è ñêîáêè Ïóàññîíà.

Ôàçîâûé ïîòîê ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è åãî èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷å èíòåãðèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ñëó÷àè ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
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6. ßêîâåíêî Ã.Í.Êðàòêèé êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. �Ìîñêâà :
ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2006.

7. ßêîâåíêî Ã.Í.Êðàòêèé êóðñ àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè. �Ìîñêâà :
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ÇÀÄÀÍÈß

Ïåðâîå çàäàíèå
(ñðîê ñäà÷è ñ 22 ïî 27 ìàðòà 2021 ã.)

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñ 15 ïî 20 ìàðòà 2021 ã.

1. Ðàâíîâåñèå. Ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

14.10, 14.23, 14.36, 14.42

2. Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæå-

íèÿ

17.25
Ò1. Èñïîëüçóÿ ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ïîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ẋ = −f1(x)− f2(y), ẏ = f3(x)− f4(y),
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ãäå fi(z) � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
sgn(fi(z)) = sgn(z).

Óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x, y) =
x∫
0

f3(z) dz +
y∫
0

f2(z) dz.

Ò2. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ = 2y3 − x5, ẏ = −x− y3 + y5.

Ò3. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ = xy − x3 + y3, ẏ = x2 − y3.

Ò4. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó (α, β > 0)

ẋ = −(x− βy)(1− ax2 − by2), ẏ = −(y + αx)(1− ax2 − by2).

3. Óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì
15.15, 15.18, 15.21, 15.23

4. Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì

16.1, 16.11, 16.33, 16.47, 16.64, 16.107

5. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì
17.2, 17.8, 17.11 (à), 17.20, 17.28

6. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
18.3, 18.17, 18.31, 18.37, 18.62

Óêàçàíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 18.39 èñïîëüçóéòå íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû. Îòäåëüíî ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ω4 − 3k2ω2 + k4 = 0.

Âòîðîå çàäàíèå

(ñðîê ñäà÷è ñ 10 ïî 15 ìàÿ 2021 ã.)

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñ 3 ïî 8 ìàÿ 2021 ã.

7. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

19.1, 19.9, 19.15, 19.19, 19.35, 19.77

8. Ïåðâûå èíòåãðàëû. Ñêîáêè Ïóàññîíà

20.1, 20.15, 20.16, 20.30
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9. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà

21.2, 21.4, 21.12, 21.14, 21.33

10. Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû
22.5, 22.15, 22.24, 22.32

11. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
23.1, 23.2, 23.48, 23.116

12. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
24.1, 24.22, 24.60, 24.63, 24.109
Ò5. Íà ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ íåïîäâèæ-
íûõ ãðàâèòàöèîííûõ öåíòðà, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ìàññèâíóþ
òî÷êó M , êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïëîñêîñòè. Ñîñòàâüòå è ðåøèòå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè
äëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè:
ξ = r1 + r2, η = r1 − r2, ri � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî i-ãî
ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Íîìåðà çàäà÷ âçÿòû èç ñáîðíèêà Ïÿòíèöêèé Å.Ñ., Òðóõàí Í.Ì.,
Õàíóêàåâ Þ.È., ßêîâåíêî Ã.Í. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé
ìåõàíèêå. � 2-å èçä. � Ìîñêâà : Íàóêà, 1996; 3-å èçä. � Ìîñêâà :
Ôèçìàòëèò, 2002.
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