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ОПТИКА 

1. Геометрическая оптика. Принцип Ферма, законы преломления и

отражения. Полное внутреннее отражение. Оптические инструменты: теле-

скоп, микроскоп. Понятие о геометрических аберрациях. Элементы фото-

метрии: яркость источника, освещённость изображения. 

Современные применения геометрической оптики в пределе корот-

ких длин волн: рентгеновская микроскопия, проекционная рентгеновская 

литография, рентгеновская астрономия, микроанализ с пространственным 

разрешением. 

2. Волновая оптика. Волновое уравнение, монохроматические

волны, комплексная амплитуда, уравнение Гельмгольца, плоские и сфери-

ческие волны, показатель преломления, фазовая скорость распространения. 

Поляризация света: линейная, круговая и эллиптическая. Естественный 

свет. Степень поляризации. Формулы Френеля, угол Брюстера.  

Нерелятивистский эффект Доплера, поиск экзопланет. 

3. Дисперсия показателя преломления, классическая теория диспер-

сии, нормальная и аномальная дисперсии. Комплексная диэлектрическая 

проницаемость и комплексный показатель преломления, связь мнимой ча-

сти с поглощением света средой. Затухающие волны, закон Бугера. Пока-

затель преломления плазмы. Радиоволны в ионосфере и дальняя радио-

связь. Групповая скорость. Распространение волнового пакета в неодно-

родной среде. Различные диапазоны длин волн, их особенности. Метамате-

риалы. 

4. Принцип суперпозиции и интерференция монохроматических

волн. Видность полос, ширина полосы. Просветление оптики. Статистиче-

ская природа излучения квазимонохроматической волны. Временная коге-

рентность, функция временной когерентности, связь со спектральной ин-

тенсивностью (теорема Винера–Хинчина) и с видностью. Ограничение на 

допустимую разность хода в двухлучевых интерференционных схемах, со-

отношение неопределенностей. 

5. Интерференция при использовании протяженных источников.

Пространственная когерентность, радиус когерентности, функция про-

странственной когерентности, связь с распределением интенсивности из-

лучения по источнику (теорема Ван Циттерта–Цернике). Ограничения на 

допустимые размеры источника и апертуру интерференции в двухлучевых 

схемах. Лазеры как источники излучения с высокой временной и простран-

ственной когерентностью. 

6. Дифракция волн. Принцип Гюйгенса–Френеля. Дифракция на тон-

ком экране. Граничные условия Кирхгофа. Волновой параметр. Дифракция 

Френеля. Задачи с осевой симметрией, зоны Френеля, спираль Френеля. 

4



Зонные пластинки, линза. Использование зонных пластинок для фокуси-

ровки рентгеновского излучения. Дифракция на дополнительном экране, 

пятно Пуассона. Дифракция на системе дополнительных экранов, теорема 

Бабинэ. Дифракция на краю, спираль Корню. 

7. Дифракция Фраунгофера. Световое поле в зоне Фраунгофера как 

преобразование Фурье граничного поля. Дифракция Фраунгофера на щели, 

дифракционная расходимость. Дифракционный предел разрешения теле-

скопа и микроскопа. Поле в фокальной плоскости линзы, поперечные и 

продольные размеры фокального пятна. 

8. Спектральные приборы: призма, дифракционная решётка, интер-

ферометр Фабри–Перо. Характеристики спектральных приборов: разреша-

ющая способность, область дисперсии, угловая дисперсия.  

Интерференция в тонких пленках и многослойных структурах, зер-

кала с высоким коэффициентом отражения. Искусственные многослойные 

структуры для отражения мягкого рентгеновского излучения. Радиотехни-

ческие аналоги дифракционных решеток. 

9. Принципы фурье-оптики. Метод Рэлея решения задачи дифрак-

ции: волновое поле как суперпозиция плоских волн разных направлений 

(пространственное фурье-разложение), соотношение неопределённостей. 

Дифракция Френеля на периодических структурах (эффект саморепродук-

ции). Теория Аббе формирования оптического изображения, принцип 

двойной дифракции. Апертура, полоса пропускания пространственных ча-

стот оптической системы, связь с разрешающей способностью. Разрешаю-

щая способность при когерентном и некогерентном освещении. 

10. Принципы голографии. Голограмма Габора. Голограмма с 

наклонным опорным пучком. Разрешающая способность голограммы. 

Условие Брэгга–Вульфа. Объёмная голограмма, объёмная решётка в реги-

стрирующей среде.  

Представление о голографической микроскопии биообъектов и голо-

графической интерферометрии. 

11. Кристаллооптика. Дихроизм, поляроиды, закон Малюса. Двойное 

лучепреломление в одноосных кристаллах, разложение волны на обыкно-

венную и необыкновенную. Взаимная ориентация векторов k, E, D, B, 

направление вектора Пойнтинга, боковой снос световых пучков в кристал-

лах. Интерференционные явления в кристаллических пластинках. Понятие 

об искусственной анизотропии. Эффекты Фарадея, Керра и Поккельса и их 

применение. 

12. Рассеяние света. Эффективное сечение рассеяния, диаграмма 

направленности, их зависимость от длины волны и от размера рассеиваю-

щих частиц, Рэлеевское рассеяние (рассеяние на флуктуациях плотности). 

Поляризация рассеянного света.  
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13. Нелинейные оптические явления. Нелинейная поляризация 

среды. Оценки интенсивности световой волны, при которых наблюдаются 

нелинейные эффекты. Наведенное двулучепреломление. Генерация второй 

гармоники, фазовый синхронизм. Оптическое выпрямление. Симметрия 

среды и генерация второй гармоники. Самофокусировка, критическая мощ-

ность самофокусировки, мелкомасштабная самофокусировка. 

Понятие о комбинационном рассеянии света и вынужденном рассе-

янии Мандельштама–Бриллюэна. 

14. Распространение электромагнитных волн в световодах. Гради-

ентные световоды и световоды с резким изменением показателя преломле-

ния. Допустимая угловая апертура. Типы волн. Одномодовые и многомо-

довые световоды. Рэлеевское рассеяние как причина затухания световой 

волны в световодах. Применение для высокоскоростной связи. Область ну-

левой дисперсии. Ультракороткие импульсы. 

 

 

Литература 

Основная 

1. Сивухин Д.В. Общий курс физики. Оптика. Т. IV. – Москва : Физматлит, 2018. 
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3. Кириченко Н.А.  Принципы оптики : учебное пособие. – Москва : МФТИ, 2016. 
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3. Борн М., Вольф Э. Основы оптики. – Мсква : Наука, 1973. 

4. Козел С.М., Листвин В.И., Локшин Г.Р. Введение в когерентную оптику и голо-

графию. – Москва : МФТИ, 2000. 

5. Кольер Р. Оптическая голография. – Москва : Мир, 1973. 

6. Крымский К.М. Аберрации центрированных оптических систем – теория и 

расчёт. — Москва : МФТИ, 2015. 
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ЗАДАНИЕ ПО ФИЗИКЕ 
для студентов 2-го курса  

на весенний семестр 2020/2021 учебного года 

Дата 
№ 

сем 

Тема семинарских  

занятий 

Задачи 

0 I II 

01.02–

06.02 
1 

Принцип Ферма. Геомет-

рическая оптика и эле-

менты фотометрии. Опти-

ческие инструменты. 

1.4 
01 
02 

1.29 

1.22 

1.9 

1.56 

1.15 

Т1 

Т2 

1.57 

08.02–

13.02 
2 

Законы отражения, фор-

мулы Френеля. Поляриза-

ция. Поток энергии и дав-

ление света. 

01 

11.7 

2.3 

2.5+2.23 

2.26 

2.29 

2.42 

2.1 

2.20 

2.27 

2.45 

15.02–

22.02 
3 

Дисперсия. Фазовая и 

групповая скорости. 

10.2 

10.5(2,3,5) 

01 

10.8 

10.43 

10.75 

10.77 

10.21 

10.24 

10.35 

Т3 

01.03–

06.03 
4 

Интерференция моно-

хроматических волн. 

3.3 
01 
02 

3.5 

3.10  

3.18 

Т4 

3.16 

3.11 

3.20  

3.35 

08.03–

13.03 
5 

Немонохроматический 

свет, временная коге-

рентность. Простран-

ственная когерентность 

01 

4.2 

5.3 
02 

4.10 

4.11 

5.14 

5.20 

4.9 

5.13 

5.23 

5.30 

15.03–

20.03 
6 

Дифракция Френеля. 

Зонные пластинки. 

01 
02 

6.1 

6.15 

6.20 

6.59 

6.43 

6.16 

6.31 

6.50 

6.64 

22.03–

27.03 
7 

Дифракция Фраунго-

фера. Разрешающая спо-

собность оптических ин-

струментов. 

7.5 
01 
02 

7.16 

7.48 

7.54 

7.83 

7.10 

7.53 

7.59 

7.33 

29.03–

04.04 
8 Спектральные приборы. 

8.2 
01 
02 

8.39 

8.19 

8.61 

8.78 

8.37 

8.47 

T5 

Т6 
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05.04–

10.04 
9 Контрольная работа (по группам) 

12.04–

17.04 
10 

Сдача 1-го задания 

19.04–

24.04 
11 

Дифракция на синусои-

дальных решётках. Эле-

менты фурье-оптики. 

01 
02 
03 

9.1 

9.15 

9.22 

9.26 

9.11 

9.17 

9.28 

9.79 

26.04–

01.05 
12 Голография. 

01 
02 
03 

9.32 

9.35 

9.45 

9.52 

9.33 

9.36 

9.40 

9.78 

27.04–

02.05 
13 

Поляризация света.  

Элементы кристаллооп-

тики. 

11.17 

11.1 

11.12 

11.9 

11.16 

11.54 

11.28 

11.13 

11.60 

11.80 

11.121 

03.05–

08.05 
14 

Рассеяние света.  

Элементы нелинейной 

оптики.  

01 
02 
03 

11.125 

11.89 

11.126 

T8 

11.88 

11.90 

11.128 

Т7 

10.05–

15.05 
15 Сдача 2-го задания. 

17.05– 

22.05 
16 Зачёт. 

Примечание 

Номера задач указаны по «Сборнику задач по общему курсу физики. Ч. 2. 

Электричество и магнетизм. Оптика / под ред. В. А. Овчинкина (4-е изд., 

испр. и доп.). – Москва : Физматкнига, 2017». Курсивом отмечены задачи, 

которые необходимо брать из нового издания. 

Все задачи обязательны для сдачи задания. В каждой теме семинара 

задачи разбиты на 3 группы: 

0   — задачи, которые студент должен решать в течение недели для под-

готовки к семинару; 

I   — задачи, рекомендованные для разбора на семинаре (преподаватель 

может разбирать на семинарах и другие равноценные задачи по 

своему выбору); 
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II — задачи для самостоятельного решения; их решения должны быть 

оформлены студентами в отдельных тетрадях и сданы преподава-

телю на проверку. 

 

Задачи группы 0 

 

Семинар 1 
01. На рис. показаны положение главной 

оптической оси тонкой линзы 𝐿𝐿′ и ход проходящего 

сквозь нее луча ABC. Найдите построением ход 

произвольного луча 𝐷𝐸 за линзой. 

02. Положительной линзой с фокусным расстоянием 𝐹 создается 

изображение объекта на экране. Какому условию должно удовлетворять 

расстояние от объекта до экрана, чтобы это было возможно? 

 

Семинар 2 
01. Выразить интенсивность плоской электромагнитной волны, распро-

страняющейся в немагнитной среде с показателем преломления 𝑛, через 

амплитуду вектора напряженности электрического поля волны 𝐸0. 

 

Семинар 3 
01. Концентрация электронов в нижних слоях ионосферы равна  

𝑁 ∼ 1,5 ⋅ 106 см−3. Какие электромагнитные волны будут испытывать от-

ражение при вертикальном радиозондировании ионосферы? 

Ответ: 𝜈 < 10 МГц (𝜆 > 30 м). 

 

Семинар 4 
01. На экран падают две плоские волны с равными ампли-

тудами 𝐴 под малыми углами 𝜑1,2 = ±0,01 рад. Длина волны 

𝜆 = 500 нм, нормаль к экрану и волновые векторы волн лежат 

в одной плоскости, см на экране. Определите ширину интер-

ференционных полос (см. рис.). 

Ответ: 25 мкм. 

02. На тонкую пленку с показателем преломления n падает пучок белого 

света под углом 𝜃 к нормали. При какой минимальной толщине 𝑏мин и в 

какой цвет будет окрашена пленка в отраженном свете? 

Семинар 5 
01. В двухлучевом интерференционном опыте используется источник 

𝜑2 

𝜑1 
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света с длиной волны 𝜆 = 500 нм и шириной спектра Δ𝜆 = 10 нм. Оцените 

максимально допустимую разность хода лучей Δmax и максимальное число 

интерференционных полос 𝑚max, которые можно наблюдать в этом опыте. 

Ответ: Δmax ∼ 25 мкм, 𝑚max ∼ 100. 

02. Найдите апертуру интерференции в опыте с бипризмой с преломля-

ющим углом 𝛼 и показателем преломления 𝑛, если источник и плоскость 

наблюдения расположены на одинаковых расстояниях от бипризмы. 

Семинар 6 
01. Щель ширины 𝑏 = 1 мм освещается параллельным пучком света с 

длиной волны 𝜆 = 500 нм. Оцените, на каком расстоянии 𝐿 от щели необ-

ходимо разместить экран, чтобы наблюдать на нём дифракцию Френеля. 

Ответ: 𝐿 ∼ 1 м. 

02. На ирисовую диафрагму с переменным радиусом отверстия, распо-

ложенную на расстоянии 𝐿 от экрана, падает свет с длиной волны . Диа-

фрагму постепенно открывают, начиная с 𝑅 ≈ 0. При каком радиусе 𝑅 ин-

тенсивность света в центре экрана впервые обратится в ноль? 

Семинар 7 
01. Через маленькое круглое отверстие проходит монохроматический 

параллельный пучок света и создает на удаленном экране дифракционную 

картину Фраунгофера. Во сколько раз изменится освещённость в центре 

экрана, если увеличить диаметр отверстия вдвое? 

Ответ: увеличится в 16 раз. 

02. Плоская световая волна дифрагирует на щели с шириной 𝑏 = 10𝜆, 

где 𝜆 — длина волны. Оценить отношение интенсивностей нулевого и 

первого дифракционных максимумов. 

Ответ: 𝐼1/𝐼0 ≈ 0,05. 
 

Семинар 8 
01. На дифракционную решетку, имеющую период 𝑑 = 10 мкм, нор-

мально падает свет от желтого дублета натрия (𝜆1 = 5890 Å, 𝜆2 = 5896  Å). 

Оцените угловое расстояние между максимумами 𝛿𝜑 во втором порядке 

(𝑚 = 2). 

Ответ: 𝛿𝜑 ≈ 1,2 ⋅ 10−4 рад. 

02. Дифракционная решётка с периодом 𝑑 имеет размер 𝐷 = 103𝑑 в 

направлении, перпендикулярном штрихам. Ширина прозрачных штрихов 

решётки равна половине периода. Определите максимальную разрешаю-

щую способность решётки в спектрах 1-го и 2-го порядков. 

Ответ: 𝑅1 = 103, 𝑅2 = 0. 
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Семинар 11 
01. Плоская волна с длиной волны 𝜆 распространяется в 

плоскости xz под углом 𝛼 к оси z. Запишите распределение 

комплексной амплитуды волны и интенсивности в плоско-

сти z = 0. Найти разность фаз между колебаниями в точках 

z = 0 и z = L, лежащих на оси z (см. рис.). 

02. Решётка освещается нормально падающей плоской монохроматиче-

ской волной с амплитудой 𝐴. Укажите пространственные частоты и ампли-

туды плоских волн за дифракционной решёткой, прозрачность которой  

𝜏(𝑥) = cos2(Ω𝑥). 
03. Оцените ширину пространственного спектра плоских волн 𝛥𝑘𝑥 при 

дифракции плоской монохроматической волны на щели шириной 𝑏. 

 

Семинар 12 
01. Точечный источник с длиной волны λ расположен в начале коорди-

нат. Пользуясь параболическим приближением, найти распределение ком-

плексной амплитуды и интенсивности в плоскости 𝑥 = 𝐿. 
02. Голограмму точечного источника, находящегося на расстоянии 𝐿 от 

фотопластинки, записали по схеме Габора на длине волны 𝜆. Где будут 

находиться мнимое и действительное изображения, если восстановление 

голограммы производить светом с длиной волны 2𝜆? 
03. Почему при получении голографических изображений объёмных 

объектов практический интерес представляют только мнимые изображе-

ния? Поясните ответ с помощью схематического рисунка. 

 

Семинар 14 
01. Пользуясь формулой Рэлея, оцените коэффициент пропускания 

света слоем воздуха толщиной 8 км в атмосфере вблизи поверхности 

Земли, для двух длин волн:  = 400 нм (фиолетовый свет) и 650 нм (красный 

свет). Показатель преломления воздуха принять равным 𝑛 − 1 = 2,9 ⋅ 10−4. 

Ответ: 𝑇400 ≈ 0,7, 𝑇700 ≈0,95. 
02. Лазерный пучок проходит сквозь слабопоглощающую жидкость 

(интенсивность пучка максимальна на его оси). Каков знак возникающей в 

жидкости линзы? 
03. Молекулы некоторой жидкости имеют разную поляризуемость по 

разным осям. Как будут ориентироваться молекулы в поле световой волны: 

максимальной поляризуемостью по направлению �⃗�  или перпендикулярно 

�⃗� ? Ответ обосновать. 

z 

x 

L 0 
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Текстовые задачи 

Т1. а) У некоторого близорукого человека дальняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑑 от глаза. 

Очки какой оптической силы 𝐷 ему следует носить, чтобы эта граница пе-

реместилась в бесконечность? Провести расчет для 𝐿𝑑  = 0,5 м.  

б) У некоторого дальнозоркого человека ближняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑏 от глаза. 

Очки какой оптической силы ему следует надеть, чтобы эта граница пере-

местилась в «положение наилучшего зрения» 𝐿0 = 25 см. Провести расчет 

для 𝐿𝑏 = 1 м. 

Ответ: а) 𝐷 =  −2 дптр,  б) 𝐷 =  +3 дптр. 

Т2. Найти тип идеальной формы поверхности плоско-выпуклой линзы 

для фокусировки параллельного пучка в точку (сфера. гипербола, парабола 

или др). Линза расположена плоской поверхностью к плоскому волновому 

фронту. 

Т3. (2019) Параллельный пучок излучения длительно-

стью 100 фс и средней длиной волны = 500 нм фоку-

сируется положительной линзой толщиной 𝐿 = 6 мм в 

центре и близкой к нулю на краях. Пучок заполняет всю 

линзу. Показатель преломления материала линзы 𝑛 = 1,7, 

групповая скорость в стекле 𝑣гр = 0,55𝑐. Оценить дли-

тельность импульса в фокусе линзы. 

Ответ: 𝜏 ≃ 2,4 пс. 

Т4. (2019) Падающая на бипризму Фре-

неля БФ плоская монохроматическая линейно по-

ляризованная волна создает на плоском экране Э 

интерференционную картину с шириной полосы 

Λ. Плоскость падения перпендикулярна плоско-

сти экрана. Поле 𝐸 волны колеблется парал-

лельно плоскости падения. Длина волны 𝜆. Опре-

делите видность 𝑉 интерференционной картины. 

Ответ: 𝑉 = 1 −
1

2
(

𝜆

Λ
)
2

 . 

T5. Спектральная линия 𝐻𝛼  атомарного водорода (𝜆 = 6563 Å) имеет 

тонкую структуру в виде двух «сублиний» в интервале длин волн 𝛿𝜆 ≈ 0,16 

Å. Какой должна быть минимальная база интерферометра Фабри–Перо 𝐿 с 

коэффициентом отражения зеркал по интенсивности 𝜌 = 0,9, чтобы с его 
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помощью можно было обнаружить тонкую структуру линии? Определите 

также для такого интерферометра: дисперсионную область Δ𝜆, 

направление на ближайший к центру максимум 𝜃1 и угловую дисперсию 

𝑑𝜃/𝑑𝜆 вблизи него. В центре картины – светлое пятно. 

Ответ: 𝐿 = 0,4 мм, Δ𝜆 = 5 Å, 𝜃1 = 2,3∘, 𝐷 = 4 ⋅ 10−3 Å−1. 

Т6. Современные фотоди-

оды обеспечивают огромный 

диапазон линейности, до 11 по-

рядков по интенсивности света, 

то есть в этом диапазоне фото-

ток линейно зависит от интен-

сивности света, падающего на 

фотодиод. Это позволяет изме-

рять очень малые интенсивно-

сти модулированных по ампли-

туде световых сигналов на фоне 

гораздо более мощной постоян-

ной засветки.  
Излучение хорошо стабилизированного непрерывного лазера с длиной 

волны 0,6 мкм пропускается через интерферометр Майкельсона, в котором 

одно из зеркал З1 может колебаться с малой амплитудой a. Зеркало З2 чуть-

чуть наклонено, так что в плоскости фотоприемника получаются достаточно 

широкие (больше размера фотоприемника) интерференционные полосы. 

Смещение зеркала З1 приводит к смещению интерференционных полос. 

Оцените минимальное значение amin амплитуды колебаний, которое можно 

измерить данной схемой, если измерительное устройство позволяет обнару-

жить периодические колебания фототока, составляющие величину 10-10 от 

величины тока в максимуме интерференционной картины. В каком месте ин-

терференционной картины (в максимуме, минимуме интенсивности или в 

другом месте) следует располагать фотодиод для получения максимальной 

чувствительности? 

Ответ: amin ≈ 10-16 см.    

Т7. Кристалл ниобата лития обладает сильной нелинейностью и до-

вольно часто используется для генерации второй гармоники. Показатели 

преломления для обыкновенной и необыкновенной волны этого кристалла 

сильно зависят от температуры. Для необыкновенной волны   
𝑑𝑛𝑒

𝑑𝑇
= 5,4 ∙

10−6 (℃)−1, а для обыкновенной  
𝑑𝑛𝑜

𝑑𝑇
= 37,9 ∙ 10−6 (℃)−1. Оцените, 

насколько надо изменить температуру кристалла, чтобы интенсивность ге-

нерации второй гармоники стала равной нулю. Считайте, что до изменения 

лазер 

З2 

З1 

Измер. 
схема 

фото-
диод 

Интерференци- 
онная картина 

а 
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температуры было достигнуто условие фазового синхронизма, длина 

волны накачки равна 𝜆 = 1 мкм, а длина кристалла 𝑙 = 1 см. 

Ответ: 𝛿𝑇 ≈ 1.54∘C. 

Т8. Найти пропускание атмосферой солнечного излучения во время 

восхода. Сделать расчет для красного ( = 700 нм) и фиолетового ( = 400 

нм) цветов. Атмосферу считать изотермической, потери, не связанные с рэ-

леевским рассеянием (пыль, облака, ….), не учитывать. Показатель прелом-

ления атмосферы вблизи поверхности Земли равен n0 = 1,0003. 

Ответ: для  = 400 нм Iкон/I0 = 5,310-6, для  = 700 нм Iкон/I0 = 0,27. 
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Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåì è ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íîì

1. Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå êóñî÷íî-

ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è ïðèáëèæåíèå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ìíî-

ãî÷ëåíàìè.

2. * Àëãåáðû íåïðåðûâíûõ íà êîìïàêòàõ ôóíêöèé, çàìêíóòûå îòíîñèòåëü-

íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Òåîðåìà Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññà.

3. Ïðîñòðàíñòâà Lp. Íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî. Ïîëíîòà ïðî-

ñòðàíñòâà Lp. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2.

4. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé â L1 è L2 ñòóïåí÷àòûìè è áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè.

Îãðàíè÷åííàÿ âàðèàöèÿ, àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü è îñöèë-

ëÿöèÿ

5. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèè â âèäå ñóììû ìîíîòîííûõ è îãðàíè÷åííûõ.

6. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéá-

íèöà. Îáîáù¼ííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

7. Òåîðåìà Ðèìàíà îá îñöèëëÿöèè è ðàâíîìåðíîé îñöèëëÿöèè.

8. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ è

íåñêîëüêî ðàç îáîáù¼ííî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

9. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðè-

àöèè.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è åãî ñõîäèìîñòü

10. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå, ÿäðî Äèðè-

õëå. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå è ðàâíîìåðíûé ïðèíöèï

ëîêàëèçàöèè.

11. Ïðèçíàê Ëèïøèöà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå íà îòðåçêå.

12. Ïðèçíàê Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå íà îòðåçêå.

13. Ïðèçíàêè Ëèïøèöà, Äèðèõëå è Äèíè ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå.

14. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ðÿäîâ Ôóðüå.

15. Òåîðåìà Ôåéåðà î ñóììèðîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ìå-

òîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ.

16. * ßâíûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, ðÿä Ôóðüå

êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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17. Ïðåäñòàâëåíèå êîòàíãåíñà è êîñåêàíñà â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû ýëå-

ìåíòàðíûõ äðîáåé. Ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ äëÿ áåòà-ôóíêöèè.

Ðÿä Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå L2

18. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ è ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé â L2.

19. Ïîëíûå ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå L2. Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-

ìû â L2[−π, π].
20. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç L2[−π, π]

ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì.

Èíòåãðàë Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

21. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Äèðèõëå ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïà-

ðàìåòðó.

22. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èíòåãðàëîì Ôóðüå, ñâ¼ðòêà ñ ÿäðîì Äèðèõëå

äëÿ èíòåãðàëà Ôóðüå.

23. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà Ôóðüå äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè: ïðèçíàê Äèíè è ïðèçíàê Äèðèõëå.

24. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé è ïðîèçâîä-

íàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

25. Ïðîñòðàíñòâî S, åãî èíâàðèàíòíîñòü ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå è íåïðå-
ðûâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F : S → S.

26. Óíèòàðíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå S, ïðîäîëæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå íà L2.

27. ßâëåíèå Ãèááñà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ sgnx èíòåãðàëîì Ôóðüå.

28. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå ãàóññîâîé ïëîòíîñòè.

29. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

30. Ñâ¼ðòêà ôóíêöèé èç L1 è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

31. Íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïîë-

íîòà ïðîñòðàíñòâà C[a, b].

32. Òåîðåìà Áýðà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

33. Äâîéñòâåííîå ê áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó, ýêâèâàëåíòíîñòü îãðàíè÷åííî-

ñòè è íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.

34. Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè (òåîðåìà Áàíàõà�Øòåéíãàóçà) äëÿ

ñåìåéñòâ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.
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35. Ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è

íîðìà ñâ¼ðòêè ñ ÿäðîì Äèðèõëå.

36. Íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâà-

ìè, èõ íîðìà, ýêâèâàëåíòíîñòü îãðàíè÷åííîñòè è íåïðåðûâíîñòè.

37. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïî çàìêíóòîìó ëèíåéíî-

ìó ïîäïðîñòðàíñòâó.

38. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå äëÿ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé áà-

íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

39. ε-ñåòè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäêîìïàêòíî-

ñòè è âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè ïîäìíîæåñòâà ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà.

40. Òåîðåìà Àðöåëà�Àñêîëè î ïðåäêîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â ïðîñòðàí-

ñòâå íåïðåðûâíûõ íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå ôóíêöèé.

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

41. Åâêëèäîâû è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà íàä äåéñòâèòåëüíûìè è êîì-

ïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

42. Ïîëíîòà è çàìêíóòîñòü îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ðÿä Ôóðüå ïî íåé, íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ è ðàâåíñòâî Ïàðñå-

âàëÿ.

43. Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà çàìêíóòîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëü-

áåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

44. Îïèñàíèå äâîéñòâåííîãî ê ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó.

* Ëåììà Öîðíà è äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ

45. * Òåîðåìà Öåðìåëî è ëåììà Öîðíà.

46. * Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà. Âëîæåíèå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà âî âòîðîå äâîé-

ñòâåííîå.

47. * Òåîðåìà Òèõîíîâà î ïðîèçâåäåíèè êîìïàêòîâ.

48. ∗-ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ äâîéñòâåííîãî ê áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó, êîìïàêò-

íîñòü â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè.
49. * Òåîðåìà Ðèññà î äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ê C[a, b].

Ðàñïðåäåëåíèÿ (îáîáù¼ííûå ôóíêöèè)

50. Ïðîñòðàíñòâî E è òîïîëîãèÿ â í¼ì, åãî ïîëíîòà.
51. Ñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ E → R.

Ïðîñòðàíñòâî E ′ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

52. Îïèñàíèå ýëåìåíòîâ E ′ ÷åðåç èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ïî îòðåçêó.
53. Ïðîñòðàíñòâî D è îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè â í¼ì.
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54. Ïðîñòðàíñòâî D′ ðàñïðåäåëåíèé (îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé). Ðåãóëÿðíûå è

íåðåãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, äåëüòà-ôóíêöèÿ.

55. Òîïîëîãèÿ è ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå D′, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ê äåëüòà-ôóíêöèè.

56. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé, êîððåêòíîñòü åãî îïðåäåëåíèÿ è íåïðå-

ðûâíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êàê îïåðàöèè D′ → D′.

57. Óìíîæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ â D′ íà áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, êîð-

ðåêòíîñòü åãî îïðåäåëåíèÿ è íåïðåðûâíîñòü êàê îïåðàöèè D′ → D′.

58. Ðàâåíñòâî íóëþ ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå, íîñèòåëü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èç D′.

59. Ïðîñòðàíñòâî S ′ îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáù¼í-
íûõ ôóíêöèé èç S ′, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äåëüòà-ôóíêöèè.

60. * Ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, áåñêîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå, ñóæå-

íèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 1�6 ìàðòà)

I. Íåðàâåíñòâà, ïðîñòðàíñòâà Lp è âàðèàöèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : Rn → R âûïóêëàÿ, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà

v1, . . . , vN ∈ Rn è íåîòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ t1, . . . , tN , â ñóììå

äàþùèõ 1, âûïîëíÿåòñÿ

f(t1v1 + · · ·+ tNvN ) ≤ t1f(v1) + · · ·+ tNf(vN ).

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé f : [0, 1]→ R âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ∫ 1

0

ef(x) dx ≥ e
∫ 1
0
f(x) dx.

3. Äîêàæèòå äëÿ èçìåðèìîé f : R→ R+, è ïîëîæèòåëüíûõ s < t íåðàâåí-

ñòâî (∫ 1

0

f(x)s dx

)1/s

≤
(∫ 1

0

f(x)t dx

)1/t

.

4. Ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè

âûïóêëîé, åñëè å¼ ëîãàðèôì âûïóêëûé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ëîãàðèô-

ìè÷åñêè âûïóêëûõ ôóíêöèé ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî L2[a, b] ⊆ L1[a, b], íî L2(R) 6⊆ L1(R). Ïðîâåðüòå, ÷òî â

ïåðâîì ñëó÷àå âëîæåíèå ñòðîãîå.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ëåæèò â L1(R) è â L4(R), òî îíà ëåæèò
è â L2(R).

7. Ïóñòü f ∈ L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî

+∞∫
−∞

|f(x+ t)− f(x)|2 dx→ 0 ïðè t→ 0.

8. Èìååò ëè îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà èíòåðâàëå (0, 1) ôóíêöèÿ:

a) x sin 1
x ;

á) x2 sin 1
x?

9*. Ïðîâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå, êîòîðàÿ èìååò

îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.
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II. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Ñ.2. �22: 123(1, 2, 3, 4) � ñäåëàéòå îïòèìàëüíóþ îöåíêó âèäà O
(

1
ns

)
.

10*. Íàéäèòå ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè

f(x) =
√
|x| íà [−π, π].

III. Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå
Ñ.2. �22: 1(5); 9; 12; 27; 30; 45(1). Â êàæäîì ïðèìåðå ïîñòðîéòå ãðà-

ôèê ñóììû ðÿäà Ôóðüå è èññëåäóéòå ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü íà R.
Ñ.2. �22: 23; 58; 60(2); 65; 66; 67.

11. Ñõîäÿòñÿ ëè ðàâíîìåðíî ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = ex, x ∈ [0;π/2]

ïî ñèñòåìàì:

à) {sin(2k − 1)x}∞k=1; á) {sin 2kx}
∞
k=1; â) {cos(2k − 1)x}∞k=1; ã) {cos 2kx}

∞
k=0?

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

Ñ.2. �22: 110; 111(3,4).

12. Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå

∞∑
n=2

sinnx

lnn

íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íèêàêîé àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

IV. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

Ñ.2. �22: 116; 118.

13. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ âû÷èñëèòå ñóììû ðÿäîâ:

a)

∞∑
n=1

1

n4
; á)

∞∑
n=1

1

n6
.

V. Ñóììèðîâàíèå ïî ×åçàðî è ñóììû Ôåéåðà

Ñ.2. �16: 47(2); 48(1, 2).

14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäà Ôóðüå îãðàíè÷åííîé íà [0, 2π]

ôóíêöèè ïî Ôåéåðó çíà÷åíèÿ ñóìì â òî÷êå x íå âûõîäÿò çà äèàïàçîí

çíà÷åíèé ôóíêöèè.

15*. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ f ∈ L1[−π, π] ñóììû Ôåéåðà ñõîäÿòñÿ â ñðåäíåì

íà îòðåçêå [−π, π] ê ôóíêöèè f .
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16*. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)
∞
n=0 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë óáûâàåò, ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ è âûïóêëà (â ñìûñëå an−1 − 2an + an+1 ≥ 0 ïðè n ≥ 1).

Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx

íåîòðèöàòåëüíà (â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ìîæåò áûòü +∞).

17*. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíàÿ è 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, α � èððàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë

lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

f(x0 + 2παk)

íå çàâèñèò îò x0.

36 + 5∗

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 5�10 àïðåëÿ)

I. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �13: 5(1); 4; 14(3); 17; 18(1).

1*. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ:

f(x) =

{
sin x
x , x 6= 0

1, x = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è ëþáîãî x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî |f (k)(x)| ≤ 1.

II. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �14: 1(1, 2); 6(3, 4); 7(2, 4, 6).

2. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà:

+∞∫
0

sin ax

x
dx,

+∞∫
0

cos ax

1 + x2
dx,

+∞∫
0

x sin ax

1 + x2
dx.
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3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [0,+∞) è äëÿ ëþáîãî A > 0 ñõîäèòñÿ

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
A

f(x)

x
dx. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ a, b > 0

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ôðóëëàíè (äëÿ íåñîáñòâåííîãî â íóëå è áåñêîíå÷-

íîñòè èíòåãðàëà):

+∞∫
0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln

b

a
.

Ñ.3. �15: 1(1,3,4); 2(1); 3(2); 4(3); 5(6); 6(3, 5); 15(4).

III. Èíòåãðàë Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñ.3. �17: 1(4); 2(3); 6(2); 7(4); 8(2, 6); 14(1,3); 17(2).

4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà P (x)e−x2/2, ãäå P (x) ∈ C[x], ïðè ïðåîá-

ðàçîâàíèè Ôóðüå ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ òîãî æå âèäà, ïðè÷¼ì ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà íå ïîâûøàåòñÿ.

5. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ëàïëàñà ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ S(R) è ëþáûõ äâóõ ÷èñåë x0,

y0 ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé)

‖(x− x0)f(x)‖2 · ‖(y − y0)f̂(y)‖2 ≥
1

2
‖f‖22.

Âûÿñíèòå, â êàêîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî.

7*. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

f(x) =

{
xp−1e−x, x > 0

0, x ≤ 0,

ïðè p > 0.

8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L1(R) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà âñåé ïðÿ-

ìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñâ¼ðòêà f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸
k+2

áóäåò k ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà.

9. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f : Rn → R, f = e−Q(x), ãäå

Q(x) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

38 + 2∗
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ÒÐÅÒÜÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñõîäèìîñòü è ïîëíîòà ñèñòåì ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ C è Lp

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], à {fn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [a, b], òî ìåæäó ðàçíûìè

âèäàìè ñõîäèìîñòè èìåþòñÿ ñâÿçè, óêàçàííûå â ñõåìå (ïðè ïåðå÷åðêíó-

òîé ñòðåëêå ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð):

{fn} {fn} {fn}
Ñõîäèòñÿ /←− Ñõîäèòñÿ ïî /←− Ñõîäèòñÿ ïî

ðàâíîìåðíî ê f −→ íîðìå L2 ê f −→ íîðìå L1 ê f

/↑ ↓ /↑ /↓ /↑ /↓
{fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê f

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fn) ñõîäèòñÿ â

ïðîñòðàíñòâå L1[a, b], íî äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

(fn(x)) ðàñõîäèòñÿ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå C[a, b] → L1[a, b] íå ñþðúåê-

òèâíî, íå çàáûâàÿ, ÷òî ýëåìåíòû L1 � ýòî íå ôóíêöèè, à êëàññû ýêâè-

âàëåíòíîñòè ôóíêöèé.

4. Êàêàÿ èç ñèñòåì ôóíêöèé

{sin(2k − 1)x}∞k=1, {sin 2kx}
∞
k=1, {cos(2k − 1)x}∞k=1, {cos 2kx}

∞
k=0

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π/2]?

5. Êàêàÿ èç ñèñòåì ôóíêöèé

{sin(2k − 1)x}∞k=1, {sin 2kx}
∞
k=1, {cos(2k − 1)x}∞k=1, {cos 2kx}

∞
k=0

ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C[0, π/2]?

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êàêîé-íèáóäü ñ÷¼òíîé ñèñòåìû ôóíêöèé, ïîëíîé â

L2(R).

7*. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå

íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖ · ‖2, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ çàìêíóòîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

II. Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è èõ äâîéñòâåííûå

8. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýê-

âèâàëåíòíû, òî åñòü îäíà îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç äðóãóþ êàê

c‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖′ ≤ C‖ · ‖
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ñ íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè c, C.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé

‖(an)‖ = sup{|an| : n ∈ N} ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

10. Ìîæíî ëè íà ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê,

÷òî åãî íîðìà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èç ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ?

11. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà

f 7→
N∑

k=0

(−1)kf
(

k

N

)
íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

12. Ïóñòü ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà [a, b]. Íàéäèòå íîðìó ëèíåéíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ

Mg : L2[a, b]→ L2[a, b], Mg(f) = gf.

13. Ïóñòü ôóíêöèÿK íåïðåðûâíà íà [a, b]×[a, b]. Íàéäèòå íîðìó ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ

A : C[a, b]→ C[a, b], A(f)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y) dy.

14. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ áåñêîíå÷íîìåðíîãî áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà íå ìîæåò áûòü ñ÷¼òíûì.

15. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïëîòíîãî â C[a, b] ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå

èìååò ñ÷¼òíûé áàçèñ.

16. Âûâåäèòå èç ïðèíöèïà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè (òåîðåìû Áàíàõà�

Øòåéíãàóçà) ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè,

ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå.

17. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ℓ1, â êîòîðîì â

êà÷åñòâå íîðìû áåð¼òñÿ íîðìà îò ℓ2, íå âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Áýðà è íå

âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè.

18. Äîêàæèòå, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E åäèíè÷-

íûé øàð íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

19*. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî V â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E èìååò çàìêíóòîå äîïîëíå-

íèå W ⊆ E, òàêîå ÷òî E = V ⊕W .

25



20. Ïðèâåäèòå ïðèìåð çàìêíóòîãî â òîïîëîãèè íîðìû ìíîæåñòâà X ⊂ E′

(äâîéñòâåííîå ê íåêîòîðîìó áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó) êîòîðîå íå çàìêíó-

òî â åãî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè.

21. Äîêàæèòå, ÷òî â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè E′ êîìïàêòíîñòü íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà âëå÷¼ò åãî çàìêíóòîñòü.

22*. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì åñòü êîì-

ïàêòíûå, íî íå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà.

III. Ðàñïðåäåëåíèÿ (îáîáùåííûå ôóíêöèè)

23. Íàéäèòå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-

ñòâà D′:

à) fn(x) = cosnx; á) fn(x) = n sinnx.

24. Äîêàæèòå, ÷òî â D′ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) lim
n→∞

n

1 + n2x2
= πδ(x); á) lim

n→∞

sinnx

x
= πδ(x).

25. Íàéäèòå â D′ ïðåäåë lim
n→∞

n3x

(1 + n2x2)2
.

26. Óïðîñòèòå â D′ âûðàæåíèÿ:

à) (esin x + x cosx)δ(x); á)

(
x chx

1 + x4
− sinx

)
δ′(x).

27. Íàéäèòå â D′ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

à) (x+ cosx) signx; á) (x+ 1)e|x|.

28. Äîêàæèòå, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü δxn
→ δx0

ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé

ñõîäèìîñòè xn → x0.

29*. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ðàñïðåäåëåíèå λ ∈ D′(R) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ,
òî åñòü òàêóþ µ ∈ D′(R), ÷òî

µ′ = λ

â ñìûñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé.

30. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó.
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31*. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ λ ∈ D′(R), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ m-é

ïðîèçâîäíîé ðåãóëÿðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íè äëÿ êàêîãî m.

IV. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèé

32. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â S ′ ôóíêöèè:
à) sinx;

á) δ(n) (n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ äåëüòà-ôóíêöèè);

â) ϑ(x) (ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà).

33*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ D(R) è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F [f ] ∈ D(R),
òî f ≡ 0.

34*. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â S ′ ïåðåâîäèò ðàñïðåäåëåíèå

+∞∑
n=−∞

δ2πn â ðàñïðåäåëåíèå
1√
2π

+∞∑
n=−∞

δn.

26 + 8∗

Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ð.Í. Êàðàñ¼â

ê.ô.-ì. í., àññèñòåíò À.È. Òþëåíåâ
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èëè Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì. Óðàâíå-

íèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäà-

íîâîé ôîðìå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

3. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöà-

ìè, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé, è çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à

Ëàãðàíæà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ
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è íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Óñòîé-

÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâòî-

íîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû è ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

íîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-

ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü Âðîí-

ñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ èëè ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà Øòóðìà è

ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �Èæåâñê : Ðåãóëÿð-

íàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêè, 2001.

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. �Ìîñêâà :

ÓðÑÑ, 2004, 2007; �Ìîñêâà : ÊîìÊíèãà, 2007, 2010, http://book�.org/book/791964.

3. ÑòåïàíîâÂ.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008.
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4. ÐîìàíêîÂ.Ê. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 2000�2011.

5. ÔåäîðþêÌ.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã :

Ëàíü, 2003.

6. Óìíîâ À.Å., Óìíîâ Å.À. Îñíîâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2016, http://www.umnov.ru.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. ÃåëüôàíäÈ.Ì., ÔîìèíÑ.Â. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1961,

http://techlibrary.ru/bookpage.htm.

8. ÏåòðîâñêèéÈ. Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �

ÓðÑÑ, 2003; �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2009.

9. ÒèõîíîâÀ.Í., ÂàñèëüåâàÀ.Á., ÑâåøíèêîâÀ. Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1985.

10. ÊóïöîâË.Ï., ÍèêîëàåâÂ.Ñ. Êóðñ ëåêöèé ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé: ó÷åáíîå ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2003.

11. ÈïàòîâàÂ.Ì., ÏûðêîâàÎ.À., ÑåäîâÂ.Í. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû

ðåøåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007, 2012.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ

/ïîä ðåä. ÐîìàíêîÂ.Ê.. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ)

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. �Ìîñêâà :

Èæåâñê : 2005; �Ìîñêâà : ÌÃÓ, 2011; �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008. (öèòèðóåòñÿ �Ô)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Çàäà÷à Êîøè

Ñ. �5: 26; 28à.

Ñ. �6: 36; 49.

Ô.: 1065; 1066; 1067*.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = |y|α íå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞; +∞).
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2. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå y′2 − (y + 1)y′ + y = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ

y = 1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿìîé y = 1

ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå îáùóþ êàñà-

òåëüíóþ. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′2 − (y + 1)y′ + y = 0, y(0) = 0, y(2) = e. Èçîáðàçèòü ãðàôèê ïîëó-

÷åííîãî ðåøåíèÿ.

II. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ô.: 649; 664; 667; 668*; 673; 678.

Ô. �22: 47*; 59.

Ñ. �9: 10; 31; 53; 64; 68(a).

3. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, ãäå ν = const

íà (0;∞), íå ìîæåò èìåòü äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îãðàíè-

÷åííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

III. Òåîðåìà Øòóðìà

Ô.: 723; 725*; 726.

Ñ. �10: 2; 3; 6.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′−2xy′+y = 0

íà èíòåðâàëå (−∞; +∞) èìååò íå áîëåå òðåõ íóëåé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν = const

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0,+∞);

á)* ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè |xn+1−xn| ëþáîãî óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè n→ +∞.

IV. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Âî âñåõ çàäà÷àõ äëÿ ôîêóñîâ è óçëîâ îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé-

÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè.

Ô.: 964; 972*; 973; 974; 975; 978*.

C. �13: 9; 15; 39; 44; 45.

35+7*
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì
Ñ. �14: 12.

Ô.: 1149.

1. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ èõ, èññëåäîâàòü ïîâåäå-

íèå òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

à) ẍ+ sinx = 0; á) ẍ− x+ x2 = 0.

Ñ. �16: 5; 26.

II. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Ñ. �17: 5; 16; 22; 79; 83.

2. Â îáëàñòè x > 0, y > 0, z > 0 íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
+

x3 − xy2

z

∂u

∂z
= 0

è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè u = z2 ïðè y2 − x2 = 1.

III. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Ñ. �19: 21; 45; 72; 105.

3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(
2yy′

x
− 7

y2

x2
− (y′)2 − 12

y

x

)
dx, y(1) = 3, y(2) = 1.

Ñ. �20.1: 9; 12.

4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(2y + yy′ + x(y′)) dx, y(1) = 1.

Ñ. �20.2: 5.

Ñ. �20.3: 2.

Ñ. �21: 1.

5*. Ñðåäè âñåõ êðèâûõ íà öèëèíäðå x2+y2 = 1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (1, 0, 0)

è (0, 1, 1) íàéòè êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû (ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ).

23+1*

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð, À.Ì. Òåð-Êðèêîðîâ
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TЕОРИЯ ПОЛЯ

1. Динамика и векторный анализ. Принцип наименьшего дей-
ствия, уравнения Эйлера. Гамильтонова механика. Теорема Нё-
тер. Преобразования Галилея, инерциальные системы. Евклидо-
во пространство: однородность, изотропность, векторы, ковек-
торы, тензоры, изометрии евклидовой метрики, поднимание и
опускание индексов, ориентированный объем и площадь, свой-
ства тензора Леви-Чивиты, ковектор ∇, операции grad, div, rot,
лаплассиан.

2. Уравнения Максвелла. Суперпозиция электрического и маг-
нитного полей, сила Лоренца. Закон Кулона, теорема Гаусса. За-
кон сохранения заряда, плотность тока. Закон Био–Савара. Ин-
дукция, теорема Стокса. Магнитные заряды. Ток смещения. Сво-
бодные волны электромагнитного поля, инвариантность скоро-
сти, принцип относительности, метрика Минковского. Изомет-
рии пространства Минковского, лоренцев буст, поднимание и опус-
кание индексов. Интервал, собственное время, растяжение време-
ни, сжатие продольного размера. Сложение скоростей, аберрация
света, эффект Доплера.

3. Механика релятивистской частицы. Действие свободной ча-
стицы из теоремы Нётер, парадокс близнецов. Энергия-импульс,
4-скорость. Столкновения, инварианты, пороговая энергия, рас-
пады.

4. Взаимодействие релятивистской частицы с векторным
полем. Первая пара уравнений Максвелла и потенциалы (A0,A),
калибровочные преобразования. Локальное взаимодействие ча-
стицы с 4-вектором Aµ, обобщенный 4-импульс, 4-мерная фор-
ма уравнений движения заряженной частицы в векторном поле.
Тензор напряженности поля, дуальное преобразование. 4-мерная
форма уравнений Максвелла. Инварианты поля. Тензоры и псев-
дотензоры. Преобразование электрического и магнитного полей
при лоренцевых бустах. Движение в постоянных полях, дрейф.

5. Динамика электромагнитного поля. Действие для поля, гаус-
совы единицы, уравнения Эйлера–Лагранжа. Взаимодействие с
током-источником. Формализм первого порядка. Уравнения дви-
жения: вторая пара. Представление волнового вектора. Свобод-
ные волны. Пропагатор фотона, запаздывающая функция Грина.
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6. Электростатика. Точечный заряд. Поле системы зарядов: муль-
типольное разложение, монополь, диполь, квадруполь, октуполь.
Аксиальная симметрия. Полиномы Лежандра. Энергия системы
зарядов во внешнем поле.

7. Квазипериодическое движение в магнитном поле. Пери-
одическое движение и адиабатический инвариант. Теорема Аде-
молло–Гатто. Магнитный момент. Калибровка Фока–Швингера.
Магнитный момент во внешнем поле, прецессия. Заряженная ча-
стица в слабо неоднородном магнитном поле: движение вдоль
силовой линии, магнитное зеркало, дрейф.

8. Излучение. Канонический тензор энергии–импульса из теоре-
мы Нётер. Тензор энергии-импульса частиц, вклад взаимодей-
ствия. Компоненты электромагнитного тензора и баланс энер-
гии и импульса поля и частиц. Дипольное излучение: электриче-
ское и магнитное поля, квазистатическая и волновая зоны, интен-
сивность, критерии применимости. Сила радиационного трения.
Естественное время затухания. Магнитное дипольное излучение.

9. Синхротронное излучение. Мощность и ее инвариантность.
Потенциалы Лиенара–Вихерта. Угловое распределение. Волно-
вой пакет синхротронного излучения, длина когерентности, несу-
щая частота.

10. Рассеяние электромагнитных волн. Задача рассеяния. Ква-
зиупругий диполь: сечение Томсона, классический радиус элек-
трона, релеевское рассеяние света. Тензор поляризации света.
Усреднение на сфере и на окружности.

Литература

1. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теория поля. — Москва : Наука,
1973.

2. Джексон Дж. Классическая электродинамика. — Москва : Мир,
1965.

3. Белоусов Ю.М., Бурмистров С.Н., Тернов А.И. Задачи по тео-
ретической физике. — Долгопрудный : ИД “Интеллект”, 2013.

36



Дополнительная литература

1. Батыгин В.В., Топтыгин И.Н. Современная электродинамика.
Ч. 1. Микроскопическая теория. 2–е изд., испр. — Ижевск : НИЦ
“Регулярная и хаотическая динамика”, 2005.

2. Кузнецов В.П., Смилга В.П. Движение заряженной частицы во
внешнем слабонеоднородном магнитном поле. Дрейфовая тео-
рия : учеб.-мет. пособие. — Москва : МФТИ, 2001.

3. Белоусов Ю.М., Кузнецов В.П., Смилга В.П. Катехизис : учеб.
пособие. — Москва : МФТИ, 2005.

Упражнения
Первое задание

1.C В трёхмерном пространстве вычислить свертки:

δαα, δαβδβγ , δαβδβγδγα;

eαβγeα′β′γ , eαβγeα′βγ , eαβγeαβγ .

2.C Показать, что

[a, [b, c]] = b (a, c)− c (a, b),

[a, b] · [c,d] = (a, c) (b,d)− (a,d) (b, c),

[a, b] · [[b, c], [c,a]] = (a, [b, c])2.

3.C Найти средние значения произведений компонент единичного
вектора n = r/r на сфере:

⟨nα⟩, ⟨nαnβ⟩, ⟨nαnβnγ⟩,

⟨nαnβnγnµ⟩, ⟨nαnβnγnµnν⟩.

4.C (а) Раскрыть выражения: rot rotA, rot [a, b], rot (fA), div (fA),
div [a, b], grad (a, b), где A, a, b и f — функции координат r.
(б) Вычислить: rot [ω, r], grad (a, r), где ω и a — постоянные век-
торы.
(в) Вычислить: grad r, div r, (a,∇)r, grad f(r), rota(r), diva(r),
где r = |r|.
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5.C Показать, что∫
V

∇f d3r =

∮
S

f dS,

∫
V

rotA d3r = −
∮
S

[A, dS],

∫
S

[∇f, dS] = −
∮
Γ

f dl,

∮
S

[∇,A] · dS = 0.

Задачи
Первое задание

1.C Система K ′ движется со скоростью vx вдоль оси x системы K.
Система K ′′ движется со скоростью v′y вдоль оси y′ системы K ′.
Скорость v′y такова, что начало координат системы K ′′ движется
относительно системы K со скоростью v = (vx , vy). Показать,
что направление вектора относительной скорости системы K в
системе K ′′ будет повернуто относительно направления −v на
угол θ такой, что

tg (θ + φ) = γtgφ , tgφ =
vy
vx

, γ =
1√

1−
(
v
c

)2 ,

откуда

tg θ =
(γ − 1)tgφ

1 + γtg2 φ
.

2.∗ На частицу, движущуюся со скоростью v, действует сила, сооб-
щающая ей ускорение v̇. Определить, с какой угловой скоростью
будет поворачиваться спин частицы относительно лабораторной
системы отсчета, если сила, действующая на частицу, не дей-
ствует на ее спин (прецессия Томаса). Указание: использовать
результат задачи 2. Ответ:

ω =
γ2

(γ + 1)c2
[v̇,v].

3.C Найти разность фаз двух волн, обходящих вращающийся с уг-
ловой скоростью Ω кольцевой интерферометр радиуса R по и
против направления вращения (эффект Саньяка).
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4. В ускорителе на встречных пучках идет реакция

e+ + e− → µ+ + µ− .

Зная энергии сталкивающихся частиц e±, найти эффективную
массу системы и энергии µ±. Каков энергетический порог этой
реакции? Сравнить пороги в случаях: (а) электроны и позитроны
имеют одинаковые энергии; (б) ускоренные позитроны падают на
неподвижные электроны.

5.C Для получения γ-квантов высокой энергии навстречу пучку
электронов с энергией E = 200 ГэВ выстреливает лазер с энер-
гией фотонов ε = 2 эВ. Найти зависимость энергии фотонов от
угла рассеяния. Какую энергию будут иметь фотоны, рассеянные
назад?

6.C Для нейтрино, образующихся при распаде π–мезонов с энергией
6 ГэВ (масса π–мезона ≈ 140 МэВ, масса µ–мезона ≈ 105 МэВ),
определить энергетический спектр, их максимальную и среднюю
энергии и угловое распределение, если известно, что в системе
покоя π–мезона распад π → µ+ ν происходит изотропно.

7. Найти движение релятивистской частицы массы m и заряда e
в перпендикулярных электрическом и магнитном полях E и H.
Определить скорость дрейфа в нерелятивистском случае.

Второе задание

8.C Заряд электрона распределен в основном состоянии атома водо-
рода с плотностью

ρ(r) =
e

πa3
exp

(
−2r

a

)
,

где e — заряд электрона, a ∼ 10−8 см — боровский радиус. Найти
энергию взаимодействия электронного облака с ядром: (а) счи-
тая ядро точечным зарядом; (б) считая ядро равномерно заря-
женным шаром радиуса r0 ∼ 10−13 см.

9. Определить потенциальную энергию взаимодействия двух дипо-
лей с моментами d1 и d2.

10.C Вычислить дипольный момент двух полусфер, разделенных бес-
конечно тонким изолятором, если их потенциалы равны ±ϕ0 со-
ответственно.
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11. Потенциал V (r, θ) аксиально-симметричной системы зарядов на
оси z (θ = 0) имеет вид

V (r, 0) = V0

(
1− r2 − a2

r
√
r2 + a2

)
, r > a .

Найти два ведущих члена разложения V (r, θ) в области r ≫ a.

12.C Частица с массой m и зарядом e движется в магнитном поле
в плоскости, перпендикулярной направлению поля. Определить
изменение энергии частицы за один оборот в случае, когда маг-
нитное поле медленно меняется со временем (так, что изменение
поля за период движения мало по сравнению с самим полем).
Доказать, что величина p2⊥/H остается постоянной (т.е. являет-
ся адиабатическим инвариантом). Вычислить изменение радиуса
орбиты и энергии частицы, если поле изменилось от значения H1

до H2.

13.C На больших расстояниях от Земли её магнитное поле представ-
ляет собой поле диполя с магнитным моментом m = 8.1 · 1025
гаусс · см3. (а) Найти в полярных координатах уравнение сило-
вой линии магнитного диполя. Определить, как меняется поле
вдоль силовой линии. (б) Предполагая, что скорость частицы на
экваторе составляет угол α с плоскостью экватора, определить
максимальную широту (полярный угол), достигаемую частицей.
Найти угол α, при котором частица достигнет поверхности Зем-
ли, если расстояние от Земли, на котором частица находилась в
экваториальной плоскости, значительно больше радиуса Земли.
(в) Найти период дрейфа вокруг Земли протона с энергией 10
МэВ, движущегося в экваториальной плоскости на расстоянии
30 000 км от Земли.

14. Мюон с импульсом p = 1 ГэВ/c и спином, направленным по
импульсу, влетает в магнитное поле H = 104 Гс перпендику-
лярно его направлению. Определить, на какой угол отклонится
спин мюона от его импульса за один оборот в магнитном по-
ле, если гиромагнитное отношение для мюона равно ge/2mc, где
g = 2(1 + α/2π) и α = 1/137.

15.C Гармонически колеблющийся диполь помещен на высоте L над
идеально проводящей металлической плоскостью. Для случаев
L ≪ λ и L ≫ λ найти интенсивность излучения диполя в зави-
симости от угла наблюдения и угла между диполем и нормалью
к плоскости.
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16. Два разноименных заряда (e1,m1) и (e2,m2) обращаются один
вокруг другого под действием кулоновского притяжения по кру-
говой орбите радиуса R. Определить энергию, теряемую на из-
лучение за один оборот. Найти зависимость расстояния между
зарядами от времени. Определить время, за которое один заряд
упадет на другой.

17. Два одноименных заряда (e1,m1) и (e2,m2) испытывают лобовое
столкновение. Определить полную излученную энергию, если за-
дана относительная скорость на бесконечности v∞ ≪ c. Рассмот-
реть дипольный (e1/m1 ̸= e2/m2) и квадрупольный (e1/m1 =
= e2/m2) случаи.

18. Найти энергию излучения релятивистского электрона в однород-
ном магнитном поле за один оборот. Найти полную мощность (в
мегаваттах) синхротронного излучения в ускорителе на встреч-
ных пучках электронов и позитронов с энергией 100 ГэВ. Длина
окружности ускорителя 30 км, число ускоряемых частиц в коль-
це 5 · 1012. Оценить характерную длину волны излучения.

19.C Пучок релятивистских электронов пролетает через плоский кон-
денсатор, к которому приложено переменное напряжение с ча-
стотой ω0. Найти частоту излучения электронов в зависимости
от угла θ между наблюдателем и направлением движения пучка.

20.C Вычислить сечение рассеяния линейно поляризованной электро-
магнитной волны на идеально проводящем металлическом шари-
ке радиуса a≪ λ.

21.∗ Найти угловое распределение синхротронного излучения для
нерелятивистской частицы.

22.∗ Определить критическую светимость I для звезды с массой M ,
т.е. светимость, при которой её внешняя оболочка, состоящая из
водорода, начинает расширяться под действием светового давле-
ния. Насколько светимость Солнца (I⊙ ≈ 4 · 1033 эрг/сек, M⊙ ≈
2 · 1033 г) отличается от критической?

Задачи со значком C рассматриваются на семинаре, знаком ∗ помече-
ны дополнительные задачи повышенной сложности.

1-я контрольная работа – первая декада марта
ЗАДАНИЕ 1 (срок сдачи 16.03 – 23.03.2021 года)
2-я контрольная работа – первая декада мая

ЗАДАНИЕ 2 (срок сдачи 12.05 – 18.05.2021 года)
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1. Малые колебания

1.1. Линеаризация уравнений движения консервативной системы
в окрестности ее положения равновесия. Нормальные координа-
ты и нормальные колебания.

1.2. Колебания консервативной системы под действием внешних
периодических сил. Резонанс в вынужденных колебаниях.

1.3. Влияние внешних периодических сил на малые колебания
склерономной системы.

2. Введение в теорию нелинейных колебаний

2.1. Фазовая плоскость консервативной системы с одной степе-
нью свободы. Равновесия, периодические движения, сепаратри-
сы.

2.2. Классификация особых точек на плоскости. Понятие об ав-
токолебаниях, предельные циклы.

2.3. Понятие о методе нормальных форм.

2.4. Элементы теории бифуркаций. Бифуркации «смена устойчи-
вости» и «седло-узел», бифуркация «вилки». Бифуркация рож-
дения цикла (бифуркация Андронова–Хопфа).

2.5. Понятие о методе усреднения. Построение первого прибли-
жения по малому параметру для дифференциальных уравнений
в стандартной форме.

3. Уравнения Гамильтона. Уравнения Рауса. Скобки
Пуассона

3.1. Обобщенные импульсы. Преобразование Лежандра. Теорема
Донкина о преобразовании Лежандра. Канонические уравнения
Гамильтона.

3.2. Физический смысл функции Гамильтона. Уравнения Уитте-
кера для консервативных и обобщенно консервативных систем.

3.3. Время и энергия как канонически сопряженные переменные.

3.4. Уравнения Рауса. Понижение порядка системы дифферен-
циальных уравнений движения при помощи уравнений Рауса в
случае существования циклических координат. Приведенный по-
тенциал.

3.5. Скобки Лагранжа. Скобки Пуассона и их свойства. Скобки
Пуассона и первые интегралы. Теорема Якоби–Пуассона.
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4. Канонические преобразования
4.1. Понятие канонического преобразования. Обобщенная сим-
плектичность матрицы Якоби — необходимое и достаточное усло-
вие каноничности преобразования. Другие критерии канонично-
сти преобразования (выражение их через скобки Лагранжа, че-
рез скобки Пуассона, посредством дифференциальной формы).
4.2. Инвариантность скобок Пуассона при канонических преоб-
разованиях. Канонические преобразования и процесс движения.
Теорема Лиувилля о сохранении фазового объёма.
4.3. Свободное каноническое преобразование и его производящая
функция. Канонические преобразования с производящей функ-
цией, зависящей от старых координат и новых импульсов.

5. Метод Якоби интегрирования уравнений динамики
5.1. Уравнение Гамильтона–Якоби. Полный интеграл. Теорема
Якоби.
5.2. Уравнение Гамильтона–Якоби для систем с циклическими
координатами. Уравнение Гамильтона–Якоби для консерватив-
ных и обобщенно консервативных систем. Разделение перемен-
ных.

6. Классическая теория возмущений. Адиабатические
инварианты
6.1. Переменные действие–угол для системы с одной степенью
свободы. Понятие о переменных действие–угол для систем с нес-
колькими степенями свободы.
6.2. Классическая теория возмущений. Нерезонансный и резо-
нансный случаи в теории возмущений. Проблема малых знаме-
нателей. Преобразование Биркгофа.
6.3. Параметрический резонанс в линейной системе Гамильтона.
Уравнение Матье.
6.4. Понятие адиабатического инварианта. Теорема Арнольда о
вечном сохранении адиабатического инварианта в периодической
по времени гамильтоновой системе с одной степенью свободы.

7. Интегральные инварианты
7.1. Понятие интегрального инварианта.
7.2. Универсальный интегральный инвариант Пуанкаре. Теоре-
ма, обратная теореме об универсальном интегральном инвариан-
те Пуанкаре. Теорема Ли Хуа-чжуна.
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7.3. Интегральный инвариант Пуанкаре–Картана (основной ин-
тегральный инвариант механики). Теорема, обратная теореме об
интегральном инварианте Пуанкаре–Картана.

8. Элементы теории детерминированного хаоса

8.1. Регулярные и хаотические аттракторы. Эргодичность и пе-
ремешиваемость. Экспоненциальное разбегание траекторий и по-
казатели Ляпунова.

8.2. Метод поверхностей сечения Пуанкаре.

8.3. Логистическое (квадратичное) отображение. Сценарий пере-
хода к хаосу через каскад бифуркаций удвоения периода.

8.4. Универсальности Фейгенбаума. Понятие о фрактальной раз-
мерности аттрактора.

9. Интегрируемые и неинтегрируемые системы
Гамильтона. Теория КАМ

9.1. Понятие интегрируемости гамильтоновых систем. Теорема
Лиувилля об интегрируемости. Представление движения на ин-
вариантных торах.

9.2. Невырожденность и изоэнергетическая невырожденность ин-
тегрируемых систем.

9.3. Формулировка основной теоремы КАМ-теории (теории Кол-
могорова–Арнольда–Мозера).

9.4. Механизм разрушения инвариантных торов.
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3. Маркеев А.П. Теоретическая механика: учебник для университетов. —
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мика», 2001.
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10. Магницкий Н.А., Сидоров С.В. Новые методы хаотической динамики.
— Москва : УРСС, 2004.

11. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике. — Москва :
УРСС, 2001.
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ЗАДАНИЯ

Задачи, отмеченные *, необходимо решить для получения тре-
тьего семестрового балла.

Первое задание
(срок сдачи с 8 по 13 марта 2021 г.)

Контрольная работа с 1 по 6 марта 2021 г.

1. Малые колебания консервативных систем
16.11, 16.33, 16.47, 16.64, 16.107*

2. Диссипативные системы и вынужденные колебания
17.8, 17.11 (а), 17.20*, 17.28*, 18.17, 18.31*, 18.37, 18.62*

Т1. В задаче 17.11 (а) определите расположение корней харак-
теристического уравнения в комплексной плоскости для различ-
ных ветвей границы области асимптотической устойчивости на
плоскости (α, β).

46



3. Элементы теории бифуркаций в нелинейных системах
Т2. Рассмотрите дифференциальное уравнение, зависящее от па-
раметра a:

ẋ = (x− a)(x2 − a).

Найдите все возможные фазовые портреты, которые можно по-
лучить для этого уравнения, а также интервалы изменения па-
раметра a, соответствующие каждому из портретов.
Т3. Движение находящегося под током провода, закрепленного
на упругих пружинах и подверженного действию магнитного по-
ля, описывается дифференциальным уравнением

ẍ+ k

(
x− b

a− x

)
= 0,

где a, b и k — положительные постоянные. Постройте фазовый
портрет в плоскости (x, ẋ). Рассмотрите все возможные случаи:
a2 > 4b, a2 = 4b и a2 < 4b.
Т4*. Постройте бифуркационную диаграмму стационарных то-
чек уравнения Бине для частицы в гравитационном поле чёрной
дыры, используя в качестве параметра константу интеграла пло-
щадей. Определите диапазон радиусов, при которых круговые
орбиты являются устойчивыми.

M87* (The Event Horizon Telescope 2019)

RISCO
*

Т5. Для системы

ẋ = −y + x(µ− x2 − y2)(µ− 2x2 − 2y2),

ẏ = x+ y(µ− x2 − y2)(µ− 2x2 − 2y2)
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рассмотрите различные типы фазовых портретов, которые полу-
чаются, когда параметр µ изменяется от −∞ до +∞.

Т6*. Покажите, что при µ = 0 система, описываемая уравнения-
ми

ẋ1 = −x2 + µx1 − x1x22,
ẋ2 = µx2 + x1 − x32,

испытывает бифуркацию Хопфа (возникает устойчивый предель-
ный цикл, окружающий начало координат).

4. Метод усреднения и метод нормальных форм в теории
нелинейных колебаний
Т7*. Используя метод разделения на два масштаба времени, по-
кажите, что в уравнении Матьё

ẍ+ (a+ ε cos t)x = 0,

где 0 < ε � 1, имеет место параметрический резонанс: решение
неограниченно растет во времени при

1− ε2/12 +O(ε4) 6 a 6 1 + 5ε2/12 +O(ε4).

Указание: в качестве “быстрого” и “медленного” времени возьми-
те τ = t, T = ε2t; сделайте замену a = 1+cε2, где c порядка O(1).

Т8. Систему уравнений

ẋ1 = λ1x1 + c20x
2
1 + c11x1x2 + c02x

2
2,

ẋ2 = λ2x2 + d20x
2
1 + d11x1x2 + d02x

2
2

приведите к нормальной форме с точностью до членов второй
степени. Величины λi, cij , dij – вещественные постоянные, при-
чём λ2 = 2λ1.

Т9. При помощи метода нормальных форм найдите приближен-
ную зависимость частоты ω нелинейных колебаний маятника,
описываемых уравнением ẍ+ sinx = 0, от амплитуды a.

T10*. Приведите к нормальной форме уравнение Бине для све-
тового луча в метрике Шварцшильда. Укажите нормализующую
замену с точностью до членов третьего порядка.
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Второе задание
(срок сдачи с 10 по 15 мая 2021 г.)

Контрольная работа с 3 по 8 мая 2021 г.

5. Функция Гамильтона и канонические уравнения.
Уравнения Рауса
19.9, 19.15, 19.32, 19.69*, 19.70*, 19.72*

6. Первые интегралы. Скобки Пуассона. Теорема Э. Нётер
20.10, 20.16, 20.30, 20.57, 20.35, 20.37*

Т11.* Заряженная частица массы m движется в плоскости Oxy в
силовом поле диполя. Потенциальная энергия частицы задается
формулой

Π =
kx

(x2 + y2)3/2
,

где k — постоянная величина. Делается преобразование подобия

x = αx∗, y = αy∗, t = βt∗.

Подберите постоянные коэффициенты α, β так, чтобы это пре-
образование не изменяло функцию Лагранжа. При помощи тео-
ремы Нётер укажите соответствующий интеграл уравнений дви-
жения частицы.

7. Интегральные инварианты
22.1, 22.8, 22.18, 22.23, 22.24*

8. Канонические преобразования и теория возмущений
23.7, 23.22, 23.41, 23.97, 23.106

Т12. Движение математического маятника при больших значе-
ниях постоянной интеграла энергии мало отличается от равно-
мерного вращения и в безразмерных переменных может быть
описано системой канонических дифференциальных уравнений
с функцией Гамильтона:

H =
1

2
p2 − ε cos q, 0 < ε� 1.

В системе делается унивалентное каноническое преобразование
q, p→ Q,P , задаваемое производящей функцией S1(q, P ) вида

S1 = qP + εS
(1)
1 (q, P ).
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а) Подберите функцию S
(1)
1 так, чтобы в новой функции Гамиль-

тона были уничтожены члены первой степени относительно ε.

б) Пренебрегая членами выше первой степени относительно ε,
выпишите решение полученной таким путем новой системы диф-
ференциальных уравнений движения.

в) С точностью до членов порядка ε включительно найдите яв-
ную зависимость старых переменных q, p от новых переменных
Q,P .

Т13*. Функция Гамильтона системы с одной степенью свободы
имеет вид

H =
1

2
(a4q2 + p2) + b2q4,

где a и b — отличные от нуля числа. При помощи преобразования
Биркгофа найдите нормальную форму этой функции в окрест-
ности положения равновесия q = 0, p = 0 с точностью до членов
четвертой степени включительно. Найдите также приближенную
зависимость периода колебаний системы от значения постоянной
h интеграла H(q, p) = h.

9. Уравнение Гамильтона–Якоби
24.1, 24.15, 24.32, 24.88*

Т14*. Найдите в квадратурах замену переменных

Q = Q(q, p), P = P (q, p),

которая переводит систему

H1 =
p2

2
− cos q

в систему

H2 =
P 2

2
+
Q2

2
.

10. Адиабатические инварианты
Т15. Математический маятник находится на гладкой плоскости,
образующей угол α с горизонтом. Как изменяется амплитуда a
малых колебаний маятника при медленном изменении угла α?

Т16. Упругий шарик подпрыгивает в поле тяжести над плитой,
расположенной горизонтально на высоте H от земли. Как меня-
ется высота h подскока шарика над плитой в случаях, если:

1) H медленно изменяется во времени,
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2) H = const, но ускорение свободного падения g медленно изме-
няется?

Т17. Свободная материальная точка массы m движется в пря-
моугольной области с размерами a× b, ограниченной абсолютно
упругими стенками. Начальная скорость точки равна v0 и со-
ставляет угол α с вертикалью. Найдите усреднённую за время
большого числа соударений силу, с которой точка действует на
правую стенку.

Горизонтальный размер области a начинает медленно изменять-
ся со временем: a = a(εt). Найдите выражение для адиабатиче-
ского инварианта системы и сравните его с уравнением адиабаты
для идеального газа.

b

a

v0

α

Т18*. Материальная точка скользит без трения по горизонталь-
ной поверхности круглого стола. Края стола ограничены борти-
ками, с которыми точка соударяется абсолютно упруго. Радиус
стола медленно уменьшается со временем, при этом центр стола
остаётся неподвижным.

1) Во сколько раз изменится интервал времени ∆t между по-
следовательными ударами точки о бортики к тому моменту, как
кинетическая энергия точки E возрастёт в два раза?

2) Во сколько раз изменится абсолютная величина импульса ча-
стицы p к тому моменту, как радиус стола уменьшится в два
раза?

11. Элементы теории детерминированного хаоса и
КАМ-теории
T19. Для гамильтоновой системы H0 = 7I1 − I2 проверьте вы-
полнение условий невырожденности и изоэнергетической невы-
рожденности. Найдите решение уравнений движения x(t), y(t) в
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переменных x =
√

2I1 cosϕ1, y =
√

2I1 sinϕ1 при наложении воз-
мущения εH1:
1) H1 =

√
2I1 cosϕ1 cos 6ϕ2,

2) H1 =
√

2I1 cosϕ1 cos 7ϕ2.
Т20. Для каждой из гамильтоновых системH0 оцените меру мно-
жества траекторий устойчивых к возмущениям εH1 (0 < ε� 1).
1) H0 = 42I21 + I1I2 + 42I22 , H1 = 2I1 sin(3ϕ1 − 18ϕ2),

2) H0 = 42I21 + I1I2 − I22 , H1 = 3I2 cos(2ϕ1 + 14ϕ2),

3) H0 = 36I21 + 12I1I2 + I22 ,

H1 =
(
42I21 + 13I1I2 + I22

)
cos3(ϕ1 − 6ϕ2),

4) H0 = 49I21 − 14I1I2 + I22 + 6I1 + I2, H1 = 4I2 sin3(3ϕ1 + 21ϕ2),

Постройте графики линий уровня гамильтониана H0 (I1, I2) и от-
ложите на них линии ω1 : ω2 = const.
*Для каждого случая, в котором имеется неустойчивость, най-
дите хотя бы одну траекторию, уходящую бесконечно далеко от
исходной точки (I1(0), I2(0)) при t→∞.
Т21. Для отображения Мандельброта

zn+1 = z2n + c, z, c ∈ C

найдите стационарные точки и исследуйте их на устойчивость
при значениях параметра c = 0 и c = 1

4 .
Т22. Вычислите размерность Хаусдорфа для ломаной линии, по-
лучающейся в результате итеративного процесса, изображенного
на рисунке, при n→∞. На каждом шаге середина каждого сег-
мента ломаной заменяется двумя отрезками, расположенными
под углом θ друг к другу так, чтобы в результате все сегмен-
ты получающейся ломаной имели одинаковую длину. Отдельно
рассмотрите случаи θ = π, θ = π

3 и θ = 0.
*Найдите также размерность Хаусдорфа для области, ограни-
ченной получаемой ломаной и отрезком, соединяющим её сво-
бодные концы.
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Номера задач взяты из сборника Пятницкий Е.С., Трухан Н.М., 
Ханукаев Ю.И., Яковенко Г.Н. Сборник задач по аналитической 
механике. — 2-е изд. — Москва : Наука, 1996; 3-е изд. — Москва : 
Физматлит, 2002.

n=0 n=1

...

n=2

θ

θ
θ
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