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ОПТИКА 

 

1. Геометрическая оптика. Принцип Ферма, законы преломления и 

отражения. Полное внутреннее отражение. Оптические инструменты: теле-

скоп, микроскоп. Понятие о геометрических аберрациях. Элементы фото-

метрии: яркость источника, освещённость изображения. 

Современные применения геометрической оптики в пределе корот-

ких длин волн: рентгеновская микроскопия, проекционная рентгеновская 

литография, рентгеновская астрономия, микроанализ с пространственным 

разрешением. 

2. Волновая оптика. Волновое уравнение, монохроматические 

волны, комплексная амплитуда, уравнение Гельмгольца, плоские и сфери-

ческие волны, показатель преломления, фазовая скорость распространения. 

Поляризация света: линейная, круговая и эллиптическая. Естественный 

свет. Степень поляризации. Формулы Френеля, угол Брюстера.  

Нерелятивистский эффект Доплера, поиск экзопланет. 

3. Дисперсия показателя преломления, классическая теория диспер-

сии, нормальная и аномальная дисперсии. Комплексная диэлектрическая 

проницаемость и комплексный показатель преломления, связь мнимой ча-

сти с поглощением света средой. Затухающие волны, закон Бугера. Пока-

затель преломления плазмы. Радиоволны в ионосфере и дальняя радио-

связь. Групповая скорость. Распространение волнового пакета в неодно-

родной среде. Различные диапазоны длин волн, их особенности. Метамате-

риалы. 

4. Принцип суперпозиции и интерференция монохроматических 

волн. Видность полос, ширина полосы. Просветление оптики. Статистиче-

ская природа излучения квазимонохроматической волны. Временная коге-

рентность, функция временной когерентности, связь со спектральной ин-

тенсивностью (теорема Винера–Хинчина) и с видностью. Ограничение на 

допустимую разность хода в двухлучевых интерференционных схемах, со-

отношение неопределенностей. 

5. Интерференция при использовании протяженных источников. 

Пространственная когерентность, радиус когерентности, функция про-

странственной когерентности, связь с распределением интенсивности из-

лучения по источнику (теорема Ван Циттерта–Цернике). Ограничения на 

допустимые размеры источника и апертуру интерференции в двухлучевых 

схемах. Лазеры как источники излучения с высокой временной и простран-

ственной когерентностью. 

6. Дифракция волн. Принцип Гюйгенса–Френеля. Дифракция на тон-

ком экране. Граничные условия Кирхгофа. Волновой параметр. Дифракция 

Френеля. Задачи с осевой симметрией, зоны Френеля, спираль Френеля. 

4



Зонные пластинки, линза. Использование зонных пластинок для фокуси-

ровки рентгеновского излучения. Дифракция на дополнительном экране, 

пятно Пуассона. Дифракция на системе дополнительных экранов, теорема 

Бабинэ. Дифракция на краю, спираль Корню. 

7. Дифракция Фраунгофера. Световое поле в зоне Фраунгофера как 

преобразование Фурье граничного поля. Дифракция Фраунгофера на щели, 

дифракционная расходимость. Дифракционный предел разрешения теле-

скопа и микроскопа. Поле в фокальной плоскости линзы, поперечные и 

продольные размеры фокального пятна. 

8. Спектральные приборы: призма, дифракционная решётка, интер-

ферометр Фабри–Перо. Характеристики спектральных приборов: разреша-

ющая способность, область дисперсии, угловая дисперсия.  

Интерференция в тонких пленках и многослойных структурах, зер-

кала с высоким коэффициентом отражения. Искусственные многослойные 

структуры для отражения мягкого рентгеновского излучения. Радиотехни-

ческие аналоги дифракционных решеток. 

9. Принципы фурье-оптики. Метод Рэлея решения задачи дифрак-

ции: волновое поле как суперпозиция плоских волн разных направлений 

(пространственное фурье-разложение), соотношение неопределённостей. 

Дифракция Френеля на периодических структурах (эффект саморепродук-

ции). Теория Аббе формирования оптического изображения, принцип 

двойной дифракции. Апертура, полоса пропускания пространственных ча-

стот оптической системы, связь с разрешающей способностью. Разрешаю-

щая способность при когерентном и некогерентном освещении. 

10. Принципы голографии. Голограмма Габора. Голограмма с 

наклонным опорным пучком. Разрешающая способность голограммы. 

Условие Брэгга–Вульфа. Объёмная голограмма, объёмная решётка в реги-

стрирующей среде.  

Представление о голографической микроскопии биообъектов и голо-

графической интерферометрии. 

11. Кристаллооптика. Дихроизм, поляроиды, закон Малюса. Двойное 

лучепреломление в одноосных кристаллах, разложение волны на обыкно-

венную и необыкновенную. Взаимная ориентация векторов k, E, D, B, 

направление вектора Пойнтинга, боковой снос световых пучков в кристал-

лах. Интерференционные явления в кристаллических пластинках. Понятие 

об искусственной анизотропии. Эффекты Фарадея, Керра и Поккельса и их 

применение. 

12. Рассеяние света. Эффективное сечение рассеяния, диаграмма 

направленности, их зависимость от длины волны и от размера рассеиваю-

щих частиц, Рэлеевское рассеяние (рассеяние на флуктуациях плотности). 

Поляризация рассеянного света.  
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13. Нелинейные оптические явления. Нелинейная поляризация 

среды. Оценки интенсивности световой волны, при которых наблюдаются 

нелинейные эффекты. Наведенное двулучепреломление. Генерация второй 

гармоники, фазовый синхронизм. Оптическое выпрямление. Симметрия 

среды и генерация второй гармоники. Самофокусировка, критическая мощ-

ность самофокусировки, мелкомасштабная самофокусировка. 

Понятие о комбинационном рассеянии света и вынужденном рассе-

янии Мандельштама–Бриллюэна. 

14. Распространение электромагнитных волн в световодах. Гради-

ентные световоды и световоды с резким изменением показателя преломле-

ния. Допустимая угловая апертура. Типы волн. Одномодовые и многомо-

довые световоды. Рэлеевское рассеяние как причина затухания световой 

волны в световодах. Применение для высокоскоростной связи. Область ну-

левой дисперсии. Ультракороткие импульсы. 
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ЗАДАНИЕ ПО ФИЗИКЕ 
для студентов 2-го курса  

на весенний семестр 2020/2021 учебного года 

Дата 
№ 

сем 

Тема семинарских  

занятий 

Задачи 

0 I II 

01.02–

06.02 
1 

Принцип Ферма. Геомет-

рическая оптика и эле-

менты фотометрии. Опти-

ческие инструменты. 

1.4 
01 
02 

1.29 

1.22 

1.9 

1.56 

1.15 

Т1 

Т2 

1.57 

08.02–

13.02 
2 

Законы отражения, фор-

мулы Френеля. Поляриза-

ция. Поток энергии и дав-

ление света. 

01 

11.7 

2.3 

2.5+2.23 

2.26 

2.29 

2.42 

2.1 

2.20 

2.27 

2.45 

15.02–

22.02 
3 

Дисперсия. Фазовая и 

групповая скорости. 

10.2 

10.5(2,3,5) 

01 

10.8 

10.43 

10.75 

10.77 

10.21 

10.24 

10.35 

Т3 

01.03–

06.03 
4 

Интерференция моно-

хроматических волн. 

3.3 
01 
02 

3.5 

3.10  

3.18 

Т4 

3.16 

3.11 

3.20  

3.35 

08.03–

13.03 
5 

Немонохроматический 

свет, временная коге-

рентность. Простран-

ственная когерентность 

01 

4.2 

5.3 
02 

4.10 

4.11 

5.14 

5.20 

4.9 

5.13 

5.23 

5.30 

15.03–

20.03 
6 

Дифракция Френеля. 

Зонные пластинки. 

01 
02 

6.1 

6.15 

6.20 

6.59 

6.43 

6.16 

6.31 

6.50 

6.64 

22.03–

27.03 
7 

Дифракция Фраунго-

фера. Разрешающая спо-

собность оптических ин-

струментов. 

7.5 
01 
02 

7.16 

7.48 

7.54 

7.83 

7.10 

7.53 

7.59 

7.33 

29.03–

04.04 
8 Спектральные приборы. 

8.2 
01 
02 

8.39 

8.19 

8.61 

8.78 

8.37 

8.47 

T5 

Т6 
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05.04–

10.04 
9 Контрольная работа (по группам) 

12.04–

17.04 
10 

Сдача 1-го задания 

19.04–

24.04 
11 

Дифракция на синусои-

дальных решётках. Эле-

менты фурье-оптики. 

01 
02 
03 

9.1 

9.15 

9.22 

9.26 

9.11 

9.17 

9.28 

9.79 

26.04–

01.05 
12 Голография. 

01 
02 
03 

9.32 

9.35 

9.45 

9.52 

9.33 

9.36 

9.40 

9.78 

27.04–

02.05 
13 

Поляризация света.  

Элементы кристаллооп-

тики. 

11.17 

11.1 

11.12 

11.9 

11.16 

11.54 

11.28 

11.13 

11.60 

11.80 

11.121 

03.05–

08.05 
14 

Рассеяние света.  

Элементы нелинейной 

оптики.  

01 
02 
03 

11.125 

11.89 

11.126 

T8 

11.88 

11.90 

11.128 

Т7 

10.05–

15.05 
15 Сдача 2-го задания. 

17.05– 

22.05 
16 Зачёт. 

Примечание 

Номера задач указаны по «Сборнику задач по общему курсу физики. Ч. 2. 

Электричество и магнетизм. Оптика / под ред. В. А. Овчинкина (4-е изд., 

испр. и доп.). – Москва : Физматкнига, 2017». Курсивом отмечены задачи, 

которые необходимо брать из нового издания. 

Все задачи обязательны для сдачи задания. В каждой теме семинара 

задачи разбиты на 3 группы: 

0   — задачи, которые студент должен решать в течение недели для под-

готовки к семинару; 

I   — задачи, рекомендованные для разбора на семинаре (преподаватель 

может разбирать на семинарах и другие равноценные задачи по 

своему выбору); 
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II — задачи для самостоятельного решения; их решения должны быть 

оформлены студентами в отдельных тетрадях и сданы преподава-

телю на проверку. 

 

Задачи группы 0 

 

Семинар 1 
01. На рис. показаны положение главной 

оптической оси тонкой линзы 𝐿𝐿′ и ход проходящего 

сквозь нее луча ABC. Найдите построением ход 

произвольного луча 𝐷𝐸 за линзой. 

02. Положительной линзой с фокусным расстоянием 𝐹 создается 

изображение объекта на экране. Какому условию должно удовлетворять 

расстояние от объекта до экрана, чтобы это было возможно? 

 

Семинар 2 
01. Выразить интенсивность плоской электромагнитной волны, распро-

страняющейся в немагнитной среде с показателем преломления 𝑛, через 

амплитуду вектора напряженности электрического поля волны 𝐸0. 

 

Семинар 3 
01. Концентрация электронов в нижних слоях ионосферы равна  

𝑁 ∼ 1,5 ⋅ 106 см−3. Какие электромагнитные волны будут испытывать от-

ражение при вертикальном радиозондировании ионосферы? 

Ответ: 𝜈 < 10 МГц (𝜆 > 30 м). 

 

Семинар 4 
01. На экран падают две плоские волны с равными ампли-

тудами 𝐴 под малыми углами 𝜑1,2 = ±0,01 рад. Длина волны 

𝜆 = 500 нм, нормаль к экрану и волновые векторы волн лежат 

в одной плоскости, см на экране. Определите ширину интер-

ференционных полос (см. рис.). 

Ответ: 25 мкм. 

02. На тонкую пленку с показателем преломления n падает пучок белого 

света под углом 𝜃 к нормали. При какой минимальной толщине 𝑏мин и в 

какой цвет будет окрашена пленка в отраженном свете? 

Семинар 5 
01. В двухлучевом интерференционном опыте используется источник 

𝜑2 

𝜑1 
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света с длиной волны 𝜆 = 500 нм и шириной спектра Δ𝜆 = 10 нм. Оцените 

максимально допустимую разность хода лучей Δmax и максимальное число 

интерференционных полос 𝑚max, которые можно наблюдать в этом опыте. 

Ответ: Δmax ∼ 25 мкм, 𝑚max ∼ 100. 

02. Найдите апертуру интерференции в опыте с бипризмой с преломля-

ющим углом 𝛼 и показателем преломления 𝑛, если источник и плоскость 

наблюдения расположены на одинаковых расстояниях от бипризмы. 

Семинар 6 
01. Щель ширины 𝑏 = 1 мм освещается параллельным пучком света с 

длиной волны 𝜆 = 500 нм. Оцените, на каком расстоянии 𝐿 от щели необ-

ходимо разместить экран, чтобы наблюдать на нём дифракцию Френеля. 

Ответ: 𝐿 ∼ 1 м. 

02. На ирисовую диафрагму с переменным радиусом отверстия, распо-

ложенную на расстоянии 𝐿 от экрана, падает свет с длиной волны . Диа-

фрагму постепенно открывают, начиная с 𝑅 ≈ 0. При каком радиусе 𝑅 ин-

тенсивность света в центре экрана впервые обратится в ноль? 

Семинар 7 
01. Через маленькое круглое отверстие проходит монохроматический 

параллельный пучок света и создает на удаленном экране дифракционную 

картину Фраунгофера. Во сколько раз изменится освещённость в центре 

экрана, если увеличить диаметр отверстия вдвое? 

Ответ: увеличится в 16 раз. 

02. Плоская световая волна дифрагирует на щели с шириной 𝑏 = 10𝜆, 

где 𝜆 — длина волны. Оценить отношение интенсивностей нулевого и 

первого дифракционных максимумов. 

Ответ: 𝐼1/𝐼0 ≈ 0,05. 
 

Семинар 8 
01. На дифракционную решетку, имеющую период 𝑑 = 10 мкм, нор-

мально падает свет от желтого дублета натрия (𝜆1 = 5890 Å, 𝜆2 = 5896  Å). 

Оцените угловое расстояние между максимумами 𝛿𝜑 во втором порядке 

(𝑚 = 2). 

Ответ: 𝛿𝜑 ≈ 1,2 ⋅ 10−4 рад. 

02. Дифракционная решётка с периодом 𝑑 имеет размер 𝐷 = 103𝑑 в 

направлении, перпендикулярном штрихам. Ширина прозрачных штрихов 

решётки равна половине периода. Определите максимальную разрешаю-

щую способность решётки в спектрах 1-го и 2-го порядков. 

Ответ: 𝑅1 = 103, 𝑅2 = 0. 
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Семинар 11 
01. Плоская волна с длиной волны 𝜆 распространяется в 

плоскости xz под углом 𝛼 к оси z. Запишите распределение 

комплексной амплитуды волны и интенсивности в плоско-

сти z = 0. Найти разность фаз между колебаниями в точках 

z = 0 и z = L, лежащих на оси z (см. рис.). 

02. Решётка освещается нормально падающей плоской монохроматиче-

ской волной с амплитудой 𝐴. Укажите пространственные частоты и ампли-

туды плоских волн за дифракционной решёткой, прозрачность которой  

𝜏(𝑥) = cos2(Ω𝑥). 
03. Оцените ширину пространственного спектра плоских волн 𝛥𝑘𝑥 при 

дифракции плоской монохроматической волны на щели шириной 𝑏. 

 

Семинар 12 
01. Точечный источник с длиной волны λ расположен в начале коорди-

нат. Пользуясь параболическим приближением, найти распределение ком-

плексной амплитуды и интенсивности в плоскости 𝑥 = 𝐿. 
02. Голограмму точечного источника, находящегося на расстоянии 𝐿 от 

фотопластинки, записали по схеме Габора на длине волны 𝜆. Где будут 

находиться мнимое и действительное изображения, если восстановление 

голограммы производить светом с длиной волны 2𝜆? 
03. Почему при получении голографических изображений объёмных 

объектов практический интерес представляют только мнимые изображе-

ния? Поясните ответ с помощью схематического рисунка. 

 

Семинар 14 
01. Пользуясь формулой Рэлея, оцените коэффициент пропускания 

света слоем воздуха толщиной 8 км в атмосфере вблизи поверхности 

Земли, для двух длин волн:  = 400 нм (фиолетовый свет) и 650 нм (красный 

свет). Показатель преломления воздуха принять равным 𝑛 − 1 = 2,9 ⋅ 10−4. 

Ответ: 𝑇400 ≈ 0,7, 𝑇700 ≈0,95. 
02. Лазерный пучок проходит сквозь слабопоглощающую жидкость 

(интенсивность пучка максимальна на его оси). Каков знак возникающей в 

жидкости линзы? 
03. Молекулы некоторой жидкости имеют разную поляризуемость по 

разным осям. Как будут ориентироваться молекулы в поле световой волны: 

максимальной поляризуемостью по направлению �⃗�  или перпендикулярно 

�⃗� ? Ответ обосновать. 

z 

x 

L 0 
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Текстовые задачи 

Т1. а) У некоторого близорукого человека дальняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑑 от глаза. 

Очки какой оптической силы 𝐷 ему следует носить, чтобы эта граница пе-

реместилась в бесконечность? Провести расчет для 𝐿𝑑  = 0,5 м.  

б) У некоторого дальнозоркого человека ближняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑏 от глаза. 

Очки какой оптической силы ему следует надеть, чтобы эта граница пере-

местилась в «положение наилучшего зрения» 𝐿0 = 25 см. Провести расчет 

для 𝐿𝑏 = 1 м. 

Ответ: а) 𝐷 =  −2 дптр,  б) 𝐷 =  +3 дптр. 

Т2. Найти тип идеальной формы поверхности плоско-выпуклой линзы 

для фокусировки параллельного пучка в точку (сфера. гипербола, парабола 

или др). Линза расположена плоской поверхностью к плоскому волновому 

фронту. 

Т3. (2019) Параллельный пучок излучения длительно-

стью 100 фс и средней длиной волны = 500 нм фоку-

сируется положительной линзой толщиной 𝐿 = 6 мм в 

центре и близкой к нулю на краях. Пучок заполняет всю 

линзу. Показатель преломления материала линзы 𝑛 = 1,7, 

групповая скорость в стекле 𝑣гр = 0,55𝑐. Оценить дли-

тельность импульса в фокусе линзы. 

Ответ: 𝜏 ≃ 2,4 пс. 

Т4. (2019) Падающая на бипризму Фре-

неля БФ плоская монохроматическая линейно по-

ляризованная волна создает на плоском экране Э 

интерференционную картину с шириной полосы 

Λ. Плоскость падения перпендикулярна плоско-

сти экрана. Поле 𝐸 волны колеблется парал-

лельно плоскости падения. Длина волны 𝜆. Опре-

делите видность 𝑉 интерференционной картины. 

Ответ: 𝑉 = 1 −
1

2
(

𝜆

Λ
)
2

 . 

T5. Спектральная линия 𝐻𝛼  атомарного водорода (𝜆 = 6563 Å) имеет 

тонкую структуру в виде двух «сублиний» в интервале длин волн 𝛿𝜆 ≈ 0,16 

Å. Какой должна быть минимальная база интерферометра Фабри–Перо 𝐿 с 

коэффициентом отражения зеркал по интенсивности 𝜌 = 0,9, чтобы с его 
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помощью можно было обнаружить тонкую структуру линии? Определите 

также для такого интерферометра: дисперсионную область Δ𝜆, 

направление на ближайший к центру максимум 𝜃1 и угловую дисперсию 

𝑑𝜃/𝑑𝜆 вблизи него. В центре картины – светлое пятно. 

Ответ: 𝐿 = 0,4 мм, Δ𝜆 = 5 Å, 𝜃1 = 2,3∘, 𝐷 = 4 ⋅ 10−3 Å−1. 

Т6. Современные фотоди-

оды обеспечивают огромный 

диапазон линейности, до 11 по-

рядков по интенсивности света, 

то есть в этом диапазоне фото-

ток линейно зависит от интен-

сивности света, падающего на 

фотодиод. Это позволяет изме-

рять очень малые интенсивно-

сти модулированных по ампли-

туде световых сигналов на фоне 

гораздо более мощной постоян-

ной засветки.  
Излучение хорошо стабилизированного непрерывного лазера с длиной 

волны 0,6 мкм пропускается через интерферометр Майкельсона, в котором 

одно из зеркал З1 может колебаться с малой амплитудой a. Зеркало З2 чуть-

чуть наклонено, так что в плоскости фотоприемника получаются достаточно 

широкие (больше размера фотоприемника) интерференционные полосы. 

Смещение зеркала З1 приводит к смещению интерференционных полос. 

Оцените минимальное значение amin амплитуды колебаний, которое можно 

измерить данной схемой, если измерительное устройство позволяет обнару-

жить периодические колебания фототока, составляющие величину 10-10 от 

величины тока в максимуме интерференционной картины. В каком месте ин-

терференционной картины (в максимуме, минимуме интенсивности или в 

другом месте) следует располагать фотодиод для получения максимальной 

чувствительности? 

Ответ: amin ≈ 10-16 см.    

Т7. Кристалл ниобата лития обладает сильной нелинейностью и до-

вольно часто используется для генерации второй гармоники. Показатели 

преломления для обыкновенной и необыкновенной волны этого кристалла 

сильно зависят от температуры. Для необыкновенной волны   
𝑑𝑛𝑒

𝑑𝑇
= 5,4 ∙

10−6 (℃)−1, а для обыкновенной  
𝑑𝑛𝑜

𝑑𝑇
= 37,9 ∙ 10−6 (℃)−1. Оцените, 

насколько надо изменить температуру кристалла, чтобы интенсивность ге-

нерации второй гармоники стала равной нулю. Считайте, что до изменения 

лазер 

З2 

З1 

Измер. 
схема 

фото-
диод 

Интерференци- 
онная картина 

а 
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температуры было достигнуто условие фазового синхронизма, длина 

волны накачки равна 𝜆 = 1 мкм, а длина кристалла 𝑙 = 1 см. 

Ответ: 𝛿𝑇 ≈ 1.54∘C. 

Т8. Найти пропускание атмосферой солнечного излучения во время 

восхода. Сделать расчет для красного ( = 700 нм) и фиолетового ( = 400 

нм) цветов. Атмосферу считать изотермической, потери, не связанные с рэ-

леевским рассеянием (пыль, облака, ….), не учитывать. Показатель прелом-

ления атмосферы вблизи поверхности Земли равен n0 = 1,0003. 

Ответ: для  = 400 нм Iкон/I0 = 5,310-6, для  = 700 нм Iкон/I0 = 0,27. 
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1. Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ëåììà Ðèìàíà. Òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ñòðåìëåíèå

ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà

Ôóðüå èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Äèðèõëå. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè. Äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå â òî÷êå. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

ðÿäîâ Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ðÿäîâ

Ôóðüå. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Äëÿ ïîòîêà Î.Â. Áå-

ñîâà: îöåíêà ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

ðÿäà Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

2. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Òåîðåìû

Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

3. Ìåòðè÷åñêèå è ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ñõîäèìîñòü â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïîëíûå

ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå (áàíàõîâû) ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîòà ïðîñòðàí-

ñòâà C[a, b]. Íåïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ñ

èíòåãðàëüíûìè íîðìàìè. Ñðàâíåíèå íîðì: ñðàâíåíèå ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè, ñõîäèìîñòåé â ñðåäíåì è â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Ïîëíûå ñè-

ñòåìû â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ïîòîêà

Â.Æ. Ñàêáàåâà: ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; ïîïîëíåíèå ëè-

íåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà; òåîðåìà î ïîïîëíåíèè.

4. Áåñêîíå÷íîìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðÿä Ôóðüå ïî îðòîíîìèðî-

âàííîé ñèñòåìå. Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íåðàâåí-

ñòâî Áåññåëÿ. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë ÿâëÿëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ôèêñèðîâàííûìè îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

Ñâÿçü ïîíÿòèé ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóå-

ìûõ ñ êâàäðàòîì. Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàâåíñòâî Ïàð-

ñåâàëÿ. Ïîëíîòà ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

6. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, èõ ñâîéñòâà. Íåñîá-

ñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà; ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè-

çíàêè Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå. Íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðîâàíèå è

èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåíåíèå

òåîðèè èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà. Èíòåãðàëû Ýéëåðà �

ãàììà è áåòà ôóíêöèè. Âûðàæåíèå áåòà-ôóíêöèè ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ.
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7. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè è ñâîéñòâà åãî îáðàçà:

íåïðåðûâíîñòü, ñòðåìëåíèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôîðìóëû îáðàùå-

íèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé è ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

8. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D è ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé D′. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðåãóëÿðíûå è

ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Äåëüòà-ôóíêöèÿ. Óìíîæåíèå îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ. Äèôôåðåíöèðîâà-

íèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåñîâ Î. Â. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014, 2015,

2016.

2. Èâàíîâ Ã. Å. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ×. 2 �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2011.

3. Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Äðîôà, 2003.

4. Ïåòðîâè÷ À. Þ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 3. Êðàòíûå èíòåãðàëû. Ãàð-

ìîíè÷åñêèé àíàëèç. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2018.

5. Òåð-Êðèêîðîâ À. Ì., Øàáóíèí Ì. È. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. �Ìîñêâà :

Ôèçìàòëèò, 2003.

6. ßêîâëåâ Ã. Í. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 2, 3. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò,

2004.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. Íèêîëüñêèé Ñ. Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò. 1, 2. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Ôèç-

ìàòëèò, 2000.

8. Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. � 8-å

èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2007.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Èíòåãðàëû. Ðÿäû: ó÷åáíîå ïîñî-

áèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ2)

2. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: ó÷åá-

íîå ïîñîáèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �

Ñ3)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Ñ.2. �22: 1(5); 11; 14; 30; 42; 45 Â êàæäîì ïðèìåðå ïîñòðîéòå ãðàôèê

ñóììû ðÿäà Ôóðüå è èññëåäóéòå ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü íà R.
Ñ.2. �22: 23*; 65; 67; 68; 72; 110; 111(4;3).

1. Ñõîäÿòñÿ ëè ðàâíîìåðíî ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = ex, x ∈ [0;π/2] ïî

ñèñòåìàì:

à) {sin(2k − 1)x}∞k=1; á) {sin 2kx}∞k=1;

â) {cos(2k − 1)x}∞k=1; ã) {cos 2kx}∞k=0?

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

2. Íå âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îïðåäåëèòü ïîðÿäîê èõ óáûâàíèÿ

à) x10; á) x5; â) (x2 − π2)10; ã) (π2 − x2) sin2 x.

Ñ.2. �22: 115; 121. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ âû÷èñëèòå ñóììû

ðÿäîâ:

∞∑
n=1

1

n4
;

∞∑
n=1

1

n6
.

Ñ.2. �16: 47*(2); 48(1; 3).

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], à {fn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [a, b], òî ìåæäó ðàçíûìè

âèäàìè ñõîäèìîñòè èìåþòñÿ ñâÿçè, óêàçàííûå â ñõåìå (ïðè ïåðå÷åðêíó-

òîé ñòðåëêå ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð):

{fn} −→ {fn} −→ {fn}
cõîäèòñÿ /←− cõîäèòñÿ ïî /←− cõîäèòñÿ ïî

ðàâíîìåðíî ê f íîðìå L2 ê f íîðìå L1 ê f

/↑ ↓ /↑ /↓ /↑ /↓
{fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê f

Ñ.3. �18: 97; 98*.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {xn}∞n=0 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâàõ

C[a, b], CL1[a, b], CL2[a, b].

Ñ.3. �19: 116; 126*.

5. Ïîëíà ëè ñèñòåìà ôóíêöèé
{
x, x3, ...x2k+1...

}
â ïðîñòðàíñòâå: à) C([1; 2]);

á) â ïðîñòðàíñòâå C([0; 1])?
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6. Ïîëíà ëè ñèñòåìà {cos(2k − 1)x}∞k=0 â ïðîñòðàíñòâå:

à) C[0;π/2]; á) C[0; 2]?
30 + 4∗

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �13: 2(5); 14(2); 17; 18*(2).

�15: 1(3).
II. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �14: 1(1) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (1;+∞).

1(2) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (0; 1)

Ñ.3. �14: 6(3, 4); 7(3, 5, 6); 8(2).

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà:

+∞∫
0

sin ax

x
dx,

+∞∫
0

cos ax

1 + x2
dx,

+∞∫
0

x sin ax

1 + x2
dx.

Ñ.3. �15: 1(4); 2(4); 3(2); 5(2); 6(1, 4, 5); 13(4); 15(4).

Ñ.3. �16: 7(4); 9(3); 12(9); 10*(3).

III. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñ.2. �12: 248; 254.

Ñ.3. �17: 1(3); 2(4); 5(2); 6(1); 7(4); 8(1,5); 14(1,3); 17*(1).

IV. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ñ.3. �21: 58*; 60.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â D′ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) lim
a→+0

a

a2 + x2
= πδ(x); á) lim

a→+0

1

x
sin

x

a
= πδ(x).

Ñ.3. �21: 71; 75*; 77*; 84.

3. Íàéäèòå â D′

lim
ξ→+0

xξ

(x2 + ξ2)2
.

4. Óïðîñòèòå â D′ âûðàæåíèÿ:

à) (esin x + x cosx)δ(x); á)
(

sin x
1+x2 − chx

)
δ′(x); â) ex

2

δ′′(x).

45 + 6∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.À. Ãðèöåíêî
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1. Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ëåììà Ðèìàíà. Òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ñòðåìëåíèå

ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà

Ôóðüå èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Äèðèõëå. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè. Äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå â òî÷êå. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

ðÿäîâ Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ðÿäîâ

Ôóðüå. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Äëÿ ïîòîêà Î.Â. Áå-

ñîâà: îöåíêà ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

ðÿäà Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

2. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Òåîðåìû

Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

3. Ìåòðè÷åñêèå è ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ñõîäèìîñòü â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïîëíûå

ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå (áàíàõîâû) ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîòà ïðîñòðàí-

ñòâà C[a, b]. Íåïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ñ

èíòåãðàëüíûìè íîðìàìè. Ñðàâíåíèå íîðì: ñðàâíåíèå ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè, ñõîäèìîñòåé â ñðåäíåì è â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Ïîëíûå ñè-

ñòåìû â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ïîòîêà

Â.Æ. Ñàêáàåâà: ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; ïîïîëíåíèå ëè-

íåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà; òåîðåìà î ïîïîëíåíèè.

4. Áåñêîíå÷íîìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðÿä Ôóðüå ïî îðòîíîìèðî-

âàííîé ñèñòåìå. Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íåðàâåí-

ñòâî Áåññåëÿ. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë ÿâëÿëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ôèêñèðîâàííûìè îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

Ñâÿçü ïîíÿòèé ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóå-

ìûõ ñ êâàäðàòîì. Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàâåíñòâî Ïàð-

ñåâàëÿ. Ïîëíîòà ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

6. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, èõ ñâîéñòâà. Íåñîá-

ñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà; ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè-

çíàêè Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå. Íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðîâàíèå è

èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåíåíèå

òåîðèè èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà. Èíòåãðàëû Ýéëåðà �

ãàììà è áåòà ôóíêöèè. Âûðàæåíèå áåòà-ôóíêöèè ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ.
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7. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè è ñâîéñòâà åãî îáðàçà:

íåïðåðûâíîñòü, ñòðåìëåíèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôîðìóëû îáðàùå-

íèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé è ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

8. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D è ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé D′. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðåãóëÿðíûå è

ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Äåëüòà-ôóíêöèÿ. Óìíîæåíèå îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ. Äèôôåðåíöèðîâà-

íèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåñîâ Î. Â. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014, 2015,

2016.

2. Èâàíîâ Ã. Å. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ×. 2 �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2011.

3. Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Äðîôà, 2003.

4. Ïåòðîâè÷ À. Þ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 3. Êðàòíûå èíòåãðàëû. Ãàð-

ìîíè÷åñêèé àíàëèç. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2018.

5. Òåð-Êðèêîðîâ À. Ì., Øàáóíèí Ì. È. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. �Ìîñêâà :

Ôèçìàòëèò, 2003.

6. ßêîâëåâ Ã. Í. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 2, 3. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò,

2004.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. Íèêîëüñêèé Ñ. Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò. 1, 2. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Ôèç-

ìàòëèò, 2000.

8. Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. � 8-å

èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2007.
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1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Èíòåãðàëû. Ðÿäû: ó÷åáíîå ïîñî-
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íîå ïîñîáèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �
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Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Ñ.2. �22: 1(5); 11; 14; 30; 42; 45 Â êàæäîì ïðèìåðå ïîñòðîéòå ãðàôèê

ñóììû ðÿäà Ôóðüå è èññëåäóéòå ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü íà R.
Ñ.2. �22: 23*; 65; 67; 68; 72; 110; 111(4;3).

1. Ñõîäÿòñÿ ëè ðàâíîìåðíî ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = ex, x ∈ [0;π/2] ïî

ñèñòåìàì:

à) {sin(2k − 1)x}∞k=1; á) {sin 2kx}∞k=1;

â) {cos(2k − 1)x}∞k=1; ã) {cos 2kx}∞k=0?

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

2. Íå âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îïðåäåëèòü ïîðÿäîê èõ óáûâàíèÿ

à) x10; á) x5; â) (x2 − π2)10; ã) (π2 − x2) sin2 x.

Ñ.2. �22: 115; 121. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ âû÷èñëèòå ñóììû

ðÿäîâ:

∞∑
n=1

1

n4
;

∞∑
n=1

1

n6
.

Ñ.2. �16: 47*(2); 48(1; 3).

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], à {fn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [a, b], òî ìåæäó ðàçíûìè

âèäàìè ñõîäèìîñòè èìåþòñÿ ñâÿçè, óêàçàííûå â ñõåìå (ïðè ïåðå÷åðêíó-

òîé ñòðåëêå ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð):

{fn} −→ {fn} −→ {fn}
cõîäèòñÿ /←− cõîäèòñÿ ïî /←− cõîäèòñÿ ïî

ðàâíîìåðíî ê f íîðìå L2 ê f íîðìå L1 ê f

/↑ ↓ /↑ /↓ /↑ /↓
{fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê f

Ñ.3. �18: 97; 98*.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {xn}∞n=0 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâàõ

C[a, b], CL1[a, b], CL2[a, b].

Ñ.3. �19: 116; 126*.

5. Ïîëíà ëè ñèñòåìà ôóíêöèé
{
x, x3, ...x2k+1...

}
â ïðîñòðàíñòâå: à) C([1; 2]);

á) â ïðîñòðàíñòâå C([0; 1])?
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6. Ïîëíà ëè ñèñòåìà {cos(2k − 1)x}∞k=0 â ïðîñòðàíñòâå:

à) C[0;π/2]; á) C[0; 2]?
30 + 4∗

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �13: 2(5); 14(2); 17; 18*(2).

�15: 1(3).
II. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �14: 1(1) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (1;+∞).

1(2) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (0; 1)

Ñ.3. �14: 6(3, 4); 7(3, 5, 6); 8(2).

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà:

+∞∫
0

sin ax

x
dx,

+∞∫
0

cos ax

1 + x2
dx,

+∞∫
0

x sin ax

1 + x2
dx.

Ñ.3. �15: 1(4); 2(4); 3(2); 5(2); 6(1, 4, 5); 13(4); 15(4).

Ñ.3. �16: 7(4); 9(3); 12(9); 10*(3).

III. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñ.2. �12: 248; 254.

Ñ.3. �17: 1(3); 2(4); 5(2); 6(1); 7(4); 8(1,5); 14(1,3); 17*(1).

IV. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ñ.3. �21: 58*; 60.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â D′ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) lim
a→+0

a

a2 + x2
= πδ(x); á) lim

a→+0

1

x
sin

x

a
= πδ(x).

Ñ.3. �21: 71; 75*; 77*; 84.

3. Íàéäèòå â D′

lim
ξ→+0

xξ

(x2 + ξ2)2
.

4. Óïðîñòèòå â D′ âûðàæåíèÿ:

à) (esin x + x cosx)δ(x); á)
(

sin x
1+x2 − chx

)
δ′(x); â) ex

2

δ′′(x).

45 + 6∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.À. Ãðèöåíêî
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èëè Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì. Óðàâíå-

íèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäà-

íîâîé ôîðìå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

3. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöà-

ìè, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé, è çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à

Ëàãðàíæà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ
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è íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Óñòîé-

÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâòî-

íîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû è ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

íîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-

ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü Âðîí-

ñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ èëè ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà Øòóðìà è

ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �Èæåâñê : Ðåãóëÿð-

íàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêè, 2001.

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. �Ìîñêâà :

ÓðÑÑ, 2004, 2007; �Ìîñêâà : ÊîìÊíèãà, 2007, 2010, http://book�.org/book/791964.

3. ÑòåïàíîâÂ.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008.
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4. ÐîìàíêîÂ.Ê. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 2000�2011.

5. ÔåäîðþêÌ.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã :

Ëàíü, 2003.

6. Óìíîâ À.Å., Óìíîâ Å.À. Îñíîâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2016, http://www.umnov.ru.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. ÃåëüôàíäÈ.Ì., ÔîìèíÑ.Â. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1961,

http://techlibrary.ru/bookpage.htm.

8. ÏåòðîâñêèéÈ. Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �

ÓðÑÑ, 2003; �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2009.

9. ÒèõîíîâÀ.Í., ÂàñèëüåâàÀ.Á., ÑâåøíèêîâÀ. Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1985.

10. ÊóïöîâË.Ï., ÍèêîëàåâÂ.Ñ. Êóðñ ëåêöèé ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé: ó÷åáíîå ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2003.

11. ÈïàòîâàÂ.Ì., ÏûðêîâàÎ.À., ÑåäîâÂ.Í. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû

ðåøåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007, 2012.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ

/ïîä ðåä. ÐîìàíêîÂ.Ê.. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ)

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. �Ìîñêâà :

Èæåâñê : 2005; �Ìîñêâà : ÌÃÓ, 2011; �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008. (öèòèðóåòñÿ �Ô)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Çàäà÷à Êîøè

Ñ. �5: 26; 28à.

Ñ. �6: 36; 49.

Ô.: 1065; 1066; 1067*.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = |y|α íå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞; +∞).
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2. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå y′2 − (y + 1)y′ + y = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ

y = 1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿìîé y = 1

ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå îáùóþ êàñà-

òåëüíóþ. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′2 − (y + 1)y′ + y = 0, y(0) = 0, y(2) = e. Èçîáðàçèòü ãðàôèê ïîëó-

÷åííîãî ðåøåíèÿ.

II. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ô.: 649; 664; 667; 668*; 673; 678.

Ô. �22: 47*; 59.

Ñ. �9: 10; 31; 53; 64; 68(a).

3. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, ãäå ν = const

íà (0;∞), íå ìîæåò èìåòü äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îãðàíè-

÷åííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

III. Òåîðåìà Øòóðìà

Ô.: 723; 725*; 726.

Ñ. �10: 2; 3; 6.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′−2xy′+y = 0

íà èíòåðâàëå (−∞; +∞) èìååò íå áîëåå òðåõ íóëåé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν = const

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0,+∞);

á)* ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè |xn+1−xn| ëþáîãî óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè n→ +∞.

IV. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Âî âñåõ çàäà÷àõ äëÿ ôîêóñîâ è óçëîâ îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé-

÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè.

Ô.: 964; 972*; 973; 974; 975; 978*.

C. �13: 9; 15; 39; 44; 45.

35+7*
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì
Ñ. �14: 12.

Ô.: 1149.

1. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ èõ, èññëåäîâàòü ïîâåäå-

íèå òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

à) ẍ+ sinx = 0; á) ẍ− x+ x2 = 0.

Ñ. �16: 5; 26.

II. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Ñ. �17: 5; 16; 22; 79; 83.

2. Â îáëàñòè x > 0, y > 0, z > 0 íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
+

x3 − xy2

z

∂u

∂z
= 0

è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè u = z2 ïðè y2 − x2 = 1.

III. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Ñ. �19: 21; 45; 72; 105.

3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(
2yy′

x
− 7

y2

x2
− (y′)2 − 12

y

x

)
dx, y(1) = 3, y(2) = 1.

Ñ. �20.1: 9; 12.

4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(2y + yy′ + x(y′)) dx, y(1) = 1.

Ñ. �20.2: 5.

Ñ. �20.3: 2.

Ñ. �21: 1.

5*. Ñðåäè âñåõ êðèâûõ íà öèëèíäðå x2+y2 = 1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (1, 0, 0)

è (0, 1, 1) íàéòè êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû (ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ).

23+1*

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð, À.Ì. Òåð-Êðèêîðîâ
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èëè Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì. Óðàâíå-

íèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäà-

íîâîé ôîðìå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

3. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöà-

ìè, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé, è çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à

Ëàãðàíæà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ
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è íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Óñòîé-

÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâòî-

íîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû è ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

íîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-

ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü Âðîí-

ñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ èëè ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà Øòóðìà è

ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �Èæåâñê : Ðåãóëÿð-

íàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêè, 2001.

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. �Ìîñêâà :

ÓðÑÑ, 2004, 2007; �Ìîñêâà : ÊîìÊíèãà, 2007, 2010, http://book�.org/book/791964.

3. ÑòåïàíîâÂ.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008.
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4. ÐîìàíêîÂ.Ê. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 2000�2011.

5. ÔåäîðþêÌ.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã :

Ëàíü, 2003.

6. Óìíîâ À.Å., Óìíîâ Å.À. Îñíîâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2016, http://www.umnov.ru.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. ÃåëüôàíäÈ.Ì., ÔîìèíÑ.Â. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1961,

http://techlibrary.ru/bookpage.htm.

8. ÏåòðîâñêèéÈ. Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �

ÓðÑÑ, 2003; �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2009.

9. ÒèõîíîâÀ.Í., ÂàñèëüåâàÀ.Á., ÑâåøíèêîâÀ. Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1985.

10. ÊóïöîâË.Ï., ÍèêîëàåâÂ.Ñ. Êóðñ ëåêöèé ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé: ó÷åáíîå ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2003.

11. ÈïàòîâàÂ.Ì., ÏûðêîâàÎ.À., ÑåäîâÂ.Í. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû

ðåøåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007, 2012.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ

/ïîä ðåä. ÐîìàíêîÂ.Ê.. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ)

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. �Ìîñêâà :

Èæåâñê : 2005; �Ìîñêâà : ÌÃÓ, 2011; �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008. (öèòèðóåòñÿ �Ô)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Çàäà÷à Êîøè

Ñ. �5: 26; 28à.

Ñ. �6: 36; 49.

Ô.: 1065; 1066; 1067*.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = |y|α íå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞; +∞).
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2. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå y′2 − (y + 1)y′ + y = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ

y = 1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿìîé y = 1

ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå îáùóþ êàñà-

òåëüíóþ. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′2 − (y + 1)y′ + y = 0, y(0) = 0, y(2) = e. Èçîáðàçèòü ãðàôèê ïîëó-

÷åííîãî ðåøåíèÿ.

II. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ô.: 649; 664; 667; 668*; 673; 678.

Ô. �22: 47*; 59.

Ñ. �9: 10; 31; 53; 64; 68(a).

3. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, ãäå ν = const

íà (0;∞), íå ìîæåò èìåòü äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îãðàíè-

÷åííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

III. Òåîðåìà Øòóðìà

Ô.: 723; 725*; 726.

Ñ. �10: 2; 3; 6.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′−2xy′+y = 0

íà èíòåðâàëå (−∞; +∞) èìååò íå áîëåå òðåõ íóëåé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν = const

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0,+∞);

á)* ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè |xn+1−xn| ëþáîãî óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè n→ +∞.

IV. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Âî âñåõ çàäà÷àõ äëÿ ôîêóñîâ è óçëîâ îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé-

÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè.

Ô.: 964; 972*; 973; 974; 975; 978*.

C. �13: 9; 15; 39; 44; 45.

35+7*
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì
Ñ. �14: 12.

Ô.: 1149.

1. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ èõ, èññëåäîâàòü ïîâåäå-

íèå òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

à) ẍ+ sinx = 0; á) ẍ− x+ x2 = 0.

Ñ. �16: 5; 26.

II. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Ñ. �17: 5; 16; 22; 79; 83.

2. Â îáëàñòè x > 0, y > 0, z > 0 íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
+

x3 − xy2

z

∂u

∂z
= 0

è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè u = z2 ïðè y2 − x2 = 1.

III. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Ñ. �19: 21; 45; 72; 105.

3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(
2yy′

x
− 7

y2

x2
− (y′)2 − 12

y

x

)
dx, y(1) = 3, y(2) = 1.

Ñ. �20.1: 9; 12.

4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(2y + yy′ + x(y′)) dx, y(1) = 1.

Ñ. �20.2: 5.

Ñ. �20.3: 2.

Ñ. �21: 1.

5*. Ñðåäè âñåõ êðèâûõ íà öèëèíäðå x2+y2 = 1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (1, 0, 0)

è (0, 1, 1) íàéòè êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû (ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ).

23+1*

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð, À.Ì. Òåð-Êðèêîðîâ
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1. Ðàâíîâåñèå, óñòîé÷èâîñòü, äâèæåíèå âáëèçè óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû ñ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè (ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé)
è äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû. Óñëîâèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ãîëîíîìíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ
ñèë).

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è òðàåêòîðèè.
Îáùèå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì. Óñòîé÷èâîñòü
ñèñòåì ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé. Êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà (áåç äî-
êàçàòåëüñòâà). Ïåðâûé ìåòîä Ëÿïóíîâà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè. Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî
ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ.

Òåîðåìû ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì: òåî-
ðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè, íåóñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè, òåîðåìà ×åòàåâà î íåóñòîé÷èâîñòè, òåîðåìà
Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî îá óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ êîíñåð-
âàòèâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè êîíñåð-
âàòèâíûõ ñèñòåì ïî êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
Âëèÿíèå ãèðîñêîïè÷åñêèõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë íà óñòîé÷èâîñòü
ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòðîãî
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.

Ïîíÿòèå î áèôóðêàöèè. Ñëó÷àè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì
ñ ïîòåíöèàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà. Äâà ñöåíàðèÿ ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè: äèâåðãåíöèÿ è ôëàòòåð.

Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì âáëèçè óñòîé÷èâîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèå ÷àñòîò. Ãëàâíûå (íîðìàëüíûå)
êîîðäèíàòû. Îáùåå ðåøåíèå. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé. Ñëó÷àé
íóëåâîãî êîðíÿ â óðàâíåíèè ÷àñòîò.

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ïîä
äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêèõ ñèë. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè. ßâ-
ëåíèÿ ðåçîíàíñà è àíòèðåçîíàíñà (äèíàìè÷åñêîå ãàøåíèå êîëå-
áàíèé). Ðåàêöèÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íà íåãàðìîíè-
÷åñêîå âîçäåéñòâèå.
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2. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû,
èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà. Ïåðåìåííûå Ãàìèëüòîíà. Ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà. Âûâîä êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû.

Ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ñêîáêè Ïóàññîíà. Òåî-
ðåìà ßêîáè�Ïóàññîíà. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèé Ãàìèëüòî-
íà â ñëó÷àå öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò è äëÿ îáîáùåííî êîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì. Óðàâíåíèÿ Óèòòåêåðà.

Äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó â
çàäà÷å ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàìèëü-
òîíà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ëàãðàíæèàíà ïðè çàìåíå êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï Ëè: ÿäðî, îïåðàòîð è èíâàðèàíò
ãðóïïû. Òåîðåìà Í¼òåð.

Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû Ïóàíêàðå�Êàðòàíà è Ïóàíêàðå. Îá-
ðàòíûå òåîðåìû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Òåîðåìà Ëè-
óâèëëÿ îá èíâàðèàíòíîñòè ôàçîâîãî îáúåìà ñèñòåìû ñ íóëåâîé
äèâåðãåíöèåé. Ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû. Òåîðåìà Ëè Õóà÷æóíà îá èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòàõ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�
ßêîáè

Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êðèòåðèé êàíîíè÷-
íîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Âèäû ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé: (q, p), (q, q̃), (q, p̃) è (p, p̃)-îïèñàíèÿ. Ïðàâèëà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ôà-
çîâûå ïîòîêè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ñåìåéñòâà êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è åãî èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷å èíòåãðèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ñëó÷àè ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ëèòåðàòóðà

1. Ãàíòìàõåð Ô.Ð. Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå. � 3-å èçä.
� Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2001.
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2. Æóðàâë¼â Â.Ô. Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. � 2-å èçä. �
Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2001; 3-å èçä. � Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2008.

3. Ìàðêååâ À.Ï. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà: ó÷åáíèê äëÿ óíèâåðñèòå-
òîâ. � Èçä. 3-å, èñïð. � Ìîñêâà : Èçä-âî ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè-
÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 2001.

4. Àìåëüêèí Í.È. Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà: ó÷åá. ïîñîáèå. � 2-å
èçä. � Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2010.

5. Àìåëüêèí Í.È. Ëàãðàíæåâà è ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà: ó÷åá. ïî-
ñîáèå. � Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2014.

6. ßêîâåíêî Ã.Í.Êðàòêèé êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. �Ìîñêâà :
ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2006.

7. ßêîâåíêî Ã.Í.Êðàòêèé êóðñ àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè. �Ìîñêâà :
ÁÈÍÎÌ, 2004.

8. Òðóõàí Í.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷:
ó÷åá. ïîñîáèå. � Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2010.

ÇÀÄÀÍÈß

Ïåðâîå çàäàíèå
(ñðîê ñäà÷è ñ 22 ïî 27 ìàðòà 2021 ã.)

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñ 15 ïî 20 ìàðòà 2021 ã.

1. Ðàâíîâåñèå. Ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

14.10, 14.23, 14.36, 14.42

2. Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæå-

íèÿ

17.25
Ò1. Èñïîëüçóÿ ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ïîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ẋ = −f1(x)− f2(y), ẏ = f3(x)− f4(y),

ãäå fi(z) � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
sgn(fi(z)) = sgn(z).
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Óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x, y) =
x∫
0

f3(z) dz +
y∫
0

f2(z) dz.

Ò2. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ = 2y3 − x5, ẏ = −x− y3 + y5.

Ò3. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ = xy − x3 + y3, ẏ = x2 − y3.

Ò4. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó (α, β > 0)

ẋ = −(x− βy)(1− ax2 − by2), ẏ = −(y + αx)(1− ax2 − by2).

3. Óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì
15.15, 15.18, 15.21, 15.23

4. Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì

16.1, 16.11, 16.33, 16.47, 16.64, 16.107

5. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì
17.2, 17.8, 17.11 (à), 17.20, 17.28

6. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
18.3, 18.17, 18.31, 18.37, 18.62

Óêàçàíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 18.39 èñïîëüçóéòå íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû. Îòäåëüíî ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ω4 − 3k2ω2 + k4 = 0.

Âòîðîå çàäàíèå

(ñðîê ñäà÷è ñ 10 ïî 15 ìàÿ 2021 ã.)

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñ 3 ïî 8 ìàÿ 2021 ã.

7. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

19.1, 19.9, 19.15, 19.19, 19.35, 19.77

8. Ïåðâûå èíòåãðàëû. Ñêîáêè Ïóàññîíà

20.1, 20.15, 20.16, 20.30

9. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà

21.2, 21.4, 21.12, 21.14, 21.33
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10. Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû
22.5, 22.15, 22.24, 22.32

11. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
23.1, 23.2, 23.48, 23.116

12. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
24.1, 24.22, 24.60, 24.63, 24.109
Ò5. Íà ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ íåïîäâèæ-
íûõ ãðàâèòàöèîííûõ öåíòðà, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ìàññèâíóþ
òî÷êó M , êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïëîñêîñòè. Ñîñòàâüòå è ðåøèòå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè
äëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè:
ξ = r1 + r2, η = r1 − r2, ri � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî i-ãî
ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Íîìåðà çàäà÷ âçÿòû èç ñáîðíèêà Ïÿòíèöêèé Å.Ñ., Òðóõàí Í.Ì.,
Õàíóêàåâ Þ.È., ßêîâåíêî Ã.Í. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé
ìåõàíèêå. � 2-å èçä. � Ìîñêâà : Íàóêà, 1996; 3-å èçä. � Ìîñêâà :
Ôèçìàòëèò, 2002.
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1. Процесс написания программ. Оформление текстов, требования к 

текстам и комментариям. Сопровождение программ. Документация на 

ПО, SDP (softwaredevelopmentplan – план разработки ПО). 

2. Базовые основы элементарной техники программирования. Техниче-

ские основы программной реализации формальных структур данных, ите-

раторы. Списки, очереди, стеки, наборы, упорядоченные наборы, масси-

вы, деревья, хранение графов, hash-таблицы; примеры использования 

структур данных, как выбрать структуру, соответствующую задаче. При-

менение hash-таблиц. 

3. Безопасность ПО. Написание программ без «дырок». Техника коди-

рования защищенных программ и типичные ошибки. Переполнение буфе-

ра, определение уровня доступа, работа с минимально возможными при-

вилегиями, криптография и ее корректное применение, предохранение 

секретных данных, работа с входными данными, проблемы разных путей 

доступа к одним и тем же данным, запросов к базам данных и веб-

страницам, а также проблемы поддержки интернационального ПО. Моде-

лирование угроз. Классификация опасностей STRIDE – Spoofing (подмена 

данных), Tampering (подделка и изменение содержания данных), Repudia-

tion (незаконный отказ от проведенной операции), Informationdisclosure 

(разглашение информации), Denialofservice (отказ в обслуживании), Eleva-

tionofprivilege (незаконное поднятие привилегий). Методика оценки риска 

DREAD –Damagepotential (что может быть сломано), Reproducibility (по-

вторяемость), Exploitability (пригодность угрозы для использования), Af-

fectedusers (на каких пользователей повлияет), Discoverability (возможно 

ли детектировать факт использования). 

4. Эволюция современного аппаратного обеспечения и ее влияние на 

программное обеспечение. Гипертредовые (многопоточные) и многоядер-

ные процессоры, универсальные графические (GPU) процессоры и новые 

возможности по их использованию. 

5. Параллельное программирование. Параллельные программы – от ра-

боты с разделяемой памятью, использования массивно-параллельных 

компьютеров и до распределенных расчетов на многих физических ком-

пьютерах. Декомпозиция задач на параллельные куски. Параллелизм дан-

ных, параллелизм кода. Паттерны параллельного программирования: па-

раллелизм на уровне задач – декомпозиция задачи, «разделяй и властвуй» 

– декомпозиция задач и данных, геометрическая декомпозиция – деком-

позиция данных, конвейерное исполнение – декомпозиция потока данных, 

«фронт волны» – декомпозиция данных c «многомерными» зависимостя-

ми. Пример типового шаблона программирования – пул нитей. 

6. Работа с разделяемой памятью. Синхронизационные примитивы (низ-

коуровневые атомарные команды, критические секции, взаимоисключа-

ющая блокировка – mutex, рекурсивная блокировка – lock, блокировка 
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чтения-записи – read/writelock, многопроцессорная блокировка – 

spinlock, семафоры, барьеры). Реализация одних примитивов через другие, 

относительная «мощность» примитивов. Задача о консенсусе как способ 

оценки примитивов. 

7. Техническая специфика параллельных программ – производитель-

ность, условия «гонки» – racecondition, взаимная блокировка – deadlock, 

повторно-входимые программы, потоко-безопасные (thread-safe) библиоте-

ки. Неблокирующие примитивы синхронизации, транзакционная память. 

Организация высоко-производительных параллельных вычислений. 

8. Проблемы, специфические для параллельного исполнения многони-

тевых программ – синхронизация (между несколькими нитями), комму-

никация (проблемы полосы пропускания и задержек, связанных с обме-

ном данными между нитями), балансировка нагрузки (между нитями), 

масштабируемость (эффективность использования многих нитей). Напи-

сание высокопроизводительных программ, оценка условий и выбор спо-

собов реализации. 

9. Принципы и философия ООП в языках, программных системах и опе-

рационных системах. Инкапсуляция, полиморфизм и наследова-

ние/агрегирование. Динамический и статический подход в описании клас-

сов. 

10. Краткий обзор ООП реализации в языках C++. Интерфейсы, поли-

морфизм и перегрузка операторов в С++. Параметризованные классы. 

Дружественные функции. Потоки ввода-вывода в С++. Наследование как 

один из вариантов комбинирования объектов. 

11. Адресное пространство приложения: куча, стек и статические объек-

ты. Динамическая инициализация и клонирование объектов. Хранение 

объектов в адресном пространстве. Виртуальные функции. Наследование 

абстрактных классов в С++, чисто виртуальные функции. 

12. Динамическая идентификация и приведение типов (RTTI). Обработка 

исключительных ситуаций. Разные способы «универсализации» алгоритмов 

– от абстрактных типов данных «ADT» до стандартной библиотеки шабло-

нов (StandardTemplate Library) языка программирования C++ (STL). 

13. Краткий сравнительный обзор ООП реализации в языках C++ и 

ObjectiveC, позднее и раннее связывание. Техническая организация ООП 

поддержки языков программирования для позднего связывания. 

14. Event-driven и message-driven программирование на примере XWin-

dows Widgets, Mac OS X Interface Builder и подсистемы GDI MS Windows. 

Принципы агрегирования COM-объектов. Принципы поддержки ООП в 

операционных системах и языках, общее и различное. Реализация исклю-

чений в языке С++ и в ОС Windows. 
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Задания 
2 задания на семестр и курсовая работа. Задачи для первых двух заданий 

указаны ниже. 

Каждый студент должен сделать по одной задаче из каждого задания. 

Тема курсовой работы дается по усмотрению преподавателя (с учетом 

пожеланий студентов, которые могут предлагать свои темы), результат 

реализации должен включать взаимодействие с пользователем (пользова-

тельский интерфейс в виде меню, желательно графического, хотя воз-

можны и текстовые версии при условии использования ООП библиотек). 

Курсовая работа может выполняться коллективно (2–3 чел.), должна вклю-

чать параллельное исполнение компонент (например, включать нити или 

несколько взаимодействующих процессов) и использовать примитивы син-

хронизации (обязательно). Размер курсовой – не менее 600 строк на С# или 

С++, написанных одним человеком. Также должны использоваться кол-

лекции данных по выбору автора (АТД – ATL, STL и т.д.). 

Тема работы утверждается не позже, чем в феврале. 

Требования к оформлению 

Текст программы должен быть оформлен профессиональным образом. От-

дельно должен быть предоставлен файл (файлы) с текстом решения задачи, 

тестом на нее (если нужен) и вставляемые файлы заголовков. То есть реше-

ние задачи состоит из не менее чем двух файлов (.h, .CPP), чаще три (вклю-

чая тест). Запрещается вставка одного С/CPP файла в другой, поощряется 

использование make-файла или проектов (но не обязательно). 

Комментарии в тексте программы: обязаны присутствовать в файлах в 

начале, должны быть отдельно написаны к каждой функции и в коде по 

тексту (в среднем каждая третья строка должна содержать комментарий); 

текст должен выглядеть красиво (отступы и т.д. должны быть оформлены 

нормально, не должно использоваться более 132 символов в строке), про-

грамма не должна иметь неиспользуемых или ненужных кусков (заком-

ментированных). Примером оформления являются samples, приложенные 

к соответствующим дистрибутивам компиляторов (примеры SDKWindows, 

Linuxkernelsources и т.д.). 

Обязательно: 

Необходимо проверять все параметры функций, используя assert() или 

аналоги. Необходимо проверять все коды возврата функций (особенно 

malloc и системных вызовов). 

Желательно: 
составление для курсовой работы SoftwareDevelopmentPlan(SDP) – по 

усмотрению преподавателя. 
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Задание 1 

(срок сдачи 9–14 марта) 
 

Основная цель – правильное оформление текста задачи, проверка всех 

требуемых параметров и т.д. Реализовать только на языке С (не С++/C#). 

Реализовать одну из структур данных, итератор по ней и тест (три файла: 

алгоритм, файл заголовков, тест). Тест должен демонстрировать работо-

способность структуры. Помните, что требуемых структур может быть 

много (более одного экземпляра!): 

1) односвязный список; 

2) двусвязный список; 

3) очередь; 

4) очередь с приоритетами; 

5) стек; 

6) набор (set); 

7) упорядоченный набор с введением функции отношения; 

8) массив произвольного размера; 

9) массив упорядоченный; 

10) бинарное дерево; 

11) сбалансированное дерево; 

12) хэш-таблица с открытой адресацией (хэшировать текстовые строки 

произвольной длины); 

13) хэш-таблица с цепочками (алгоритм из книги Д. Кнута «Искусство 

программирования. Сортировка и поиск», хэшировать бинарные данные 

произвольной длины типа BLOB – BinaryLargeObject); 

14) битовый массив (то есть значения принимаются битами, а адресация – 

по номеру бита); 

15) направленный граф (в виде квадратной таблицы отношений  

M(i,j) = 1, если есть путь из i в j узел). 
 

Задание 2 

(срок сдачи 6–11 апреля) 
 

Требования к оформлению – такие же. Программа должна быть выполне-

на на C++ и в обязательном порядке должна использовать чужие библио-

теки абстрактных типов данных (например, BorlandClassLib, MS 

MFC/Atl/Stl, GNU libstdc++, STL и др.) – любую из них. 

Задачи должны быть выполнены на С++ или C# (для платформы 

Windows) с использованием более одной нити или процесса по выбору 

студента, согласованному с преподавателем. Для этого под Windows мо-

жет быть использована библиотека функций Win32 API (или более высо-

коуровневые библиотеки). Под Unix: POSIXThreads. 
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По желанию студента задача может быть дополнена графическим интер-

фейсом. 

Единицу исполнения (нить или процесс) ниже будем называть вычислителем. 

Задачи с использованием деревьев 

Задачи этого раздела используют класс Tree для создания древесной 

структуры данных. 

1. Поиск ключа узла дерева 

Исходные данные: дерево, каждый элемент которого хранит уникальный, 

случайно сгенерированный ключ; ключ, узел с которым требуется найти, 

количество используемых вычислителей. 

Цель: написать параллельную программу для поиска данного ключа. 

Программа должна создать заданное пользователем дерево, считать коли-

чество используемых вычислителей и ключ для поиска, найти элемент 

дерева, содержащий этот ключ, и вывести информацию об этом узле. 

2. Поиск максимального элемента дерева 

Исходные данные: дерево, каждый элемент которого хранит уникальный, 

случайно сгенерированный ключ, количество используемых вычислите-

лей. 

Цель: написать параллельную программу для поиска максимального ключа. 

Программа должна создать заданное пользователем дерево, считать коли-

чество используемых вычислителей, найти элемент дерева, содержащий 

максимальный из ключей и вывести информацию об этом узле. 

Переменная, содержащая максимальный элемент, должна быть общей для 

всех вычислителей. Доступ к ней – синхронизован. 

3. Поиск суммы всех элементов дерева 

Исходные данные: дерево, каждый элемент которого хранит уникальный, 

случайно сгенерированный ключ, количество используемых вычислите-

лей. 

Цель: написать параллельную программу для поиска суммы всех ключей 

дерева. 

Программа должна создать заданное пользователем дерево, считать коли-

чество используемых вычислителей, найти и вывести сумму всех ключей 

дерева. 

Переменная, содержащая сумму ключей, должна быть общей для всех 

вычислителей. Доступ к ней – синхронизован. 

4. Поиск количества узлов дерева 

Исходные данные: дерево, количество используемых вычислителей. 

Цель: написать параллельную программу для поиска количества узлов в 

дереве. 

Программа должна создать заданное пользователем дерево, считать коли-

чество используемых вычислителей, найти и вывести количество всех 

узлов в дереве. 
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Переменная, содержащая максимальный элемент, должна быть общей 

для всех вычислителей. Доступ к ней – синхронизован. 

Возможные алгоритмы распараллеливания работы для задач 1–4: 

a. Пусть есть N вычислителей. У первого – ссылка на корень дерева. Он 

берет одно из поддеревьев для поиска себе, остальные раздает свободным 

вычислителям. Далее вычислители поступают точно так же. Когда сво-

бодных вычислителей не остается, каждый выполняет обычный поиск по 

своему поддереву. 

b. Пусть есть N вычислителей, и выбран вычислитель-мастер. Он сам 

проводит поиск ключа по дереву в ширину до тех пор, пока не найдет N 

независимых поддеревьев, после чего раздает их для поиска остальным 

вычислителям. 

Усложнение для задач 1–3: пусть каждый узел дерева содержит дополни-

тельную информацию – количество узлов под ним. К основной цели зада-

чи добавляется равномерное распределение загрузки вычислителей: каж-

дый должен получить поддерево (поддеревья) с примерно одинаковым 

количеством узлов (отличающимся не более чем на единицу). 

Вычислительные задачи 

5. Вычисление интеграла численными методами 

Исходные данные: функция одной переменной, отрезок интегрирования, 

количество вычислителей. 

Цель: написать параллельную программу для вычисления интеграла от 

данной функции по данному отрезку. 

Программа должна считать функцию, отрезок интегрирования, количе-

ство вычислителей, посчитать интеграл в несколько вычислителей, выве-

сти результат. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: использовать параллелизм 

по отрезку. Каждый вычислитель считает интеграл по своей части отрезка 

с помощью одного из стандартных методов (трапеции, Симпсона, Ньюто-

на–Лейбница и т.д.). Результаты отдельных вычислителей суммируются. 

Численный метод выбирается преподавателем. 

6. Вычисление интеграла методом Монте-Карло 

Исходные данные: функция одной переменной, отрезок интегрирования, 

количество вычислителей. 

Цель: написать параллельную программу для вычисления интеграла от 

данной функции по данному отрезку методом Монте-Карло. 

Программа должна считать функцию, отрезок интегрирования, количе-

ство вычислителей, посчитать интеграл в несколько вычислителей, выве-

сти результат. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: 
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a) Использовать параллелизм по отрезку. Каждый вычислитель считает 

интеграл по своей части отрезка. Результаты отдельных вычислителей 

суммируются. 

b) Использовать параллелизм по количеству испытаний в методе Монте-

Карло. Необходимое количество испытаний делится между N вычислите-

лями. Результаты испытаний обобщаются. 

7. Вычисление n-мерного интеграла от функции f(x1, x2, …, xn) = 

=f1(x1)…fn(xn) методом Монте-Карло 

Исходные данные: функция одной переменной, отрезок интегрирования, 

количество вычислителей. 

Цель: написать параллельную программу для вычисления интеграла от 

данной функции по данному отрезку методом Монте-Карло. 

Программа должна считать функцию, отрезок интегрирования, количе-

ство вычислителей, посчитать интеграл в несколько вычислителей, выве-

сти результат. 

Вариации: 

a) Область имеет вид [a1, b1] × … × [an, bn]. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: использовать параллелизм 

количеству измерений. Каждый вычислитель просто вычисляет свой ин-

теграл. 

b) Область имеет произвольный вид. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: использовать параллелизм 

количеству измерений. В формуле метода Монте-Карло вычислители-

рабочие считают значения функций (расчет может быть громоздким) и 

отсылают их вычислителю-мастеру, который производит суммирование и 

вычисление окончательного результата. 

8. Параллельное перемножение матриц 

Исходные данные: две матрицы n × m и m × n, количество вычислителей. 

Цель: написать программу для перемножения матриц параллельно не-

сколькими вычислителями. 

Программа должна считать m, n, две матрицы, количество вычислителей; 

распараллелить процесс их перемножения. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: поскольку каждый эле-

мент матрицы-результата рассчитывается независимо от других, он может 

быть определен отдельным вычислителем. Вычислитель-мастер занимает-

ся распределением работы между остальными. Он хранит базу свободных 

вычислителей, куда синхронизовано заносятся не имеющие работы и от-

куда берутся рабочие для вычисления следующего элемента матрицы. 

9. Параллельное вычисление детерминанта матрицы заданного раз-

мера (параллелизм по дереву рекурсии) 

Исходные данные: матрица n × n, количество вычислителей. 
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Цель: написать программу для расчета детерминанта матрицы парал-

лельно несколькими вычислителями. 

Программа должна считать n, матрицу, количество вычислителей; распа-

раллелить процесс вычисления детерминанта матрицы. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: предполагается вычислять 

определитель методом Гаусса – приведением к верхнетреугольной матри-

це и далее перемножением элементов диагонали. Надо придумать способ 

распределения подзадач по вычислителям, например, получив дерево вы-

числений, оно же дерево рекурсии. А примеры распараллеливания (разда-

чи элементов дерева вычислителям) описаны в задаче 1 раздела Задачи с 

использованием деревьев. 

10. Решение уравнения Ax = b (A – матрица) методом  

Крамера: параллелизм по элементам столбца решения 

Исходные данные: невырожденная матрица n×m, столбец n×1, количество 

вычислителей. 

Цель: написать программу для расчета решения уравнения Ax = b парал-

лельно несколькими вычислителями. 

Программа должна считать m, n, матрицу А, столбец b, количество вычис-

лителей; распараллелить решение уравнения Ax = b методом Крамера. 

Предполагаемый алгоритм решения. Методом Крамера каждый элемент 

столбца-результата вычисляется независимо от остальных. Поэтому его 

можно передать для расчета отдельному вычислителю. 

11. Решение дифференциального уравнения y’ + y = f(x)     методами 

вычислительной математики 

Исходные данные: функция f(x) (правая часть), отрезок, на котором ищет-

ся решение, количество вычислителей. 

Цель: написать программу для расчета y решения уравнения y’ + y = f(x) 

параллельно несколькими вычислителями. 

Программа должна считать правую часть, отрезок интегрирования; распа-

раллелить процесс решения дифференциального уравнения y’ + y = =f(x) 

заданным методом вычислительной математики. 

Способ распараллеливания: стандартный, по отрезку. Отрезок делится на 

количество вычислителей, и каждому отдается своя часть. 

Используемый метод вычислительной математики выбирается преподавателем. 

Сортировка 

12. Сортировка слиянием 

Исходные данные: массив объектов, функция для их сравнения, количе-

ство вычислителей. 

Цель: написать программу для упорядочивания массива параллельно не-

сколькими вычислителями. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: при сортировке слиянием 

массив делится на две равных по размеру части, которые сортируются 
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отдельно и сливаются в один. Таким образом, снова получаем дерево ре-

курсии. Примеры распараллеливания по дереву см. в задаче 1 раздела За-

дачи с использованием деревьев. 

Вывод на экран 

13. Контроль за выводом на экран нескольких потоков 

Исходные данные: нет. 

Цель: добиться с помощью средств синхронизации, чтобы несколько вы-

числителей выводили информацию на экран в строго определенном по-

рядке.  

Программа должна создать 26 потоков, каждый из которых выводит свою 

букву алфавита в бесконечном цикле. Добиться, чтобы все буквы выводи-

лись в алфавитном порядке. 

Работа с файлами 

14. Копирование файла в несколько потоков 

Исходные данные: файл, директория его будущего расположения, количе-

ство вычислителей. 

Цель: написать программу для копирования файла в другое место парал-

лельно несколькими вычислителями. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: 

a) Каждый вычислитель открывает файл отдельно. Они делят файл на 

равные части, каждый копирует свою часть (читая из копируемого файла 

и записывая в файл результата блоки данных фиксированного размера). 

b) (Для нитей одного процесса.) Файл открывается один раз. Каждый 

вычислитель также должен скопировать свою часть файла. Но, поскольку 

файловый указатель общий, доступ к нему должен быть синхронизован. 

После использования указателя (т.е. копирования очередного блока дан-

ных из своей части) вычислитель должен вернуть его в первоначальное 

положение и снова включиться в борьбу за общий ресурс. 

15. Копирование директории вместе со всем ее содержимым (парал-

лелизм по файлам) 

Исходные данные: директория для копирования, директория ее будущего 

расположения. 

Цель: написать программу для копирования директории вместе со всем ее 

содержимым в другое место параллельно несколькими вычислителями. 

Предполагаемый алгоритм распараллеливания: снова для операции копи-

рования можно составить дерево рекурсии => распараллеливание по де-

реву (задача 1 раздела Задачи с деревьями). 

Моделирование 

В данном разделе студентам предлагается смоделировать следующие си-

туации: 

16. «Тренировка футболистов» 

Участвующие вычислители: футболисты. 
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Общий ресурс: мяч. 

Ситуация: команда футболистов отрабатывает индивидуальные действия. 

Каждый играет за себя. Цель футболиста – завладеть мячом и забить гол. 

Таким образом, он может выполнять два действия: 

a) бороться за мяч. 

b) бить по воротам, как только мяч оказался у него. 

После удара по воротам вратарь выбивает мяч в поле. Футболист забивает 

гол с определенной вероятностью. Команда играет определенное время, 

потом определяется победитель – по забитым мячам. 

17. «Семейный автомобиль» 

Участвующие вычислители: члены семьи. 

Общий ресурс: автомобиль. 

Ситуация: семья из 4-х (N) человек: отец, мать, сын и дочь – имеет в рас-

поряжении автомобиль. У каждого из них периодически появляется жела-

ние/необходимость использовать его. Пользование длится случайное вре-

мя. По истечении определенного времени (известного заранее) бензин 

автомобиля заканчивается, и тот, кто в этот момент пользуется автомоби-

лем, едет его заправлять. Кроме того, сын ответственен за мытье автомо-

биля. Также по истечению известного заранее времени автомобиль за-

грязняется. Если сын начинает пользоваться грязным автомобилем, он его 

моет перед этим. 

Итого, все члены семьи «умеют» ездить на автомобиле, заправлять его, ожи-

дать его освобождения. Сын помимо прочего «умеет» мыть автомобиль. 

18. «Аэропорт» 

Участвующие вычислители: самолет. 

Общий ресурс: взлетно-посадочные полосы. 

Ситуация: в течение каждого часа в аэропорту появляется 5 самолетов, 

готовых к вылету, и 5 самолетов, готовых приземлиться (каждый из них в 

случайное время в пределах этого часа). Чтобы взлететь или приземлиться 

самолету, требуется 3 минуты. В аэропорту 2 взлетно-посадочные полосы. 

19. «Воробьи» 

Участвующие вычислители: воробей. 

Общий ресурс: хлебные крошки. 

Ситуация: бабушка на скамейке периодически (пусть раз в Q минут) бро-

сает воробьям по одной ровно N хлебных крошек. Когда бросают крошку 

хлеба, первый подлетевший к ней воробей хватает крошку, относит ее в 

сторону и съедает. За счет этого он пропускает «розыгрыш» следующей 

крошки. Первоначально у скамейки находится M воробьев. Каждую ми-

нуту к стае прилетает еще один воробей. Съев P крошек, воробей наедает-

ся и улетает. Чтобы количество воробьев не увеличивалось, должно вы-

полняться соотношение Q = N/P. 

Итак, воробей может выполнять действия: 
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 Прилететь (рождение процесса).

 Ждать раздачи крошек.

 Драться за крошку.

 Отлететь с крошкой в сторону и съесть ее.

 Улететь (смерть процесса).

20. «Раздача карт»

Участвующие вычислители: игрок. 

Общий ресурс: колода карт. 

Ситуация: N игроков тянут карты по одной из лежащей перед ними колоды. 

Необходимо обеспечить: 

 Очередность доступа к колоде.

 Равномерное распределение карт в колоде.

Можно ради интереса после раздачи посчитать количество очков в вытя-

нутых ими картах и определить победителя. 
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