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ТЕРМОДИНАМИКА И МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА 

1. Основные понятия, задачи и методы молекулярной физики. Мак-

роскопические параметры, термодинамическая система, термодинамиче-

ские параметры, термодинамическое равновесие. Нулевое начало термоди-

намики. Термическое и калорическое уравнения состояния. 

Идеальный газ. Связь давления идеального газа с кинетической энер-

гией молекул. Уравнение состояния идеального газа. Внутренняя энергия 

идеального газа. Идеально-газовое определение температуры. 

Работа, внутренняя энергия, теплота. Первое начало термодинамики. 

Теплоёмкость. Теплоёмкости при постоянном объёме и постоянном давле-

нии, соотношение Майера для идеального газа. Адиабатический и полит-

ропический процессы. Адиабата и политропа идеального газа.  

Скорость звука в газах. 

2. Циклические процессы. Тепловые машины. КПД тепловой ма-

шины. Цикл Карно. Теоремы Карно. Холодильная машина и тепловой 

насос. Обратимые и необратимые процессы. Второе начало термодина-

мики. Эквивалентные формулировки второго начала. Неравенство 

Клаузиуса. 

Термодинамическое определение энтропии. Изменение энтропии в об-

ратимых и необратимых процессах, закон возрастания энтропии. Энтропия 

идеального газа. Неравновесное расширение идеального газа в пустоту. 

3. Термодинамические функции и их свойства. Термодинамические 

потенциалы: внутренняя энергия, энтальпия, свободная энергия, энергия 

Гиббса. Преобразования термодинамических функций. Соотношения 

Максвелла.  

Максимальная работа системы при контакте с термостатом. Макси-

мальная полезная работа системы. 

4. Применение термодинамических потенциалов. Термодинамика из-

лучения. Адиабатическое растяжение резинового и металлического стерж-

ней. Тепловое расширение твёрдых тел. 

Поверхностные явления. Краевые углы, смачивание и несмачивание. 

Формула Лапласа. Свободная и внутренняя энергия поверхности. 

5. Фаза и агрегатное состояние. Классификация фазовых переходов 

(I и II рода). Экстенсивные и интенсивные величины. Химический потен-

циал. Условия равновесия фаз для переходов I рода. Уравнение Кла-

пейрона–Клаузиуса. Кривая фазового равновесия «жидкость–пар», зависи-

мость давления насыщенного пара от температуры.  

Фазовые диаграммы. Тройная точка. Диаграмма состояния «лёд–вода–

пар». Критическая точка. 
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Метастабильные состояния. Перегретая жидкость и переохлаждённый 

пар. Зависимость давления пара от кривизны поверхности жидкости. Кипе-

ние. Роль зародышей в образовании фазы. 

6. Газ Ван-дер-Ваальса как модель реального газа. Внутренняя энер-

гия и энтропия газа Ван-дер-Ваальса. Изотермы газа Ван-дер-Ваальса и их 

связь с изотермами реальной системы. Правило Максвелла (правило ры-

чага). Критические параметры и приведённое уравнение состояния. Адиа-

бата газа Ван-дер-Ваальса. Неравновесное расширение газа Ван-дер-Ва-

альса в пустоту. 

7. Элементы гидродинамики идеальной жидкости. Линии тока, ста-

ционарное ламинарное течение. Уравнение Бернулли для сжимаемой и не-

сжимаемой жидкости. Изоэнтропическое течение идеального газа, истече-

ние газа из отверстия. Эффект Джоуля–Томсона, температура инверсии. 

8. Элементы теории вероятностей. Дискретные и непрерывные слу-

чайные величины, плотность вероятности. Условие нормировки. Средние 

величины и дисперсия. Независимые случайные величины. Нормальный 

закон распределения как предел распределения для суммы большого числа 

независимых слагаемых (без вывода). Зависимость дисперсии суммы неза-

висимых слагаемых от их числа («закон √𝑁»). 

9. Распределение Максвелла: распределения частиц по компонентам 

скорости и абсолютным значениям скорости. Наиболее вероятная, средняя 

и среднеквадратичная скорости. Распределение Максвелла по энергиям. 

Элементы молекулярно-кинетической теории. Плотность потока ча-

стиц, движущихся в заданном направлении. Среднее число и средняя энер-

гия частиц, вылетающих в вакуум через малое отверстие в сосуде. 

Распределение Больцмана в поле внешних сил. Барометрическая фор-

мула. Распределение Максвелла—Больцмана. 

10. Элементы статистической физики классических идеальных си-

стем. Фазовое пространство, макро- и микросостояния, статистический вес 

макросостояния. Статистическое определение энтропии. Статистическая 

сумма. Аддитивность энтропии независимых подсистем. Закон возраста-

ния энтропии. Третье начало термодинамики (теорема Нернста). Распреде-

ление Гиббса–Больцмана для идеального газа. Понятие о каноническом 

распределении Гиббса. 

Зависимость статистического веса и энтропии от числа частиц в си-

стеме. Изменение энтропии при смешении газов, парадокс Гиббса. 

11. Приложения статистической физики. Статистическая сумма. Клас-

сическая теория теплоёмкостей: закон равномерного распределения энер-

гии теплового движения по степеням свободы. Теплоёмкость кристаллов 
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(закон Дюлонга–Пти). Элементы квантовой теории теплоёмкостей. Замо-

раживание степеней свободы, характеристические температуры. Зависи-

мость теплоёмкости  𝐶𝑉 газов от температуры. 

Статистическая температура. Свойства двухуровневой системы, ин-

версная заселённость. 

12. Флуктуации. Связь вероятности флуктуации с изменением энтро-

пии системы. Флуктуации аддитивных величин, зависимость флуктуаций 

от числа частиц. Флуктуация числа частиц в выделенном объёме. Флукту-

ация энергии системы в жёсткой термостатированной оболочке. Флуктуа-

ция объёма в изотермическом и адиабатическом процессах. Влияние флук-

туаций на чувствительность измерительных приборов (пружинные весы, 

газовый термометр). 

13. Столкновения. Эффективное газокинетическое сечение. Длина 

свободного пробега. Распределение молекул по длинам свободного про-

бега. Число столкновений молекул в единице объёма. 

Явления молекулярного переноса: диффузия, теплопроводность, вяз-

кость. Законы Фика, Фурье и Ньютона. Коэффициенты переноса в газах. 

Уравнение диффузии и теплопроводности. Температуропроводность. Ста-

ционарные и квазистационарные распределения концентрации и темпера-

туры. 

14. Диффузия как процесс случайных блужданий. Задача о случайных 

блужданиях, среднеквадратичное смещение частицы при большом числе 

шагов. Расплывание облака частиц и распространение тепла за счёт тепло-

проводности. 

Броуновское движение макроскопических частиц. Закон Эйнштейна–

Смолуховского для смещения броуновской частицы. Связь подвижности 

частицы и коэффициента диффузии облака частиц (соотношение Эйн-

штейна). 

15. Стационарное ламинарное течение вязкой жидкости/газа по пря-

молинейной трубе, формула Пуазейля. Течение разрежённого газа по пря-

молинейной трубе. Явления переноса в разрежённых газах: эффект 

Кнудсена (эффузия), зависимость коэффициента теплопроводности разре-

жённого газа от давления. 

Безразмерные параметры и законы подобия для течений. Число Рей-

нольдса. Число Кнудсена. Эффект Магнуса и подъёмная сила при обтека-

нии крыла (качественное объяснение). 

16. Введение в неравновесную термодинамику. Локальное термодина-

мическое равновесие. Неравновесная термодинамика при малых отклоне-

ний от термодинамического равновесия (линейная теория), термодинами-

ческие силы и потоки, соотношения взаимности Онзагера, перекрёстные 
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термодинамические явления (термоэлектрический эффект, термомехани-

ческий и механокалорический эффекты).  Производство энтропии, прин-

ципы минимума производства энтропии и наименьшего рассеяния энергии 

в необратимых термодинамических процессах. 

Нелинейная термодинамика, флуктуации в диссипативных системах 

вдали от положения термодинамического равновесия, "порядок из хаоса" 

(ячейки Бенара, реакция Белоусова–Жаботинского). 

ЛИТЕРАТУРА 

Основная литература 

1. Кириченко Н.А. Термодинамика, статистическая молекулярная физика. – 
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2. Сивухин Д.В. Общий курс физики. Т. II. Термодинамика и молекулярная физика. 

– Москва : Физматлит, 2006. 

3. Белонучкин В.Е., Заикин Д.А., Ципенюк Ю.М. Основы физики. Курс общей фи-

зики. Т. 2. Квантовая и статистическая физика / под ред. Ю.М. Ципенюка. 

Часть V. Главы 1–4. – Москва : Физматлит, 2001. 

4. Белонучкин В.Е. Краткий курс термодинамики. – Москва : МФТИ, 2010. 

5. Лабораторный практикум по общей физике. Т. 1 / под ред. А. Д. Гладуна. – 

Москва : МФТИ, 2012. 

6. Сборник задач по общему курсу физики. Ч. 1 / под ред. В. А. Овчинкина (3-е 

изд., испр. и доп.). – Москва : Физматкнига, 2013. 

Дополнительная литература 

1. Щёголев И.Ф. Элементы статистической механики, термодинамики и кинетики. 

– Москва.: Янус, 1996; Москва : Интеллект, 2008. 

2. Ландау Л.Д., Ахиезер А.И., Лифшиц Е.М. Курс общей физики. – Москва : Интел-

лект, 2014 (4-е изд.). 

3. Базаров И.П. Термодинамика. – Москва : Высшая школа, 1983. 

4. Рейф Ф. Статистическая физика (Берклеевский курс физики). Т. 5. – Москва : 

Наука, 1972. 

5. Калашников Н.П., Смондырев М.А. Основы физики. — Москва : Лаборатория 

знаний, 2017. 

6. Пригожин И., Кондепуди Д. Современная термодинамика. От тепловых двига-

телей до диссипативных структур. – Москва : Мир, 2009. 

7. Корявов В.П. Методы решения задач в общем курсе физики. Термодинамика и 

молекулярная физика. – Москва : Высшая школа, 2009. 

8. Прут Э.В., Кленов С.Л., Овсянникова О.Б. Введение в теорию вероятностей в 

молекулярной физике. – Москва : МФТИ. 2002. Элементы теории флуктуаций 

и броуновского движения в молекулярной физике. – Москва : МФТИ, 2002. 

9. Прут Э.В. Теплофизические свойства твёрдых тел. – Москва : МФТИ, 2009. 
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10. Булыгин В.С. Теоремы Карно. – Москва : МФТИ, 2012; Теплоёмкость и внут-

ренняя энергия газа Ван-дер-Ваальса. – Москва : МФТИ, 2012; Некоторые за-

дачи теории теплопроводности. – Москва : МФТИ, 2006; Теплоёмкость иде-

ального газа. – Москва : МФТИ, 2019; 

11. Попов П.В. Диффузия. – Москва : МФТИ, 2016. 

Электронные ресурсы 

http://physics.mipt.ru/S_II/method/ 

ЗАДАНИЕ ПО ФИЗИКЕ 

для студентов 1-го курса на весенний семестр 2020/2021 учебного года 

Дата 
№ 

нед. 
Тема семинарских занятий 

Задачи 

0 I II 

1–5 
февр. 

1 
Первое начало термодинамики. 
Теплоёмкость. Адиабатический и 
политропический процессы. 

01 
02 
03 

1.40 

1.54 

1.87 

2.6 

1.100 

1.47 

1.75 

1.83 

8–12 

февр. 
2 

Тепловые машины. Второе 
начало термодинамики. 
Изменение энтропии в обрати-
мых процессах. 

04 
05 
06 

3.25 

3.43 

Т1 

4.80 

3.52 

3.47 

4.15 

4.78 

15–19 
февр. 

3 

Изменение энтропии в необрати-
мых процессах. 

07 
08 
09 

4.75 

4.43/44 

5.75 

5.38 

4.47 

Т6 

5.32 

5.54 
Термодинамические потенциалы. 

22 – 26 

февр. 
4 

Применение термодинамических 
потенциалов. Преобразования 
термодинамических функций. 

1.3 
010 
011 
012 

5.16 

5.28 

12.8 

5.42 

5.63 

5.40 

12.9 

12.38 

1–5 
мар. 

5 
Фазовые превращения. Уравнение 
Клапейрона–Клаузиуса. Кипение. 

013 
014 
015 

11.29 

11.16 

11.34 

12.51 

11.36 

11.74 

11.78 

12.48 

8–12 

мар. 
6 

Реальные газы. 016 
017 
018 

6.17 

6.52 

2.11 

6.68/69 

6.39 

6.41 

2.20 

6.87 

Уравнение Бернулли. Эффект 
Джоуля—Томсона. 

15–19 

мар. 
7 Контрольная работа по 1-му заданию (по группам). 

22–26 

мар. 
8 Сдача 1-го задания. 
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29 мар. 

–2 апр. 
9 

Основы молекулярно-кинетической 
теории. Распределение Максвелла. 

019 
020 

7.52 

7.18 

7.14 

7.20 

7.53 

7.70 

7.16 

7.40 

7.80 

5–9 
апр. 

10 
Распределение Больцмана.  
Элементы статистической фи-
зики. 

021 
022 
023 
024 

8.11 

8.28 

8.56 

8.52 

8.15 

8.25 

8.70 

8.61 

12–16 
апр. 

11 
Статистический смысл энтропии. 
Флуктуации. 

025 

026 
027 

9.45 

Т4 

9.6 

9.8 

8.51 

T2 

9.28 

9.40 

19–23 

апр. 
12 

Столкновения, длина свободного 
пробега. Явления переноса. 

10.2 
028 
029 

10.8 

10.15 

10.36 

10.149 

10.38 

10.16 

10.134 

10.143 

26–30 

апр. 
13 

Явления переноса. Броуновское 
движение. 

030 
031 

10.106 

10.30 

T3 

10.92 

10.25 

10.54 

10.98 

Т5 

3–7 
мая 

14 
Течение газов. Явления в разре-
женных газах. 

032 
033 
034 

10.82/83 

10.68/69 

10.120 

14.27мех 

10.77 

10.142 

10.102 

14.46мех 

10–21 
мая 

15/16 Сдача 2-го задания. 

Примечание 

Номера задач указаны по “Сборнику задач по общему курсу физики. 

Ч. 1. Механика, термодинамика и молекулярная физика” / под ред. В.А. Ов-

чинкина (3-е изд., испр. и доп.). — Москва : Физматкнига, 2013. Задачи с 

индексом «мех» — из раздела «Механика». 

Все задачи обязательны для сдачи задания. В каждой теме семинара 

задачи разбиты на 3 группы: 

0   — задачи, которые студент должен решать в течение недели для под-

готовки к семинару; 

I   — задачи, рекомендованные для разбора на семинаре (преподаватель 

может разбирать на семинарах и другие равноценные задачи по 

своему выбору); 

II — задачи для самостоятельного решения; их решения должны быть 

оформлены студентами в отдельных тетрадях и сданы преподава-

телю на проверку. 
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Задачи 0 группы 

1. В комнате объёмом V в течение некоторого времени был включён 

нагреватель. В результате температура воздуха увеличилась от Т1 до Т2. 

Давление в комнате не изменилось. Найти изменение внутренней  Δ𝑈 энер-

гии воздуха, содержащегося в комнате. 

2. Найти работу, которую совершает моль воздуха, расширяясь от 

объёма  𝑉0 до 𝑉1 = 2𝑉0 в изотермическом процессе при комнатной темпе-

ратуре. 

Ответ: 1,7 кДж. 

3. Температура воздуха равна  𝑇 = 273 К. Найти изменение скорости 

звука при изменении температуры на Δ𝑇 = 1 К. 

Ответ: Δ𝑐𝑠 ≈
1

2

Δ𝑇

𝑇
𝑐𝑠 = 0,61 м/с. 

4. Вычислить КПД цикла, состоящего из изо-

барного сжатия, изохорного нагревания и адиабати-

ческого расширения, если отношение максимального 

и минимального объёмов равно 2. Рабочее тело – 

двухатомный идеальный газ. 

Ответ: 0,15. 

 

5. Тепловая машина с неизвестным веще-

ством в качестве рабочего тела совершает об-

ратимый термодинамический цикл, представ-

ленный на рисунке в координатах TS.  

𝑇2  =  
3

2
𝑇1, 𝑇3  =  

3

4
𝑇1, 𝑇4  =  

1

20
𝑇1. Найти КПД 

цикла. 

Ответ: 0,68. 

6. Идеальная тепловая машина, работающая по обратному циклу 

(тепловой насос), отбирает от первого резервуара 65 Дж теплоты и передаёт 

количество теплоты 80 Дж второму резервуару при T = 320 К. Определить 

температуру первого резервуара. 

Ответ: 260 К. 

7. Два теплоизолированных сосуда равного объёма соединены труб-

кой с краном. В одном сосуде содержится 10 г водорода H2, второй откачан 

до высокого вакуума. Кран открывают и газ расширяется на весь объём. 

Считая газ идеальным, найти изменение его энтропии к моменту установ-

ления равновесия. 

T 

S 

1

2 

3 

4 

V 

P 

3 

1 2 
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Ответ: Δ𝑆 = 28,8 Дж/К. 

8. Кусок льда массой 90 г, имеющий температур 0°C, положили в пу-

стую алюминиевую кастрюлю массой 330 г, нагретой до 100°C. Пренебре-

гая теплообменом с окружающей средой, найти изменение энтропии си-

стемы к моменту установления равновесия. Теплота плавления льда 

330 Дж/г, теплоёмкость алюминия 0,9 Дж/(г ⋅ К). 

Ответ: Δ𝑆 = 16,1 Дж/К. 

9. Найти изменение свободной энергии Δ𝐹 и термодинамического 

потенциала Гиббса Δ𝐺 для 1 кг водяного пара при изотермическом  

(𝑇 = 298 К) увеличении давления от 1,0 до 2,0 мбар. Водяной пар считать 

идеальным газом. 

Ответ: Δ𝐺 = Δ𝐹 = 95,4 кДж. 

10. Уравнение состояния резиновой полосы имеет вид 

𝑓 = 𝑎𝑇 [
𝑙

𝑙0
− (

𝑙0

𝑙
)

2

], где f — натяжение, а = 1,3·10–2 Н/К, l — длина полосы, 

длина недеформированной полосы 𝑙0  =  1 м. Найти изменение свободной 

и внутренней энергии резины при её изотермическом растяжении до 

𝑙1  =  2 м. Температура T = 300 К. 

Ответ: Δ𝐹 =3,9 Дж, Δ𝑈 =0. 

11. Определить работу, которую необходимо совершить, чтобы разде-

лить сферическую каплю масла массой m = 1 г на капельки диаметром 

d = 2·10–4 см, если процесс дробления изотермический. Поверхностное 

натяжение масла 𝜎 = 26дин/см, плотность масла 𝜌 =  0,9 г/см3. 

Ответ: 8,7·105 эрг. 

12. На какую высоту поднимается вода между двумя плоскими парал-

лельными пластинами, расстояние между которыми ℎ =  0,1 мм, если кра-

евой угол смачивания 𝜃 = 60∘. Поверхностное натяжение воды  

𝜎 = 73 ⋅ 10−3 Н/м. 

Ответ: 7,5 см. 

13. Молярная теплота парообразования воды в точке кипения при 

t = 100 °С равна 𝛬 = 40,7 кДж/моль. Считая водяной пар идеальным газом, 

найти разность молярных внутренних энергий жидкой воды и водяного 

пара при данной температуре. 

Ответ: 𝑢п − 𝑢ж = 37,6 кДж/моль. 

14. Определить температуру кипения воды на вершине Эвереста, где 

атмосферное давление составляет 250 мм рт. ст. Теплоту парообразования 

воды считать не зависящей от температуры и равной 𝛬 = 2,28 кДж/г. 

Ответ: 71 ∘C. 
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15. Оценить относительный перепад давления 𝛥 𝑃 𝑃⁄  паров воды на 

высоте подъёма воды в полностью смачиваемом капилляре диаметром 

d = 1 мкм. Поверхностное натяжение 𝜎 =  73 ⋅ 10−3 Н/м, температура  

𝑡 = 20 ∘C. 

Ответ: 𝛥 𝑃 𝑃⁄  ≈  2 ⋅ 10−3. 

16. Во сколько раз давление газа Ван-дер-Ваальса больше его крити-

ческого давления, если известно, что его объём в 5 раз, а температура в 5,7 

раза больше критических значений этих величин? 

Ответ: 𝜋 = 3,14. 

17. Найти изменение энтропии идеального газа, подвергнутого дрос-

селированию через пористую перегородку, если начальное давление равно 

𝑃1 = 4 атм, конечное 𝑃2 = 1 атм. 

Ответ: 11,5 Дж/К. 

18. Оценить максимально возможную скорость истечения воздуха при 

нормальных условиях через отверстие, выходящее в вакуум. 

Ответ: 740 м/c. 

19. Скорости частиц с равной вероятностью принимают все значения 

от 0 до 𝑣0. Определить среднюю и среднеквадратичную скорости частиц, а 

также абсолютную и относительную среднеквадратичные флуктуации ско-

рости. 

Ответ: 0,5𝑣0; 𝑣0 √3⁄ ; 𝑣0 2√3⁄ ; 1 √3⁄ . 

20. Найти наиболее вероятную, среднюю и среднеквадратичную ско-

рости молекул азота при Т = 300 К. Сравнить полученные значения со ско-

ростью звука. 

Ответ: 𝑣н.в. = 421 м/с, 𝑣ср = 476 м/с, 𝑣кв = 517 м/с; 𝑐зв = 353 м/с. 

21. Определить, на какой высоте в изотермической атмосфере её плот-

ность уменьшится в 5 раз, если на высоте 5,5 км она уменьшается в 2 раза. 

Ответ: 12,8 км. 

22. Молекула может находиться на двух энергетических уровнях: ос-

новном и возбуждённом. Разность энергий между ними составляет  

Δ𝐸 =  6,0 ⋅ 10−21 Дж. Какова доля молекул, находящихся в возбуждённом 

состоянии при 𝑡 = 250 ∘C? 

Ответ: 0,3. 

23. Определить температуру, при которой средняя поступательная 

энергия молекулы H2 будет равна энергии возбуждения её первого враща-

тельного уровня. Расстояние между атомами равно 𝑑 =  0,74 ⋅ 10−8 см. 

Ответ: 116 К. 
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24. Собственная частота колебаний атомов в молекуле Cl2 равна 

1014 с−1. Оценить характеристическую температуру, выше которой коле-

бательную теплоёмкость молекулы можно рассчитывать по классической 

теории. Какова будет при этом молярная теплоёмкость газа? 

Ответ: 760 К, 7𝑅/2. 

25. Два твёрдых тела с температурами 299 К и 300 К приведены в со-

прикосновение. Оценить, во сколько раз более вероятна передача порции 

энергии 10−11 эрг от тела с большей температурой к телу с меньшей тем-

пературой, чем в обратном направлении. Теплоёмкости тел достаточно ве-

лики, так что изменением их температуры можно пренебречь. 

Ответ: 5. 

26. Небольшой груз массой 1 г подвешен на лёгкой нити длиной 1 м. 

Оценить среднеквадратичное отклонение груза от положения равновесия 

из-за тепловых флуктуаций при комнатной температуре. 

Ответ: √〈Δ𝑟2〉 ≈ 0,9 нм. 

27. Оценить среднеквадратичную относительную флуктуацию числа 

молекул воздуха в объёме 1 мкм3 при нормальных условиях. 

Ответ: 0,02%. 

28. Вязкость азота при комнатной температуре и атмосферном давле-

нии составляет 𝜂 =  18 ⋅ 10−6 Па·c. Оценить коэффициенты теплопровод-

ности и самодиффузии азота, а также диаметр молекулы азота. 

Ответ: 𝜅 ∼  10−2 Вт/м·К, 𝐷 ∼ 0,15 см2/c, 𝑑 ∼  4 ⋅ 10−10 м. 

29. Оценить количество тепла в расчёте на 1 м2, теряемое комнатой в 

единицу времени через однокамерный стеклопакет. Расстояние между 

стёклами ℎ =  23 мм. Разность температур между комнатой и улицей со-

ставляет Δ𝑇 =  30 ∘C. Теплопроводность воздуха 𝜅 =  2,3 ⋅ 10−2 Вт

м⋅К
 счи-

тать не зависящей от температуры. 

Ответ: 𝑞 =  30 Вт/м2. 

30. Оценить коэффициент диффузии капель тумана радиусом 

𝑅 ∼ 10 мкм в воздухе при нормальных условиях. Вязкость воздуха  

𝜂 ∼  2 ⋅ 10−5 Па·c. 

Ответ: 10−8 см2/c. 

31. Оценить, за какое время молекула HCN смещается в воздухе при 

комнатной температуре от исходного положения на расстояние по-

рядка 10 см. Длину свободного пробега принять равной 𝜆 ∼  10−5 см. 

Ответ: 102 с. 
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32. Два сосуда с идеальным газом соединены трубкой, диаметр кото-

рой заметно меньше длины свободного пробега в обоих сосудах. Темпера-

тура в сосудах поддерживается постоянной и равной соответственно Т1 и 

Т2 = 2Т1. Найти отношение давлений 𝑃2 𝑃1⁄ . 

Ответ: √2. 

33. Оценить коэффициент диффузии сильно разреженного воздуха по 

длинной трубке диаметром 1 см при комнатной температуре. Считать, что 

разрежение таково, что длина пробега молекул ограничивается диаметром 

трубки (высокий вакуум). 

Ответ: ~ 1,6 м2/с. 

34. Оценить число Рейнольдса в водопроводной трубе диаметра  

𝑑 = 2 см при расходе 𝑄 = 30 л/мин. Вязкость холодной воды 

𝜂 = 1,5 ⋅ 10−3 Па · с. Будет ли такое течение ламинарным? 

Ответ: 104. 

Текстовые задачи 

Т-1. В двух одинаковых изолированных сосудах находится по молю 

воздуха при  𝑇0 = 300 К. Сосуды используются в качестве тепловых резер-

вуаров для тепловой машины, работающей по обратному циклу. Найти ми-

нимальную работу, которую должна затратить машина, чтобы охладить газ 

в одном из сосудов до  𝑇1 = 200 К. Какова будет конечная температура газа 

во втором сосуде? Теплоёмкостью сосудов и зависимостью теплоёмкости 

воздуха от температуры пренебречь. 

Ответ:  𝐴 ≈ 1 кДж, 𝑇2 = 450 К. 

Т-2. Найти молярную энтропию кристаллического 6Li при низких тем-

пературах, пренебрегая взаимодействием ядер между собой. Момент им-

пульса (спин) ядра 6Li равен 𝑠 = 1 (в единицах постоянной Планка ℏ).  

Согласно квантовой механике, число возможных ориентаций вектора мо-

мента импульса равно 2𝑠 + 1. 

Ответ:  𝑆 = 9,1 Дж/(моль⋅К). 

Т-3. «Пьяный матрос» совершает случайные блуждания по площади, 

смещаясь каждые 𝜏 = 4 с на расстояние 𝜆 = 0,5 м в случайном направле-

нии. Найти среднеквадратичное смещение матроса от исходного положе-

ния √Δ𝑟2 за 𝑡 = 1 час и определить коэффициент диффузии D толпы пья-

ных матросов, не взаимодействующих между собой. 

Ответ:  √Δ𝑟2 = 15 м, 𝐷 ≈ 56,3 м2/ч. 
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Т-4. (5А-2017) Ионы солей иттербия имеют спин 𝑠 = 7/2. Во внешнем 

магнитном поле 𝐵 энергия иона зависит от ориентации спина и может при-

нимать значения 𝐸𝑚 = 𝑚𝜇𝐵, где 𝜇 — известная константа, и  

𝑚 = −𝑠, −𝑠 + 1, … , 𝑠 − 1, 𝑠. Найти изменение энтропии Δ𝑆 и количество 

теплоты 𝑄, поглощаемое 1 молем соли при её квазистатическом изотерми-

ческом размагничивании от очень большого (𝐵0 ≫ 𝑘𝑇/𝜇) до нулевого поля 

(𝐵1 = 0) при температуре 𝑇 = 1 К. Взаимодействием ионов между собой 

пренебречь. 

Ответ: Δ𝑆 = 17,3 Дж/К, 𝑄 = 17,3 Дж. 

 

Т-5. (6А-2018) Вертикально расположенная пробирка высотой h = 5 см 

заполнена водой, в которой диспергированы в небольшом количестве сфе-

рические наночастицы плотностью ρ = 4 г/см3 каждая. Система исходно 

находится в равновесии при температуре T0 = 300 К, а отношение макси-

мальной и минимальной концентраций наночастиц равно nmax/nmin = 1,1. На 

дне сосуда размещают адсорбент, поглощающий все попадающие на него 

наночастицы. Оценить время, требуемое для очистки воды от примеси. 

Вязкость воды η = 10−3 Па · с. 

Ответ: ~ 9 мес. 

 

Т-6. (4Б-2018) Горизонтально расположенный 

теплоизолированный цилиндрический сосуд разде-

лён на две части поршнем, прикреплённым пружи-

ной к правой стенке сосуда (см. рис.). Слева от поршня находится 1 моль 

азота при комнатной температуре, справа — вакуум. Вначале пружина не 

деформирована, а поршень удерживается защёлкой. Защёлку убирают, и 

когда система приходит в равновесие, давление газа оказывается в 𝑛 = 3 

раза меньше исходного. Считая газ идеальным, найдите изменение его эн-

тропии в этом процессе. 

Ответ: 0,75R. 
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1. Òî÷å÷íîå n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, åãî ñâîé-

ñòâà. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà è êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìî-

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âíóòðåííèå, ïðåäåëüíûå, èçîëèðîâàííûå òî÷êè

ìíîæåñòâà, òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, èõ

ñâîéñòâà. Âíóòðåííîñòü, çàìûêàíèå è ãðàíèöà ìíîæåñòâà.

2. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèÿ â òåð-

ìèíàõ îêðåñòíîñòåé è â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäåë ôóíêöèè

ïî ìíîæåñòâó. Ïðåäåëû ïî íàïðàâëåíèÿì. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Èññëåäî-

âàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê ïîëÿð-

íûì êîîðäèíàòàì.

3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Íåïðåðûâíîñòü ïî ìíî-

æåñòâó. Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðå-

ðûâíûõ íà êîìïàêòå � îãðàíè÷åííîñòü, äîñòèæèìîñòü (òî÷íûõ) íèæíåé

è âåðõíåé ãðàíåé, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü. Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â îáëàñòè.

4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå, äèôôåðåíöèàë. Íå-

îáõîäèìûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíò-

íîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ãðà-

äèåíò, åãî íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

5. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Íåçàâèñèìîñòü ñìåøàííîé ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèàëû âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ, îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè èõ ôîðìû îòíîñèòåëüíî çàìå-

íû ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìàõ Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

6. Ìåðà Æîðäàíà â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðèòåðèé èçìå-

ðèìîñòè. Èçìåðèìîñòü îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâ. Êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Æîðäàíà.

7. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Ñóììû Ðèìàíà, ñóììû Äàðáó, êðèòå-

ðèé èíòåãðèðóåìîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, èíòåãðè-

ðóåìîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîñòü îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà. Ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé:

àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì, ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà, èíòåãðèðó-

åìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè, èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ, òåîðåìà î ñðåäíåì. Ñâîéñòâà èíòå-

ãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì � íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöè-
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ðóåìîñòü. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Èíòåãðèðîâàíèå ïîäñòàíîâêîé

è ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

8. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà � ïëîùàäü êðè-

âîëèíåéíîé òðàïåöèè, îáúåì òåëà âðàùåíèÿ, äëèíà êðèâîé, ïëîùàäü ïî-

âåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

9. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà. Îðèåíòàöèÿ ãëàä-

êîé êðèâîé. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà.

10. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè è ñëó÷àé áåñ-

êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ). Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà. Èíòåãðàëû îò çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Ïðèçíàêè ñõîäèìî-

ñòè. Èíòåãðàëû îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé: ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ.

11. ×èñëîâûå ðÿäû. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿ-

äû: ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè, ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè, èí-

òåãðàëüíûé ïðèçíàê. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû: ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ. Íåçàâèñèìîñòü ñóììû àáñîëþò-

íî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ. Òåîðåìà Ðèìàíà î ïåðåñòà-

íîâêå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ, íî íå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (áåç äîêà-

çàòåëüñòâà). Ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

12. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿ-

äîâ. Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóì-

ìû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî÷ëåííîå

èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé è ðÿäîâ. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ.

13. Ñòåïåííûå ðÿäû ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè. Ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ. Êðóã

è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â êðóãå ñõî-

äèìîñòè. Ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè. Íåïðåðûâ-

íîñòü ñóììû êîìïëåêñíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

14. Ñòåïåííûå ðÿäû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Ñîõðàíåíèå ðàäèóñà ñõî-

äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ïðè ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòå-

ãðèðîâàíèè ðÿäà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììû ñòåïåííîãî

ðÿäà íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â

ñòåïåííîé ðÿä, ðÿä Òåéëîðà. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â

èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Ïðèìåð áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè,

íå ðàçëàãàþùåéñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà îñíîâíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä êîìïëåêñíîçíà÷-

íîé ôóíêöèè ez.
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Ò.1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû: à)
∗

∫
x2 + 1

x4 + 1
dx; á)

∫
1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx.

II. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

À) Ìíîæåñòâà â êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ3, �1: 14; 18; 24; 36; 38.

Ñ3, �2: 9(2, 6) (à, á, ã); 12(6); 20(4).

Ò.2. Äëÿ ìíîæåñòâà A = [1, 2) ∪ {3} ∪
(
[4, 5) ∩ Q

)
⊂ R íàéäèòå âñå:

à) ãðàíè÷íûå òî÷êè; á) ïðåäåëüíûå òî÷êè; â) âíóòðåííèå òî÷êè; ã) òî÷-

êè ïðèêîñíîâåíèÿ.

Ò.3*. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn, èìåþùåå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Ò.4. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 < x2

4}

â R4: à) îòêðûòûì; á) çàìêíóòûì; â) îáëàñòüþ?

Á) Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü.

Ñ3, �2: 37(8); 45; 48(7); 54; 62(5); 77(3).

Â) ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå, äèôôåðåíöèàë.

Ñ3, �3: 2(4); 19(1, 4); 20(3, 5); 21(2*, 10); 40(4).

Ñ3, �4: 1(3); 4; 14(2); 39(6).

Ã) Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ñ3, �4: 71(2); 74(5).

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

ïåðâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì
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C2, �2: 2(4); 3(1); 4(1); 6(5)*; 8(1); 9(4)*.
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2 íåäåëÿ C2, �4: 1(5); 4(3); 15(5); 17(1)*; 18(4); 21(2).

C2, �5: 131; 139; 182; 188; Ò.1 (à), á)).

Ñ3, �1: 14; 18; 24; 36; 38.

3 íåäåëÿ Ñ3, �2: 9(2, 6); 12(6); 20(4); Ò.2; Ò.3*; Ò.4.

Ñ3, �2: 37(8); 45; 48(7); 54; 62(5); 77(3).

Ñ3, �3: 2(4); 19(1, 4); 20(3, 5); 21(2*, 10); 40(4).

4 íåäåëÿ Ñ3, �4: 1(3); 4; 14(2); 39(6).

Ñ3, �4: 71(2); 74(5).

57 + 6∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 12�17 àïðåëÿ)

I. Ìåðà Æîðäàíà

Ñ3, �7: 16; 22; 24(2); 40(2).

Ò.1. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà Æîðäàíà ãðàôèêà íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíê-

öèè ðàâíà íóëþ.

Ò.2. Èçìåðèìî ëè ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè

f(x, y) = sin
( 1

x2 + y2

)
â êðóãå {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < R2} ðàäèóñà R > 0?

II. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

À) Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åãî âû÷èñëåíèå.

Ñ2, �6: 7; 11; 24; 30; 54(5); 106; 118; 155; 192*.

Ñ2, �10: 49(2).

Ò.3. Äîêàçàòü, ÷òî

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

sinx

x
dx

∣∣∣∣∣∣ 6 2

a
, ãäå b > a > 0.

Ò.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b] è ïðè ëþáîì

ε ∈ (0, b − a) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a + ε, b]. Äîêàçàòü,

÷òî ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè ôóíêöèè f â òî÷êå x = a, ôóíêöèÿ f

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b] è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðà-

âåíñòâî:

∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→+0

∫ b

a+ε

f(x) dx.

Ò.5. à) Ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà îòðåçêå [a, b]. Âåðíî ëè, ÷òî

f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]?

á) Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Âåðíî ëè, ÷òî f èìååò

ïåðâîîáðàçíóþ íà îòðåçêå [a, b]?

â) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà

îòðåçêå [a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Ò.6*. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = sign
(
sin

π

x

)
èíòåãðèðóåìà

íà îòðåçêå [0, 1].

Ò.7*. Åñëè ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) èíòåãðèðóåìû, òî îáÿçàòåëüíî ëè

ôóíêöèÿ y = f(g(x)) òàêæå èíòåãðèðóåìà?
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Ò.8*. Ïóñòü f ∈ C
(
[0,+∞)

)
è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+∞
f(x) = A.

×åìó ðàâåí lim
n→∞

1∫
0

f(nx) dx?

Á) Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ñ2, �7: 5(6); 26; 33(7); 69(8); 72(1); 82(2).

Ñ2, �8: 12(1); 13(2); 82(4).

III. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

Ñ3, �10: 1(3); 6(1); 17; 21(2) 27(3); 43.

IV. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Ñ2, �11: 70; 76; 85; 94; 100.

Ñ2, �12: 89; 91; 98; 100; 104; 118; 120; 136; 137; 182; 230.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

âòîðîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ Ñ3, �7: 16; 22; 24(2); 40(2); T.1; Ò.2.

Ñ2, �6: 7; 11; 24; 30; 54(5); 106; 118; 155; 192*.

2 íåäåëÿ Ñ2, �10: 49(2); Ò.3; Ò.4; Ò.5 (à, á, â); Ò6*; Ò7*; Ò8*.

Ñ2, �7: 5(6); 26; 33(7); 69(8); 72(1); 82(2).

Ñ2, �8: 12(1); 13(2); 82(4).

3 íåäåëÿ Ñ3, �10: 1(3); 6(1); 17; 21(2); 27(3); 43.

Ñ2, �11: 70; 76; 85; 94; 100.

4 íåäåëÿ Ñ2, �12: 89; 91; 98; 100; 104; 118; 120; 136; 137; 182; 230.

51 + 4∗

ÒÐÅÒÜÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 17�22 ìàÿ)

I. ×èñëîâûå ðÿäû

À) Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Ñ2, �13: 2(2); 5(6)*; 10(1); 11(6); 13(2); 14(3); 20(1).

Ñ2, �14: 2(5); 5(4); 12(2); 14(4); 19(10); 21(12); 27(7)*.

Ò.1. ßâëÿåòñÿ ëè ñõîäÿùèìñÿ ðÿä

∞∑
n=1

an åñëè ïðè p = 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿ-

åòñÿ lim
n→∞

(an+1 + an+2 + . . . + an+p) = 0?

Á) Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû.

Ñ2, �15: 3(2); 4(5); 8(4); 9(2).

Âî âñåõ çàäà÷àõ �15 èññëåäîâàòü òàêæå àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.
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Ò.2. Ïóñòü {an}∞n=1 ⊂ R è ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû

à)

∞∑
n=1

a2n; á)

∞∑
n=1

a3n ?

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

Ñ2, �17: 5(4); 8(5); 9(4); 11(6); 12(5); 16(10).

Ñ2, �18: 13(6)*; 22(2); 31(9); 33(12); 34(1); 37(11); 49*.

Ñ2, �19: 4; 6; 14; 22.

Ò.3. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòüñÿ ðàâíî-

ìåðíî ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè?

Ò.4. Èññëåäîâàòü íà ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíîæå-

ñòâàõ A = (0, 1) è B = (1,+∞) ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{fn(x)}∞n=1 è ðÿä

∞∑
n=1

fn(x), åñëè:

à) fn(x) =
2nx

1 + n2x2
; á) fn(x) = n

(√
x+

1

n
−

√
x
)
.

III. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñ2, �20: 2(5); 3(1); 5(1); 8(4); 9(4)*; 14(5)*.

Ñ2, �21: 5(5); 6(4); 11(6); 19(3); 27(1); 29(4)*; 56(2); 80.

Ò.5. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

xn2

2n
.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

òðåòüåãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ Ñ2, �13: 2(2); 5(6)*; 10(1); 11(6); 13(2); 14(3); 20(1).

Ñ2, �14: 2(5); 5(4); 12(2); 14(4); 19(10); 21(12); 27(7)*; Ò.1.

2 íåäåëÿ Ñ2, �15: 3(2); 4(5); 8(4); 9(2); Ò.2(à, á).

Ñ2, �17: 5(4); 8(5); 9(4); 11(6); 12(5); 16(10).

3 íåäåëÿ Ñ2, �18: 13(6)*; 22(2); 31(9); 33(12); 34(1); 37(11); 49*.

Ñ2, �19: 4; 6; 14; 22; Ò.3; Ò.4 (à, á).

4 íåäåëÿ Ñ2, �20: 2(5); 3(1); 5(1); 8(4); 9(4)*; 14(5)*.

Ñ2, �21: 5(5); 6(4); 11(6); 19(3); 27(1); 29(4)*; 56(2); 80; Ò.5.

49 + 7∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò À.È. Êîð÷àãèí
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1. Òî÷å÷íîå n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, åãî ñâîé-

ñòâà. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà è êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìî-

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âíóòðåííèå, ïðåäåëüíûå, èçîëèðîâàííûå òî÷êè

ìíîæåñòâà, òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, èõ

ñâîéñòâà. Âíóòðåííîñòü, çàìûêàíèå è ãðàíèöà ìíîæåñòâà.

2. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèÿ â òåð-

ìèíàõ îêðåñòíîñòåé è â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäåë ôóíêöèè

ïî ìíîæåñòâó. Ïðåäåëû ïî íàïðàâëåíèÿì. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Èññëåäî-

âàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê ïîëÿð-

íûì êîîðäèíàòàì.

3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Íåïðåðûâíîñòü ïî ìíî-

æåñòâó. Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðå-

ðûâíûõ íà êîìïàêòå � îãðàíè÷åííîñòü, äîñòèæèìîñòü (òî÷íûõ) íèæíåé

è âåðõíåé ãðàíåé, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü. Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â îáëàñòè.

4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå, äèôôåðåíöèàë. Íå-

îáõîäèìûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíò-

íîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ãðà-

äèåíò, åãî íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

5. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Íåçàâèñèìîñòü ñìåøàííîé ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèàëû âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ, îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè èõ ôîðìû îòíîñèòåëüíî çàìå-

íû ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìàõ Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

6. Ìåðà Æîðäàíà â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðèòåðèé èçìå-

ðèìîñòè. Èçìåðèìîñòü îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâ. Êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Æîðäàíà.

7. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Ñóììû Ðèìàíà, ñóììû Äàðáó, êðèòå-

ðèé èíòåãðèðóåìîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, èíòåãðè-

ðóåìîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîñòü îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà. Ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé:

àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì, ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà, èíòåãðèðó-

åìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè, èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ, òåîðåìà î ñðåäíåì. Ñâîéñòâà èíòå-

ãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì � íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöè-
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ðóåìîñòü. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Èíòåãðèðîâàíèå ïîäñòàíîâêîé

è ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

8. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà � ïëîùàäü êðè-

âîëèíåéíîé òðàïåöèè, îáúåì òåëà âðàùåíèÿ, äëèíà êðèâîé, ïëîùàäü ïî-

âåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

9. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà. Îðèåíòàöèÿ ãëàä-

êîé êðèâîé. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà.

10. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè è ñëó÷àé áåñ-

êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ). Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà. Èíòåãðàëû îò çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Ïðèçíàêè ñõîäèìî-

ñòè. Èíòåãðàëû îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé: ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ.

11. ×èñëîâûå ðÿäû. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿ-

äû: ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè, ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè, èí-

òåãðàëüíûé ïðèçíàê. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû: ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ. Íåçàâèñèìîñòü ñóììû àáñîëþò-

íî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ. Òåîðåìà Ðèìàíà î ïåðåñòà-

íîâêå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ, íî íå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (áåç äîêà-

çàòåëüñòâà). Ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

12. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿ-

äîâ. Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóì-

ìû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî÷ëåííîå

èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé è ðÿäîâ. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ.

13. Ñòåïåííûå ðÿäû ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè. Ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ. Êðóã

è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â êðóãå ñõî-

äèìîñòè. Ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè. Íåïðåðûâ-

íîñòü ñóììû êîìïëåêñíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

14. Ñòåïåííûå ðÿäû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Ñîõðàíåíèå ðàäèóñà ñõî-

äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ïðè ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòå-

ãðèðîâàíèè ðÿäà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììû ñòåïåííîãî

ðÿäà íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â

ñòåïåííîé ðÿä, ðÿä Òåéëîðà. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â

èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Ïðèìåð áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè,

íå ðàçëàãàþùåéñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà îñíîâíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä êîìïëåêñíîçíà÷-

íîé ôóíêöèè ez.
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ñÿ � Ñ3)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 8�13 ìàðòà)

I. Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

C2, �1: 2(4, 17); 10(7); 11(5); 12(8)*; 15(6); 20(7); 21(3); 24(4).

C2, �2: 2(4); 3(1); 4(1); 6(5)*; 8(1); 9(4)*.

C2, �3: 2(7); 4(3); 5(3); 18(5); 19(1).

C2, �4: 1(5); 4(3); 15(5); 17(1)*; 18(4); 21(2).

C2, �5: 131; 139; 182; 188.
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Ò.1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû: à)
∗

∫
x2 + 1

x4 + 1
dx; á)

∫
1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx.

II. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

À) Ìíîæåñòâà â êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ3, �1: 14; 18; 24; 36; 38.

Ñ3, �2: 9(2, 6) (à, á, ã); 12(6); 20(4).

Ò.2. Äëÿ ìíîæåñòâà A = [1, 2) ∪ {3} ∪
(
[4, 5) ∩ Q

)
⊂ R íàéäèòå âñå:

à) ãðàíè÷íûå òî÷êè; á) ïðåäåëüíûå òî÷êè; â) âíóòðåííèå òî÷êè; ã) òî÷-

êè ïðèêîñíîâåíèÿ.

Ò.3*. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn, èìåþùåå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Ò.4. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 < x2

4}

â R4: à) îòêðûòûì; á) çàìêíóòûì; â) îáëàñòüþ?

Á) Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü.

Ñ3, �2: 37(8); 45; 48(7); 54; 62(5); 77(3).

Â) ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå, äèôôåðåíöèàë.

Ñ3, �3: 2(4); 19(1, 4); 20(3, 5); 21(2*, 10); 40(4).

Ñ3, �4: 1(3); 4; 14(2); 39(6).

Ã) Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ñ3, �4: 71(2); 74(5).

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

ïåðâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C2, �1: 2(4, 17); 10(7); 11(5); 12(8)*; 15(6); 20(7); 21(3); 24(4).

C2, �2: 2(4); 3(1); 4(1); 6(5)*; 8(1); 9(4)*.

C2, �3: 2(7); 4(3); 5(3); 18(5); 19(1).

2 íåäåëÿ C2, �4: 1(5); 4(3); 15(5); 17(1)*; 18(4); 21(2).

C2, �5: 131; 139; 182; 188; Ò.1 (à), á)).

Ñ3, �1: 14; 18; 24; 36; 38.

3 íåäåëÿ Ñ3, �2: 9(2, 6); 12(6); 20(4); Ò.2; Ò.3*; Ò.4.

Ñ3, �2: 37(8); 45; 48(7); 54; 62(5); 77(3).

Ñ3, �3: 2(4); 19(1, 4); 20(3, 5); 21(2*, 10); 40(4).

4 íåäåëÿ Ñ3, �4: 1(3); 4; 14(2); 39(6).

Ñ3, �4: 71(2); 74(5).

57 + 6∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 12�17 àïðåëÿ)

I. Ìåðà Æîðäàíà

Ñ3, �7: 16; 22; 24(2); 40(2).

Ò.1. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà Æîðäàíà ãðàôèêà íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíê-

öèè ðàâíà íóëþ.

Ò.2. Èçìåðèìî ëè ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè

f(x, y) = sin
( 1

x2 + y2

)
â êðóãå {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < R2} ðàäèóñà R > 0?

II. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

À) Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åãî âû÷èñëåíèå.

Ñ2, �6: 7; 11; 24; 30; 54(5); 106; 118; 155; 192*.

Ñ2, �10: 49(2).

Ò.3. Äîêàçàòü, ÷òî

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

sinx

x
dx

∣∣∣∣∣∣ 6 2

a
, ãäå b > a > 0.

Ò.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b] è ïðè ëþáîì

ε ∈ (0, b − a) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a + ε, b]. Äîêàçàòü,

÷òî ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè ôóíêöèè f â òî÷êå x = a, ôóíêöèÿ f

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b] è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðà-

âåíñòâî:

∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→+0

∫ b

a+ε

f(x) dx.

Ò.5. à) Ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà îòðåçêå [a, b]. Âåðíî ëè, ÷òî

f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]?

á) Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Âåðíî ëè, ÷òî f èìååò

ïåðâîîáðàçíóþ íà îòðåçêå [a, b]?

â) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà

îòðåçêå [a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Ò.6*. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = sign
(
sin

π

x

)
èíòåãðèðóåìà

íà îòðåçêå [0, 1].

Ò.7*. Åñëè ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) èíòåãðèðóåìû, òî îáÿçàòåëüíî ëè

ôóíêöèÿ y = f(g(x)) òàêæå èíòåãðèðóåìà?
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Ò.8*. Ïóñòü f ∈ C
(
[0,+∞)

)
è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+∞
f(x) = A.

×åìó ðàâåí lim
n→∞

1∫
0

f(nx) dx?

Á) Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ñ2, �7: 5(6); 26; 33(7); 69(8); 72(1); 82(2).

Ñ2, �8: 12(1); 13(2); 82(4).

III. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

Ñ3, �10: 1(3); 6(1); 17; 21(2) 27(3); 43.

IV. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Ñ2, �11: 70; 76; 85; 94; 100.

Ñ2, �12: 89; 91; 98; 100; 104; 118; 120; 136; 137; 182; 230.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

âòîðîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ Ñ3, �7: 16; 22; 24(2); 40(2); T.1; Ò.2.

Ñ2, �6: 7; 11; 24; 30; 54(5); 106; 118; 155; 192*.

2 íåäåëÿ Ñ2, �10: 49(2); Ò.3; Ò.4; Ò.5 (à, á, â); Ò6*; Ò7*; Ò8*.

Ñ2, �7: 5(6); 26; 33(7); 69(8); 72(1); 82(2).

Ñ2, �8: 12(1); 13(2); 82(4).

3 íåäåëÿ Ñ3, �10: 1(3); 6(1); 17; 21(2); 27(3); 43.

Ñ2, �11: 70; 76; 85; 94; 100.

4 íåäåëÿ Ñ2, �12: 89; 91; 98; 100; 104; 118; 120; 136; 137; 182; 230.

51 + 4∗

ÒÐÅÒÜÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 17�22 ìàÿ)

I. ×èñëîâûå ðÿäû

À) Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Ñ2, �13: 2(2); 5(6)*; 10(1); 11(6); 13(2); 14(3); 20(1).

Ñ2, �14: 2(5); 5(4); 12(2); 14(4); 19(10); 21(12); 27(7)*.

Ò.1. ßâëÿåòñÿ ëè ñõîäÿùèìñÿ ðÿä

∞∑
n=1

an åñëè ïðè p = 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿ-

åòñÿ lim
n→∞

(an+1 + an+2 + . . . + an+p) = 0?

Á) Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû.

Ñ2, �15: 3(2); 4(5); 8(4); 9(2).

Âî âñåõ çàäà÷àõ �15 èññëåäîâàòü òàêæå àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.
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Ò.2. Ïóñòü {an}∞n=1 ⊂ R è ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû

à)

∞∑
n=1

a2n; á)

∞∑
n=1

a3n ?

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

Ñ2, �17: 5(4); 8(5); 9(4); 11(6); 12(5); 16(10).

Ñ2, �18: 13(6)*; 22(2); 31(9); 33(12); 34(1); 37(11); 49*.

Ñ2, �19: 4; 6; 14; 22.

Ò.3. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòüñÿ ðàâíî-

ìåðíî ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè?

Ò.4. Èññëåäîâàòü íà ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíîæå-

ñòâàõ A = (0, 1) è B = (1,+∞) ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{fn(x)}∞n=1 è ðÿä

∞∑
n=1

fn(x), åñëè:

à) fn(x) =
2nx

1 + n2x2
; á) fn(x) = n

(√
x+

1

n
−

√
x
)
.

III. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñ2, �20: 2(5); 3(1); 5(1); 8(4); 9(4)*; 14(5)*.

Ñ2, �21: 5(5); 6(4); 11(6); 19(3); 27(1); 29(4)*; 56(2); 80.

Ò.5. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

xn2

2n
.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

òðåòüåãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ Ñ2, �13: 2(2); 5(6)*; 10(1); 11(6); 13(2); 14(3); 20(1).

Ñ2, �14: 2(5); 5(4); 12(2); 14(4); 19(10); 21(12); 27(7)*; Ò.1.

2 íåäåëÿ Ñ2, �15: 3(2); 4(5); 8(4); 9(2); Ò.2(à, á).

Ñ2, �17: 5(4); 8(5); 9(4); 11(6); 12(5); 16(10).

3 íåäåëÿ Ñ2, �18: 13(6)*; 22(2); 31(9); 33(12); 34(1); 37(11); 49*.

Ñ2, �19: 4; 6; 14; 22; Ò.3; Ò.4 (à, á).

4 íåäåëÿ Ñ2, �20: 2(5); 3(1); 5(1); 8(4); 9(4)*; 14(5)*.

Ñ2, �21: 5(5); 6(4); 11(6); 19(3); 27(1); 29(4)*; 56(2); 80; Ò.5.

49 + 7∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò À.È. Êîð÷àãèí
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 01.03.02 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿,
09.03.01 ¾Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà¿,
19.03.01 ¾Áèîòåõíîëîãèÿ¿,
27.03.03 ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç è óïðàâëåíèå¿

ôèçòåõ-øêîëà: äëÿ âñåõ (êðîìå ËÔÈ)
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 1
ñåìåñòð: 2

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 3 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 2 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 45 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.Í. Áóðìèñòðîâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Å. Ãîðîäåöêèé
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.Â. Åðøîâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Î.Ê. Ïîäëèïñêèé
ê.ô.-ì. í., ñò. ïðåïîäàâàòåëü Î. Ã. Ïðîí÷åâà
ê. ï. í., äîöåíò Ä.À. Òåð¼øèí
ê.ô.-ì. í., äîöåíò È.À. ×óáàðîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Ðàíã ìàòðèöû. Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå. Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.

2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä Ãàóññà. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�

Êàïåëëè. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé è îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

3. Àêñèîìàòèêà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è ëèíåé-

íàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì ýëåìåíòîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Áàçèñ è

ðàçìåðíîñòü.

4. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïåðà-

öèé ñ íèìè. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áà-

çèñà ê äðóãîìó. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò ïðè èçìåíåíèè áàçèñà â ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå.

5. Ïîäïðîñòðàíñòâà è ñïîñîáû èõ çàäàíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñóì-

ìà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ. Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòè ñóììû ïîäïðî-

ñòðàíñòâ. Ïðÿìàÿ ñóììà.

6. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (ïðåîáðàçîâàíèé).

7. Ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êî-

íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Èçìåíåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (ïðå-

îáðàçîâàíèÿ) ïðè çàìåíå áàçèñîâ. Èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé è ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö.

8. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñîáñòâåííûå

âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ëèíåé-

íàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

9. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå, åãî èíâàðèàíòíîñòü. Îöåíêà ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà. Óñëîâèÿ äèàãîíàëèçóåìîñòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè.

10. Ëèíåéíûå ôîðìû. Ñîïðÿæåííîå (äâîéñòâåííîå) ïðîñòðàíñòâî. Áèîðòî-

ãîíàëüíûé áàçèñ. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî1.

1Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.

33



11. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Èõ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â

êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Èçìåíåíèå ìàòðèö áèëèíåéíîé

è êâàäðàòè÷íîé ôîðì ïðè èçìåíåíèè áàçèñà.

12. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàí-

æà. Òåîðåìà (çàêîí) èíåðöèè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Çíàêîîïðåäåëåí-

íûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Ïðèâåäåíèå êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè2.

13. Àêñèîìàòèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ìàòðèöà Ãðàìà è åå ñâîéñòâà.

14. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåõîä îò îä-

íîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî.

15. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñîïðÿæåííûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ, èõ ñâîéñòâà. Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

16. Ñàìîñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñâîéñòâà èõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñóùåñòâîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îðòîãîíàëü-

íîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî êàê ïðèìåð ñàìîñîïðÿæåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ.

17. Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èõ ñâîéñòâà. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ3.

18. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå4.

19. Ïîñòðîåíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäå-

ëåííîé. Ïðèìåíåíèå ê êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà5.

21∗ Ïîòîê È.À. ×óáàðîâà : óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî è åãî àêñèîìàòèêà. Óíè-

òàðíûå ìàòðèöû. Óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýðìèòîâû ôîðìû. Ñâîé-

ñòâà óíèòàðíûõ è ýðìèòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

22∗ Îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû: îïðåäåëåíèå òåíçîðà; òåíçîðíûå îáîçíà÷å-

íèÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå ìàòðèöû; ëèíåéíûå îïåðàöèè è óìíîæåíèå òåí-

çîðîâ; ñâåðòûâàíèå; òðàíñïîíèðîâàíèå; ñèììåòðèðîâàíèå è àëüòåðíèðî-

âàíèå; ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû.

2Êðîìå ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
3Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
4Äëÿ ïîòîêîâ Î.Ê. Ïîäëèïñêîãî è È.À. ×óáàðîâà.
5Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
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Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû. �Ìîñêâà :

Íàóêà, Ôèçìàòëèò, 2008.

2. Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×. 1. Îñíîâû àëãåáðû. ×. 2. Ëèíåéíàÿ àëãåá-

ðà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2005.

3. Óìíîâ À.Å. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà. ×. 1, 2. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ,

2006.

4. ×åõëîâ Â.È. Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ìîñêâà :

ÌÔÒÈ, 2000.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Áåêëåìèøåâà Ë.À., Áåêëåìèøåâ Ä.Â.,Ïåòðîâè÷ À.Þ., ×óáàðîâ È.À. Cáîðíèê çà-

äà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014.

(öèòèðóåòñÿ � Ñ)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ìàòðèöû

Ò.1. Âû÷èñëèòå cT104(A207 +A209)A140.

1. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

C: 15.45(1, 2); 15.48(4); 15.56*; 15.58; 15.65(1, 5); 15.54(3)*.

2. Ðàíã ìàòðèöû.

C: 16.18(17); 16.19(3); 16.41*; 16.33*.

Ò.2. Äëÿ ìàòðèöû èç çàäà÷è 16.18(17) óêàæèòå íåêîòîðóþ ñèñòåìó áàçèñ-

íûõ ñòðîê, ñèñòåìó áàçèñíûõ ñòîëáöîâ, íåêîòîðûé áàçèñíûé ìèíîð.

II. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

C: 17.1(4); 18.1(7, 9); 19.6(4, 20, 25); 18.17(4); 19.29(1)*.

III. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, áàçèñ.
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C: 20.3(4); 20.4(2); 20.8(2); 20.14(9); 20.18; 20.21; 20.22(3); 20.23(4); 20.29;

18.13*.

2. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå; ïðÿìàÿ ñóììà.

C: 15.94; 15.95(1); 21.2; 21.6(5); 21.7(5, 7); 21.12*.

IV. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ; ÿäðî è îáðàç.
C: 23.8(2, 5); 23.9(2, 3); 23.14(2, 3); 23.15(1); 23.29(5); 23.30(1); 23.40(1â);

23.44(1); 23.62(3); 23.70(1).

Ò.3*. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé φ : V → V òàêèõ, ÷òî:

à) V ̸= kerφ⊕ Imφ;

á) kerφ = Imφ;

â) φ3 = 0, íî φ2 ̸= 0.

2. Äåéñòâèÿ ñ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ñ: 23.82(1); 23.83(1).

3. Ëèíåéíûå ôóíêöèè.

Ñ: 31.21; 31.31(2); 31.35(1).

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

ïåðâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C: T.1; 15.45(1, 2); 15.48(4); 15.56*; 15.58; 15.65(1, 5); 15.54(3)*.

Ñ: 16.18(17); 16.19(3); 16.41*; 16.33*; Ò.2.

2 íåäåëÿ Ñ: 17.1(4); 18.1(7, 9); 19.6(4, 20, 25); 18.17(4); 19.29(1)*.

3 íåäåëÿ C: 20.3(4); 20.4(2); 20.8(2); 20.14(9); 20.18.

C: 20.21; 20.22(3); 20.23(4); 20.29; 18.13*.

4 íåäåëÿ Ñ: 15.94; 15.95(1); 21.2; 21.6(5); 21.7(5, 7); 21.12*.

Ñ: 23.8(2, 5); 23.9(2, 3); 23.14(2, 3).

5 íåäåëÿ C: 23.15(1); 23.29(5); 23.30(1); 23.40(1â); 23.44(1).

C: 23.62(3); 23.70(1); Ò.3*.

6 íåäåëÿ Ñ: 23.82(1); 23.83(1).

Ñ: 31.21; 31.31(2); 31.35(1).

50 + 8∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü.

Ñ: 24.14(2)*; 24.20(2, 3); 24.28(2)*; 24.30(7, 19, 30); 24.42(1); 24.55(1).

2. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñ: 24.70; 24.71*; 24.72(2); 24.82(1).

II. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè

Ñ: 32.1(4); 32.2(3); 32.7(2); 15.34; 32.8(9, 12); 32.9(9, 12); 32.15; 32.18(4).

III. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

1. Ìàòðèöà Ãðàìà, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, ïðîåêöèÿ, îðòîãîíàëèçàöèÿ.

Ñ: 25.7; 25.25(2); 26.13(4); 26.14(3); 26.15(2); 26.17(1); 26.27(2); 26.28(1);

26.42(1, 6); 26.44(2); 19.16*.

2. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñàìîñîïðÿæåííûå

è îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñ: 29.5*; 29.7(1)*; 29.14(2); 29.19(1, 7, 11*); 29.37(2)*; 29.47(1); 25.50(2);

29.49*; 29.53(3)*.

Ò.1. ßâëÿþòñÿ ëè ïðåîáðàçîâàíèÿ èç çàäà÷è 23.8(2, 5) à) ñàìîñîïðÿæåííû-

ìè; á) îðòîãîíàëüíûìè?

Ò.2. Ïðåîáðàçîâàíèå φ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 25.7 çàäàíî

ôîðìóëîé:

φ(f)(y) =
1∫

−1

K(x, y)f(x) dx, ãäå K : [−1, 1]× [−1, 1] → R � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà K ïðåîáðàçîâàíèå φ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûì?

3. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ: 32.27(3, 13); 32.39(1); 32.36(3, 4).

IV∗. Òåíçîðû

Ñ: 35.3(6); 35.4(5); 35.8(1); 35.12(2); 36.25(2); 36.35(13); 36.36(1).
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Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

âòîðîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C: 24.14(2)*; 24.20(2, 3); 24.28(2)*; 24.30(7, 19, 30).

2 íåäåëÿ Ñ: 24.42(1); 24.55(1).

Ñ: 24.70; 24.71*; 24.72(2); 24.82(1).

3 íåäåëÿ C: 32.1(4); 32.2(3); 32.7(2); 15.34; 32.8(9, 12); 32.9(9, 12); 32.15;

32.18(4).

4 íåäåëÿ Ñ: 25.7; 25.25(2); 26.13(4); 26.14(3).

Ñ: 26.15(2); 26.17(1); 26.27(2); 26.28(1); 26.42(1, 6); 26.44(2);

19.16*.

5 íåäåëÿ C: 29.5*; 29.7(1)*; 29.14(2); 29.19(1, 7, 11*); 29.37(2)*; 29.47(1).

Ñ: ; 25.50(2); 29.49*; 29.53(3)*; Ò.1; Ò.2.

6 íåäåëÿ Ñ: 32.27(3, 13); 32.39(1); 32.36(3, 4).

Ñ: 35.3(6)*; 35.4(5)*; 35.8(1)*; 35.12(2)*; 36.25(2)*; 36.35(13)*;

36.36(1)*.

43 + 17∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò Þ.Â. Êóçüìåíêî
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 10.05.01 ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü¿
ôèçòåõ-øêîëà: ÔÐÊÒ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 1
ñåìåñòð: 2

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 4 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 2 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò
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òåîð. êóðñ � 54 ÷àñà

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.Í. Áóðìèñòðîâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Å. Ãîðîäåöêèé
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.Â. Åðøîâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Î.Ê. Ïîäëèïñêèé
ê.ô.-ì. í., ñò. ïðåïîäàâàòåëü Î. Ã. Ïðîí÷åâà
ê. ï. í., äîöåíò Ä.À. Òåð¼øèí
ê.ô.-ì. í., äîöåíò È.À. ×óáàðîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Ðàíã ìàòðèöû. Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå. Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.

2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä Ãàóññà. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�

Êàïåëëè. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé è îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

3. Àêñèîìàòèêà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è ëèíåé-

íàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì ýëåìåíòîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Áàçèñ è

ðàçìåðíîñòü.

4. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïåðà-

öèé ñ íèìè. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áà-

çèñà ê äðóãîìó. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò ïðè èçìåíåíèè áàçèñà â ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå.

5. Ïîäïðîñòðàíñòâà è ñïîñîáû èõ çàäàíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñóì-

ìà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ. Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòè ñóììû ïîäïðî-

ñòðàíñòâ. Ïðÿìàÿ ñóììà.

6. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (ïðåîáðàçîâàíèé).

7. Ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êî-

íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Èçìåíåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (ïðå-

îáðàçîâàíèÿ) ïðè çàìåíå áàçèñîâ. Èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé è ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö.

8. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñîáñòâåííûå

âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ëèíåé-

íàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

9. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå, åãî èíâàðèàíòíîñòü. Îöåíêà ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà. Óñëîâèÿ äèàãîíàëèçóåìîñòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè.

10. Ëèíåéíûå ôîðìû. Ñîïðÿæåííîå (äâîéñòâåííîå) ïðîñòðàíñòâî. Áèîðòî-

ãîíàëüíûé áàçèñ. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî1.

1Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
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11. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Èõ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â

êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Èçìåíåíèå ìàòðèö áèëèíåéíîé

è êâàäðàòè÷íîé ôîðì ïðè èçìåíåíèè áàçèñà.

12. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàí-

æà. Òåîðåìà (çàêîí) èíåðöèè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Çíàêîîïðåäåëåí-

íûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Ïðèâåäåíèå êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè2.

13. Àêñèîìàòèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ìàòðèöà Ãðàìà è åå ñâîéñòâà.

14. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåõîä îò îä-

íîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî.

15. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñîïðÿæåííûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ, èõ ñâîéñòâà. Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

16. Ñàìîñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñâîéñòâà èõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñóùåñòâîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îðòîãîíàëü-

íîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî êàê ïðèìåð ñàìîñîïðÿæåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ.

17. Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èõ ñâîéñòâà. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ3.

18. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå4.

19. Ïîñòðîåíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäå-

ëåííîé. Ïðèìåíåíèå ê êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà5.

21∗ Ïîòîê È.À. ×óáàðîâà : óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî è åãî àêñèîìàòèêà. Óíè-

òàðíûå ìàòðèöû. Óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýðìèòîâû ôîðìû. Ñâîé-

ñòâà óíèòàðíûõ è ýðìèòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

22∗ Îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû: îïðåäåëåíèå òåíçîðà; òåíçîðíûå îáîçíà÷å-

íèÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå ìàòðèöû; ëèíåéíûå îïåðàöèè è óìíîæåíèå òåí-

çîðîâ; ñâåðòûâàíèå; òðàíñïîíèðîâàíèå; ñèììåòðèðîâàíèå è àëüòåðíèðî-

âàíèå; ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû.

2Êðîìå ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
3Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
4Äëÿ ïîòîêîâ Î.Ê. Ïîäëèïñêîãî è È.À. ×óáàðîâà.
5Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
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Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû. �Ìîñêâà :

Íàóêà, Ôèçìàòëèò, 2008.

2. Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×. 1. Îñíîâû àëãåáðû. ×. 2. Ëèíåéíàÿ àëãåá-

ðà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2005.

3. Óìíîâ À.Å. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà. ×. 1, 2. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ,

2006.

4. ×åõëîâ Â.È. Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ìîñêâà :

ÌÔÒÈ, 2000.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Áåêëåìèøåâà Ë.À., Áåêëåìèøåâ Ä.Â.,Ïåòðîâè÷ À.Þ., ×óáàðîâ È.À. Cáîðíèê çà-

äà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014.

(öèòèðóåòñÿ � Ñ)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ìàòðèöû

Ò.1. Âû÷èñëèòå cT104(A207 +A209)A140.

1. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

C: 15.45(1, 2); 15.48(4); 15.56*; 15.58; 15.65(1, 5); 15.54(3)*.

2. Ðàíã ìàòðèöû.

C: 16.18(17); 16.19(3); 16.41*; 16.33*.

Ò.2. Äëÿ ìàòðèöû èç çàäà÷è 16.18(17) óêàæèòå íåêîòîðóþ ñèñòåìó áàçèñ-

íûõ ñòðîê, ñèñòåìó áàçèñíûõ ñòîëáöîâ, íåêîòîðûé áàçèñíûé ìèíîð.

II. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

C: 17.1(4); 18.1(7, 9); 19.6(4, 20, 25); 18.17(4); 19.29(1)*.

III. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, áàçèñ.
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C: 20.3(4); 20.4(2); 20.8(2); 20.14(9); 20.18; 20.21; 20.22(3); 20.23(4); 20.29;

18.13*.

2. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå; ïðÿìàÿ ñóììà.

C: 15.94; 15.95(1); 21.2; 21.6(5); 21.7(5, 7); 21.12*.

IV. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ; ÿäðî è îáðàç.
C: 23.8(2, 5); 23.9(2, 3); 23.14(2, 3); 23.15(1); 23.29(5); 23.30(1); 23.40(1â);

23.44(1); 23.62(3); 23.70(1).

Ò.3*. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé φ : V → V òàêèõ, ÷òî:

à) V ̸= kerφ⊕ Imφ;

á) kerφ = Imφ;

â) φ3 = 0, íî φ2 ̸= 0.

2. Äåéñòâèÿ ñ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ñ: 23.82(1); 23.83(1).

3. Ëèíåéíûå ôóíêöèè.

Ñ: 31.21; 31.31(2); 31.35(1).

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

ïåðâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C: T.1; 15.45(1, 2); 15.48(4); 15.56*; 15.58; 15.65(1, 5); 15.54(3)*.

Ñ: 16.18(17); 16.19(3); 16.41*; 16.33*; Ò.2.

2 íåäåëÿ Ñ: 17.1(4); 18.1(7, 9); 19.6(4, 20, 25); 18.17(4); 19.29(1)*.

3 íåäåëÿ C: 20.3(4); 20.4(2); 20.8(2); 20.14(9); 20.18.

C: 20.21; 20.22(3); 20.23(4); 20.29; 18.13*.

4 íåäåëÿ Ñ: 15.94; 15.95(1); 21.2; 21.6(5); 21.7(5, 7); 21.12*.

Ñ: 23.8(2, 5); 23.9(2, 3); 23.14(2, 3).

5 íåäåëÿ C: 23.15(1); 23.29(5); 23.30(1); 23.40(1â); 23.44(1).

C: 23.62(3); 23.70(1); Ò.3*.

6 íåäåëÿ Ñ: 23.82(1); 23.83(1).

Ñ: 31.21; 31.31(2); 31.35(1).

50 + 8∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü.

Ñ: 24.14(2)*; 24.20(2, 3); 24.28(2)*; 24.30(7, 19, 30); 24.42(1); 24.55(1).

2. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñ: 24.70; 24.71*; 24.72(2); 24.82(1).

II. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè

Ñ: 32.1(4); 32.2(3); 32.7(2); 15.34; 32.8(9, 12); 32.9(9, 12); 32.15; 32.18(4).

III. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

1. Ìàòðèöà Ãðàìà, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, ïðîåêöèÿ, îðòîãîíàëèçàöèÿ.

Ñ: 25.7; 25.25(2); 26.13(4); 26.14(3); 26.15(2); 26.17(1); 26.27(2); 26.28(1);

26.42(1, 6); 26.44(2); 19.16*.

2. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñàìîñîïðÿæåííûå

è îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñ: 29.5*; 29.7(1)*; 29.14(2); 29.19(1, 7, 11*); 29.37(2)*; 29.47(1); 25.50(2);

29.49*; 29.53(3)*.

Ò.1. ßâëÿþòñÿ ëè ïðåîáðàçîâàíèÿ èç çàäà÷è 23.8(2, 5) à) ñàìîñîïðÿæåííû-

ìè; á) îðòîãîíàëüíûìè?

Ò.2. Ïðåîáðàçîâàíèå φ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 25.7 çàäàíî

ôîðìóëîé:

φ(f)(y) =
1∫

−1

K(x, y)f(x) dx, ãäå K : [−1, 1]× [−1, 1] → R � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà K ïðåîáðàçîâàíèå φ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûì?

3. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ: 32.27(3, 13); 32.39(1); 32.36(3, 4).

IV∗. Òåíçîðû

Ñ: 35.3(6); 35.4(5); 35.8(1); 35.12(2); 36.25(2); 36.35(13); 36.36(1).
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Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

âòîðîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C: 24.14(2)*; 24.20(2, 3); 24.28(2)*; 24.30(7, 19, 30).

2 íåäåëÿ Ñ: 24.42(1); 24.55(1).

Ñ: 24.70; 24.71*; 24.72(2); 24.82(1).

3 íåäåëÿ C: 32.1(4); 32.2(3); 32.7(2); 15.34; 32.8(9, 12); 32.9(9, 12); 32.15;

32.18(4).

4 íåäåëÿ Ñ: 25.7; 25.25(2); 26.13(4); 26.14(3).

Ñ: 26.15(2); 26.17(1); 26.27(2); 26.28(1); 26.42(1, 6); 26.44(2);

19.16*.

5 íåäåëÿ C: 29.5*; 29.7(1)*; 29.14(2); 29.19(1, 7, 11*); 29.37(2)*; 29.47(1).

Ñ: ; 25.50(2); 29.49*; 29.53(3)*; Ò.1; Ò.2.

6 íåäåëÿ Ñ: 32.27(3, 13); 32.39(1); 32.36(3, 4).

Ñ: 35.3(6)*; 35.4(5)*; 35.8(1)*; 35.12(2)*; 36.25(2)*; 36.35(13)*;

36.36(1)*.

43 + 17∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò Þ.Â. Êóçüìåíêî
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿
ôèçòåõ-øêîëà: ÔÐÊÒ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 1
ñåìåñòð: 2

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 2 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò Äèô. çà÷¼ò � 2 ñåìåñòð

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 30 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèë
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Â. Ãîðÿéíîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Âåðîÿòíîñòü. Òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííàÿ ìîäåëü ñîáûòèé. Ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ýëå-

ìåíòû êîìáèíàòîðèêè. Ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà, Ôåðìè�Äè-

ðàêà è Áîçå�Ýéíøòåéíà. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

2. Àëãåáðû ñîáûòèé è ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè. Àëãåáðû ìíîæåñòâ è

ðàçáèåíèÿ. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè íà êîíå÷íîé àëãåáðå ñî-

áûòèé. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ.

3. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü è íåçàâèñèìîñòü. Òåîðåìà óìíîæåíèÿ, ôîð-

ìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ôîðìóëà Áàéåñà. Îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè

ñîáûòèé è êëàññîâ ñîáûòèé. Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè àëãåáð, ïîðîæäåí-

íûõ ðàçáèåíèÿìè.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Ñõåìà Áåðíóëëè.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, îïèñûâàþùåå ñõåìó Áåðíóëëè, è áèíîìè-

àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû Ïóàññîíà è Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà è ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Èíäèêàòîðû è èõ ñâîéñòâà. Îïðå-

äåëåíèå è ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè. Íåçàâèñè-

ìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è êîâàðèàöèÿ. Ñâîéñòâà êî-

âàðèàöèè è êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà. Çàäà-

÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ è óðàâíåíèå ðåãðåññèè. Öåëî÷èñëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

6. Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è îáùàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ, âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû. Ñèãìà-

àëãåáðû ìíîæåñòâ. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

ìíîæåñòâ. Îáùåå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ è ïëîòíîñòü. Ñîâìåñòíûå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü.

Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

7. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ×åáûø¼âà. Ïðàâèëî

òðåõ ñèãì. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Áåðíóëëè è ôîðìå ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà Áåðíøòåéíà î ïðèáëèæåíèè ïîëèíîìàìè íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè.

8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåî-

ðåìà. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ è

òåîðåìà ñõîäèìîñòè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåî-

ðåìà.
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9. Âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåî-

ðåìà î âèäàõ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çà-

êîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà.

10. Öåïè Ìàðêîâà. Óñëîâèÿ ìàðêîâîñòè è îäíîðîäíîñòè â òåðìèíàõ ïå-

ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà �×åïìåíà. Òåîðåìà î

ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòÿõ (ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå).

11. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. Îïèñàíèå ìîäåëè Ãàëüòîíà �Âàòñîíà è ïðîèç-

âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà. Âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà, å¼ âû-

ðàæåíèå ÷åðåç ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ è ñâÿçü ñ êëàññèôèêàöèåé ïðî-

öåññà. Ïðèìåðû ïðîöåññîâ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÷èñëà ïî-

òîìêîâ îò îäíîé ÷àñòèöû â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè.

Ëèòåðàòóðà

1. Çàõàðîâ Â.Ê., Ñåâàñòüÿíîâ Á.À., ×èñòÿêîâ Â.Ï. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. �Ìîñêâà :

Íàóêà, 1983.

2. Ðîçàíîâ Þ.À. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòè-

ñòèêà. � 2-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1989.

3. Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1982.

4. ×èñòÿêîâ Â.Ï. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. � 3-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1987.

5. Øèðÿåâ À.Í. Âåðîÿòíîñòü � 1. Â 2-õ êí. � 3-å èçä. �Ìîñêâà : ÌÖÍÌÎ, 2004.

6. Ôåëëåð Â.Ì. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Â 2-õ òîìàõ/ ïåð. ñ

àíãë. Ò. 1. � 3-å èçä. �Ìîñêâà : Ìèð, 1984.

7. Çóáêîâ À.Ì., Ñåâàñòüÿíîâ Á.À., ×èñòÿêîâ Â.Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèÿ âåðîÿò-

íîñòåé. � 2-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1989.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êîìáèíàöèè ñîáûòèé

Ò.1. Ïóñòü A, B, C � òðè ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáûòèé:

à) ïðîèçîøëî òîëüêî A;

á) ïðîèçîøëè A è B, à C íå ïðîèçîøëî;

â) âñå òðè ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè;

ã) ïðîèçîøëî õîòÿ áû îäíî èç íèõ;

ä) ïðîèçîøëî òîëüêî îäíî èç íèõ;

å) íè îäíî èç íèõ íå ïðîèçîøëî;

æ) ïðîèçîøëî íå áîëåå äâóõ èç íèõ.

Ò.2. Ïóñòü A, B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âñå ñîáûòèÿ X òàêèå, ÷òî

(X ∪A) ∪ (X ∪A) = B.

Ò.3. Ïóñòü A, B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âñå ñîáûòèÿX òàêèå, ÷òî AX = AB.
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Ò.4. Íàéòè ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáûòèé

à) (A∪B)∩ (A∪B); á) (A∪B)∩ (A∪B)∩ (A∪B); â) (A∪B)∩ (B ∪C).

II. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Êîìáèíàòîðèêà. Ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Ò.5. ×òî âåðîÿòíåå, ïîëó÷èòü õîòÿ áû îäíó åäèíèöó ïðè áðîñàíèè ÷åòûðåõ

èãðàëüíûõ êîñòåé èëè õîòÿ áû îäíó ïàðó åäèíèö ïðè 24 áðîñàíèÿõ äâóõ

êîñòåé?

Ò.6. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ïðè ïîäáðàñûâàíèè òð¼õ èãðàëüíûõ êîñòåé 11 î÷-

êîâ âûïàäàþò ÷àùå, ÷åì 12 î÷êîâ.

Ò.7. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò ïîäðÿä äâà ðàçà

îäíîé ñòîðîíîé. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Èñïîëü-

çóÿ ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè, íàéòè:

à) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé;

á) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èòñÿ äî øåñòîãî áðî-

ñàíèÿ;

â) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî áðîñàíèé.

Ò.8. Èç êîëîäû â 52 êàðòû íàóäà÷ó áåðåòñÿ 6 êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ áóäóò ïðåäñòàâèòåëüíèöû âñåõ ÷åòûðåõ ìàñòåé?

Ò.9. ×òî âåðîÿòíåå, âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ïðîòèâíèêà íå ìåíåå òð¼õ

ïàðòèé èç ÷åòûð¼õ èëè íå ìåíåå ïÿòè ïàðòèé èç âîñüìè?

Ò.10. Ðåáåíîê èãðàåò ñ äåñÿòüþ áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè: À, À, À, Å, È, Ê,

Ì, Ì, Ò, Ò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè

áóêâ â ðÿä îí ïîëó÷èò ñëîâî ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ¿?

Ò.11. Ãðóïïà èç 2n äåâóøåê è 2n þíîøåé äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûå ïîäãðóï-

ïû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèò îäèíàêî-

âîå ÷èñëî äåâóøåê è þíîøåé?

Ò.12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äíè ðîæäåíèÿ 12 ÷åëîâåê ïðèõîäÿòñÿ

íà ðàçíûå ìåñÿöû ãîäà.

Ò.13. Â n êîíâåðòîâ ðàçëîæåíî ïî îäíîìó ïèñüìó n àäðåñàòàì. Íà êàæäîì

êîíâåðòå íàóäà÷ó íàïèñàí îäèí èç n àäðåñîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî õîòÿ áû îäíî ïèñüìî ïîéäåò ïî íàçíà÷åíèþ.

Ò.14. Ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà À äî ïóíêòà Â àâòîáóñ ïðîõîäèò çà 2 ìèíó-

òû, à ïåøåõîä� çà 15 ìèíóò. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ àâòîáóñîâ 25 ìèíóò.

Ïåøåõîä â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîäõîäèò ê ïóíêòó À è îòïðàâëÿ-

åòñÿ â Â ïåøêîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïóòè ïåøåõîäà äîãîíèò

î÷åðåäíîé àâòîáóñ.
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Ò.15. Íà îòðåçêå íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåõ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?

Ò.16. Íà ïëîñêîñòü, ðàçëèíîâàííóþ ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè, ðàññòîÿíèå

ìåæäó êîòîðûìè L, áðîñàþò èãëó äëèíû l 6 L. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò ëèíèþ?

Ò.17*. Íà îòðåçîê íàóäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíî îäíó çà äðóãîé áðîñàþò òðè

òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòüÿ ïî ñ÷åòó òî÷êà ïîïàäåò ìåæ-

äó äâóìÿ ïåðâûìè?

III. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ò.18. Òðîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó. Âûèãðûâàåò òîò, ó

êîãî ðàíüøå ïîÿâèòñÿ ¾ãåðá¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà êàæäîãî

èãðîêà.

Ò.19. Ïóñòü A, B è A, C îáðàçóþò ïàðû íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé è C ⊂ B.

Ïîêàæèòå, ÷òî A è B \ C òàêæå íåçàâèñèìû.

Ò.20. Â ÿùèêå íàõîäèòñÿ 10 òåííèñíûõ ìÿ÷åé, èç êîòîðûõ 6 íîâûå. Äëÿ

ïåðâîé èãðû íàóãàä áåðóò äâà ìÿ÷à, êîòîðûå ïîñëå èãðû âîçâðàùàþò â

ÿùèê. Äëÿ âòîðîé èãðû òàêæå íàóãàä áåðóò 2 ìÿ÷à. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî îáà ìÿ÷à, âçÿòûå äëÿ âòîðîé èãðû, íîâûå.

Ò.21. Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé áóêâ: AAAA, BBBB, CCCC, ïðè÷åì àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè

ðàâíû 0,3, 0,4 è 0,3 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî äåéñòâèå øóìîâ íà

ïðèåìíîå óñòðîéñòâî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ïðèåìà êàæ-

äîé èç ïåðåäàííûõ áóêâ äî 0,6, à âåðîÿòíîñòü ïðèåìà ïåðåäàííîé áóêâû

çà äâå äðóãèå óâåëè÷èâàåòñÿ äî 0,2 è 0,2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû

èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áû-

ëà ïåðåäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AAAA, åñëè íà ïðèåìíîì óñòðîéñòâå

ïîëó÷åíî ACAB.

Ò.22. Èìååòñÿ òðè òåëåôîííûõ àâòîìàòà, êîòîðûå ïðèíèìàþò ñïåöèàëü-

íûå æåòîíû. Îäèí èç íèõ íèêîãäà íå ðàáîòàåò, âòîðîé ðàáîòàåò âñåãäà,

à òðåòèé ðàáîòàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Íåêòî èìååò òðè æåòîíà è ïû-

òàåòñÿ âûÿñíèòü, êàêîé èç àâòîìàòîâ èñïðàâíûé (ðàáîòàåò âñåãäà). Îí

äåëàåò ïîïûòêó íà îäíîì èç àâòîìàòîâ, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ íåóäà÷íîé.

Çàòåì ïåðåõîäèò ê äðóãîìó àâòîìàòó, íà êîòîðîì äâå ïîäðÿä ïîïûòêè

îêàçûâàþòñÿ óäà÷íûìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòîò àâòîìàò èñïðàâ-

íûé?

Ò.23. Èç óðíû, ñîäåðæàùåéM áåëûõ è N ÷åðíûõ øàðîâ, óòåðÿíî r øàðîâ.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ áåëîãî øàðà?
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Ò.24. Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåð-

âîé êîñòè âûïàëî 3 î÷êà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà âòîðîé êîñòè âûïàëî

î÷êîâ íå ìåíüøå, ÷åì íà ïåðâîé?

Ò.25. Ïîäâîäíàÿ ëîäêà àòàêóåò êîðàáëü, âûïóñêàÿ ïî íåìó ïîñëåäîâàòåëü-

íî è íåçàâèñèìî îäíó îò äðóãîé n òîðïåä. Êàæäàÿ òîðïåäà ïîïàäàåò â

êîðàáëü ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ïðè ïîïàäàíèè òîðïåäû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
m

çàòîïëÿåòñÿ îäèí èçm îòñåêîâ êîðàáëÿ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ãèáåëè

êîðàáëÿ, åñëè äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàòîïëåíèå íå ìåíåå äâóõ îòñåêîâ.

Ò.26. Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñòðåëüáû ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ñòðåëîê B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 è ñòðåëîê C � ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0,7. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíè, è äâå ïóëè ïîïàëè â

öåëü. ×òî âåðîÿòíåå, ïîïàë C â öåëü èëè íåò?

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ õàðàêòåðèñòèêè

Ò.1. Ïóñòü Sn � ÷èñëî âûïàäåíèé ¾ãåðáà¿ ïðè n áðîñàíèÿõ ìîíåòû. Íàéòè

ESn è DSn.

Ò.2. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ øåñò¼ðêè. Ïóñòü

ξ � ÷èñëî áðîñàíèé. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ξ, Eξ, Dξ. ×åìó

ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ 6 5?

Ò.3. Â N ÿ÷ååê ñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòèñòèêîé Áîçå�Ýéíøòåéíà

(÷àñòèöû íåðàçëè÷èìû è ðàçìåùåíèå áåç îãðàíè÷åíèé) ðàçìåùàþòñÿ n

÷àñòèö. Ïóñòü ξ � ÷èñëî ïóñòûõ ÿ÷ååê. Íàéòè Eξ è Dξ.

Ò.4. Ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ξ1 �÷èñëî î÷êîâ, âûïàâ-

øèõ íà ïåðâîé èãðàëüíîé êîñòè, à ξ2 �íà âòîðîé. Îïðåäåëèì

ξ = max{ξ1, ξ2}, η = min{ξ1, ξ2}. Íàéòè cov(ξ, η).

Ò.5. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ n ðàç. Ïóñòü ξ � ÷èñëî ïîÿâëåíèé

åäèíèöû, à η � ÷èñëî ïîÿâëåíèé øåñò¼ðêè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððå-

ëÿöèè ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ò.6. Ïóñòü ξk, k = 1, 2, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëå-

íèåì Ïóàññîíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå èõ ñóììû è óñëîâíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ξ1, åñëè èçâåñòíà ñóììà ξ1 + ξ2.
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Ò.7. Ïóñòü ξk, k = 1, 2, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå

ëèøü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì P(ξi = n) = pqn; n = 0,

1, . . . ; i = 1, 2; 0 < p < 1; q = 1− p. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ξ1 + ξ2
è óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, åñëè èçâåñòíà ñóììà ξ1 + ξ2.

Ò.8. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-

âèÿìè P(ξη = 0) = 1; P(ξ = 1) = P(ξ = −1) = P(η = 1) = P(η = −1) = 1
4 .

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è êîâàðèàöèþ ýòèõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ò.9. Ïðèâåñòè ïðèìåðû òðåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ξ3, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèÿì:

(a) Eξiξj = EξiEξj , i ̸= j, Eξ1ξ2ξ3 ̸= Eξ1Eξ2Eξ3;

(b) Eξ1ξ2ξ3 = Eξ1Eξ2Eξ3, Eξiξj ̸= EξiEξj , i ̸= j.

Ò.10. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû; ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ fξ(x), à P(η = 0) = P(η = 1) = P(η = −1) = 1
3 . Íàéòè çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ + η.

Ò.11. Â êâàäðàò {(x1, x2): 0 6 xi 6 1; i = 1, 2} íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà.

Ïóñòü ξ1, ξ2 � åå êîîðäèíàòû. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

Ò.12. Òî÷êà (ξ, η) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàäðàòå {(x, y):
0 6 x 6 a, 0 6 y 6 a}. Âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = |ξ − η|.

Ò.13. Òî÷êà (ξ, η) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàäðàòå {(x, y):
0 6 x 6 a, 0 6 y 6 a}. Âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ = min{ξ, η}.

Ò.14. Èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x). Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η = Fξ(ξ).

II. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Öåïè Ìàðêîâà

Ò.15. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ

ïëîòíîñòüþ

fξ(x) =
1

2
e−|x|, −∞ < x < ∞.
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Ñðàâíèòü òî÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P(|ξ| ≥ 4) ñ å¼ îöåíêîé, ïîëó÷åí-

íîé ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà.

Ò.16. Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñóììå î÷êîâ, ïîÿâèâøèõñÿ

ïðè n áðîñàíèÿõ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

×åáûøåâà, îöåíèòü ñâåðõó

P

(∣∣∣∣ξnn − 7

2

∣∣∣∣ > ϵ

)
, ϵ > 0.

Ò.17. Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñóììå î÷êîâ, ïîÿâèâøèõñÿ

ïðè n áðîñàíèÿõ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè. Èñïîëüçóÿ öåíòðàëü-

íóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, âûáðàòü n òàê, ÷òîáû

P

(∣∣∣∣ξnn − 7

2

∣∣∣∣ > 0, 1

)
6 0, 1.

Ò.18. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàåòñÿ 1000 çíàêîâ. Êàæäûé çíàê ìîæåò áûòü

èñêàæåí íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,005. Íàéòè ïðèáëè-

æåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî áóäåò èñêàæåíî íå áîëåå òðåõ

çíàêîâ.

Ò.19. Êíèãà â 500 ñòðàíèö ñîäåðæèò 50 îïå÷àòîê. Èñïîëüçóÿ ñõåìó Áåðíóë-

ëè, îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îïðåäåëåííîé ñòðàíèöå íå ìåíåå

òðåõ îïå÷àòîê. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ïóàññîíîâñêèì ïðè-

áëèæåíèåì ýòîé âåðîÿòíîñòè.

Ò.20. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 000 íîâîðîæäåííûõ áóäåò íå

ìåíåå ïîëîâèíû ìàëü÷èêîâ, åñëè âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà

0,515.

Ò.21. Íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè:

cos t;
1

2
+

cos t

2
+ i

sin t

6
;

1

2− e−it
.

Ò.22. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ òðåóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

fξ(x) =
1

α

(
1− |x|

α

)
1[−α,α](x), α > 0.

Ò.23*. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξλ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðà-

ìåòðîì λ. Íàéòè lim
λ→∞

P
(

ξλ−λ√
λ

6 x
)
.
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Ò.24. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξm,n;

m = 1, 2, . . . , n îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ αne
−αnx, x > 0,

ãäå αn = λn è λ > 0. Íàéòè ïðåäåëüíîå ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn =
n∑

m=1
ξm,n.

Ò.25*. Íàñåëåíèå ðåãèîíà äåëèòñÿ ïî íåêîòîðîìó ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñ-

êîìó ïðèçíàêó íà òðè ïîäãðóïïû. Ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿ-

ìè 0,4; 0,6 è 0,2, ñîîòâåòñòâåííî, îñòàåòñÿ â ñâîåé ïîäãðóïïå, à åñëè íå

îñòàåòñÿ, òî ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäèò â ëþáóþ èç îñòàëüíûõ

ïîäãðóïï. Íàéòè:

à) ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿ ïî äàííîìó ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîìó

ïðèçíàêó â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè, åñëè â íàñòîÿùåì ïîêîëåíèè â 1-îé

ïîäãðóïïå áûëî 20% íàñåëåíèÿ, âî 2-îé ïîäãðóïïå � 30%, è â 3-åé ïîä-

ãðóïïå � 50%;

á) ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî äàííîìó ïðèçíàêó, êîòîðîå íå ìåíÿ-

åòñÿ ïðè ñìåíå ïîêîëåíèé.

Ò.26*. Â áèîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà �Âàòñîíà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

f(x) = px2 + (1− p), 0 < p < 1.

Íàéòè

à) ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêèì,

êðèòè÷åñêèì, íàäêðèòè÷åñêèì;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ n-ãî ïîêîëåíèÿ;

â) âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ â íàäêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå.

Ò.27*. Ïóñòü ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà çà îäèí øàã öåïè Ìàðêîâà ñ

äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè èìååò âèä(
1− α α

β 1− β

)
, 0 6 α, β 6 1.

Íàéòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà n øàãîâ è ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Â. Ãîðÿéíîâ
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1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Âåðîÿòíîñòü. Òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííàÿ ìîäåëü ñîáûòèé. Ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ýëå-

ìåíòû êîìáèíàòîðèêè. Ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà, Ôåðìè�Äè-

ðàêà è Áîçå�Ýéíøòåéíà. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

2. Àëãåáðû ñîáûòèé è ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè. Àëãåáðû ìíîæåñòâ è

ðàçáèåíèÿ. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè íà êîíå÷íîé àëãåáðå ñî-

áûòèé. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ.

3. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü è íåçàâèñèìîñòü. Òåîðåìà óìíîæåíèÿ, ôîð-

ìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ôîðìóëà Áàéåñà. Îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè

ñîáûòèé è êëàññîâ ñîáûòèé. Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè àëãåáð, ïîðîæäåí-

íûõ ðàçáèåíèÿìè.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Ñõåìà Áåðíóëëè.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, îïèñûâàþùåå ñõåìó Áåðíóëëè, è áèíîìè-

àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû Ïóàññîíà è Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà è ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Èíäèêàòîðû è èõ ñâîéñòâà. Îïðå-

äåëåíèå è ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè. Íåçàâèñè-

ìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è êîâàðèàöèÿ. Ñâîéñòâà êî-

âàðèàöèè è êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà. Çàäà-

÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ è óðàâíåíèå ðåãðåññèè. Öåëî÷èñëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

6. Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è îáùàÿ ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ, âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû. Ñèãìà-

àëãåáðû ìíîæåñòâ. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

ìíîæåñòâ. Îáùåå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ è ïëîòíîñòü. Ñîâìåñòíûå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü.

Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

7. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ×åáûø¼âà. Ïðàâèëî

òðåõ ñèãì. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Áåðíóëëè è ôîðìå ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà Áåðíøòåéíà î ïðèáëèæåíèè ïîëèíîìàìè íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè.

8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåî-

ðåìà. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ è

òåîðåìà ñõîäèìîñòè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåî-

ðåìà.
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9. Âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåî-

ðåìà î âèäàõ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çà-

êîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà.

10. Öåïè Ìàðêîâà. Óñëîâèÿ ìàðêîâîñòè è îäíîðîäíîñòè â òåðìèíàõ ïå-

ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà �×åïìåíà. Òåîðåìà î

ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòÿõ (ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå).

11. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. Îïèñàíèå ìîäåëè Ãàëüòîíà �Âàòñîíà è ïðîèç-

âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà. Âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà, å¼ âû-

ðàæåíèå ÷åðåç ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ è ñâÿçü ñ êëàññèôèêàöèåé ïðî-

öåññà. Ïðèìåðû ïðîöåññîâ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÷èñëà ïî-

òîìêîâ îò îäíîé ÷àñòèöû â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êîìáèíàöèè ñîáûòèé

Ò.1. Ïóñòü A, B, C � òðè ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáûòèé:

à) ïðîèçîøëî òîëüêî A;

á) ïðîèçîøëè A è B, à C íå ïðîèçîøëî;

â) âñå òðè ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè;

ã) ïðîèçîøëî õîòÿ áû îäíî èç íèõ;

ä) ïðîèçîøëî òîëüêî îäíî èç íèõ;

å) íè îäíî èç íèõ íå ïðîèçîøëî;

æ) ïðîèçîøëî íå áîëåå äâóõ èç íèõ.

Ò.2. Ïóñòü A, B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âñå ñîáûòèÿ X òàêèå, ÷òî

(X ∪A) ∪ (X ∪A) = B.

Ò.3. Ïóñòü A, B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âñå ñîáûòèÿX òàêèå, ÷òî AX = AB.
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Ò.4. Íàéòè ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáûòèé

à) (A∪B)∩ (A∪B); á) (A∪B)∩ (A∪B)∩ (A∪B); â) (A∪B)∩ (B ∪C).

II. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Êîìáèíàòîðèêà. Ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Ò.5. ×òî âåðîÿòíåå, ïîëó÷èòü õîòÿ áû îäíó åäèíèöó ïðè áðîñàíèè ÷åòûðåõ

èãðàëüíûõ êîñòåé èëè õîòÿ áû îäíó ïàðó åäèíèö ïðè 24 áðîñàíèÿõ äâóõ

êîñòåé?

Ò.6. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ïðè ïîäáðàñûâàíèè òð¼õ èãðàëüíûõ êîñòåé 11 î÷-

êîâ âûïàäàþò ÷àùå, ÷åì 12 î÷êîâ.

Ò.7. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò ïîäðÿä äâà ðàçà

îäíîé ñòîðîíîé. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Èñïîëü-

çóÿ ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè, íàéòè:

à) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé;

á) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èòñÿ äî øåñòîãî áðî-

ñàíèÿ;

â) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî áðîñàíèé.

Ò.8. Èç êîëîäû â 52 êàðòû íàóäà÷ó áåðåòñÿ 6 êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ áóäóò ïðåäñòàâèòåëüíèöû âñåõ ÷åòûðåõ ìàñòåé?

Ò.9. ×òî âåðîÿòíåå, âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ïðîòèâíèêà íå ìåíåå òð¼õ

ïàðòèé èç ÷åòûð¼õ èëè íå ìåíåå ïÿòè ïàðòèé èç âîñüìè?

Ò.10. Ðåáåíîê èãðàåò ñ äåñÿòüþ áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè: À, À, À, Å, È, Ê,

Ì, Ì, Ò, Ò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè

áóêâ â ðÿä îí ïîëó÷èò ñëîâî ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ¿?

Ò.11. Ãðóïïà èç 2n äåâóøåê è 2n þíîøåé äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûå ïîäãðóï-

ïû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèò îäèíàêî-

âîå ÷èñëî äåâóøåê è þíîøåé?

Ò.12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äíè ðîæäåíèÿ 12 ÷åëîâåê ïðèõîäÿòñÿ

íà ðàçíûå ìåñÿöû ãîäà.

Ò.13. Â n êîíâåðòîâ ðàçëîæåíî ïî îäíîìó ïèñüìó n àäðåñàòàì. Íà êàæäîì

êîíâåðòå íàóäà÷ó íàïèñàí îäèí èç n àäðåñîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî õîòÿ áû îäíî ïèñüìî ïîéäåò ïî íàçíà÷åíèþ.

Ò.14. Ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà À äî ïóíêòà Â àâòîáóñ ïðîõîäèò çà 2 ìèíó-

òû, à ïåøåõîä� çà 15 ìèíóò. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ àâòîáóñîâ 25 ìèíóò.

Ïåøåõîä â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîäõîäèò ê ïóíêòó À è îòïðàâëÿ-

åòñÿ â Â ïåøêîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïóòè ïåøåõîäà äîãîíèò

î÷åðåäíîé àâòîáóñ.
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Ò.15. Íà îòðåçêå íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåõ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?

Ò.16. Íà ïëîñêîñòü, ðàçëèíîâàííóþ ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè, ðàññòîÿíèå

ìåæäó êîòîðûìè L, áðîñàþò èãëó äëèíû l 6 L. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò ëèíèþ?

Ò.17*. Íà îòðåçîê íàóäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíî îäíó çà äðóãîé áðîñàþò òðè

òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòüÿ ïî ñ÷åòó òî÷êà ïîïàäåò ìåæ-

äó äâóìÿ ïåðâûìè?

III. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ò.18. Òðîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó. Âûèãðûâàåò òîò, ó

êîãî ðàíüøå ïîÿâèòñÿ ¾ãåðá¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà êàæäîãî

èãðîêà.

Ò.19. Ïóñòü A, B è A, C îáðàçóþò ïàðû íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé è C ⊂ B.

Ïîêàæèòå, ÷òî A è B \ C òàêæå íåçàâèñèìû.

Ò.20. Â ÿùèêå íàõîäèòñÿ 10 òåííèñíûõ ìÿ÷åé, èç êîòîðûõ 6 íîâûå. Äëÿ

ïåðâîé èãðû íàóãàä áåðóò äâà ìÿ÷à, êîòîðûå ïîñëå èãðû âîçâðàùàþò â

ÿùèê. Äëÿ âòîðîé èãðû òàêæå íàóãàä áåðóò 2 ìÿ÷à. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî îáà ìÿ÷à, âçÿòûå äëÿ âòîðîé èãðû, íîâûå.

Ò.21. Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé áóêâ: AAAA, BBBB, CCCC, ïðè÷åì àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè

ðàâíû 0,3, 0,4 è 0,3 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî äåéñòâèå øóìîâ íà

ïðèåìíîå óñòðîéñòâî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ïðèåìà êàæ-

äîé èç ïåðåäàííûõ áóêâ äî 0,6, à âåðîÿòíîñòü ïðèåìà ïåðåäàííîé áóêâû

çà äâå äðóãèå óâåëè÷èâàåòñÿ äî 0,2 è 0,2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû

èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áû-

ëà ïåðåäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AAAA, åñëè íà ïðèåìíîì óñòðîéñòâå

ïîëó÷åíî ACAB.

Ò.22. Èìååòñÿ òðè òåëåôîííûõ àâòîìàòà, êîòîðûå ïðèíèìàþò ñïåöèàëü-

íûå æåòîíû. Îäèí èç íèõ íèêîãäà íå ðàáîòàåò, âòîðîé ðàáîòàåò âñåãäà,

à òðåòèé ðàáîòàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Íåêòî èìååò òðè æåòîíà è ïû-

òàåòñÿ âûÿñíèòü, êàêîé èç àâòîìàòîâ èñïðàâíûé (ðàáîòàåò âñåãäà). Îí

äåëàåò ïîïûòêó íà îäíîì èç àâòîìàòîâ, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ íåóäà÷íîé.

Çàòåì ïåðåõîäèò ê äðóãîìó àâòîìàòó, íà êîòîðîì äâå ïîäðÿä ïîïûòêè

îêàçûâàþòñÿ óäà÷íûìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòîò àâòîìàò èñïðàâ-

íûé?

Ò.23. Èç óðíû, ñîäåðæàùåéM áåëûõ è N ÷åðíûõ øàðîâ, óòåðÿíî r øàðîâ.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ áåëîãî øàðà?
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Ò.24. Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåð-

âîé êîñòè âûïàëî 3 î÷êà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà âòîðîé êîñòè âûïàëî

î÷êîâ íå ìåíüøå, ÷åì íà ïåðâîé?

Ò.25. Ïîäâîäíàÿ ëîäêà àòàêóåò êîðàáëü, âûïóñêàÿ ïî íåìó ïîñëåäîâàòåëü-

íî è íåçàâèñèìî îäíó îò äðóãîé n òîðïåä. Êàæäàÿ òîðïåäà ïîïàäàåò â

êîðàáëü ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ïðè ïîïàäàíèè òîðïåäû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
m

çàòîïëÿåòñÿ îäèí èçm îòñåêîâ êîðàáëÿ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ãèáåëè

êîðàáëÿ, åñëè äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàòîïëåíèå íå ìåíåå äâóõ îòñåêîâ.

Ò.26. Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñòðåëüáû ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ñòðåëîê B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 è ñòðåëîê C � ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0,7. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíè, è äâå ïóëè ïîïàëè â

öåëü. ×òî âåðîÿòíåå, ïîïàë C â öåëü èëè íåò?

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ õàðàêòåðèñòèêè

Ò.1. Ïóñòü Sn � ÷èñëî âûïàäåíèé ¾ãåðáà¿ ïðè n áðîñàíèÿõ ìîíåòû. Íàéòè

ESn è DSn.

Ò.2. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ øåñò¼ðêè. Ïóñòü

ξ � ÷èñëî áðîñàíèé. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ξ, Eξ, Dξ. ×åìó

ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ 6 5?

Ò.3. Â N ÿ÷ååê ñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòèñòèêîé Áîçå�Ýéíøòåéíà

(÷àñòèöû íåðàçëè÷èìû è ðàçìåùåíèå áåç îãðàíè÷åíèé) ðàçìåùàþòñÿ n

÷àñòèö. Ïóñòü ξ � ÷èñëî ïóñòûõ ÿ÷ååê. Íàéòè Eξ è Dξ.

Ò.4. Ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ξ1 �÷èñëî î÷êîâ, âûïàâ-

øèõ íà ïåðâîé èãðàëüíîé êîñòè, à ξ2 �íà âòîðîé. Îïðåäåëèì

ξ = max{ξ1, ξ2}, η = min{ξ1, ξ2}. Íàéòè cov(ξ, η).

Ò.5. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ n ðàç. Ïóñòü ξ � ÷èñëî ïîÿâëåíèé

åäèíèöû, à η � ÷èñëî ïîÿâëåíèé øåñò¼ðêè. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððå-

ëÿöèè ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ò.6. Ïóñòü ξk, k = 1, 2, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëå-

íèåì Ïóàññîíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå èõ ñóììû è óñëîâíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ξ1, åñëè èçâåñòíà ñóììà ξ1 + ξ2.
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Ò.7. Ïóñòü ξk, k = 1, 2, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå

ëèøü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì P(ξi = n) = pqn; n = 0,

1, . . . ; i = 1, 2; 0 < p < 1; q = 1− p. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ξ1 + ξ2
è óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ1, åñëè èçâåñòíà ñóììà ξ1 + ξ2.

Ò.8. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-

âèÿìè P(ξη = 0) = 1; P(ξ = 1) = P(ξ = −1) = P(η = 1) = P(η = −1) = 1
4 .

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è êîâàðèàöèþ ýòèõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ò.9. Ïðèâåñòè ïðèìåðû òðåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ξ3, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèÿì:

(a) Eξiξj = EξiEξj , i ̸= j, Eξ1ξ2ξ3 ̸= Eξ1Eξ2Eξ3;

(b) Eξ1ξ2ξ3 = Eξ1Eξ2Eξ3, Eξiξj ̸= EξiEξj , i ̸= j.

Ò.10. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû; ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ fξ(x), à P(η = 0) = P(η = 1) = P(η = −1) = 1
3 . Íàéòè çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ + η.

Ò.11. Â êâàäðàò {(x1, x2): 0 6 xi 6 1; i = 1, 2} íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà.

Ïóñòü ξ1, ξ2 � åå êîîðäèíàòû. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

Ò.12. Òî÷êà (ξ, η) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàäðàòå {(x, y):
0 6 x 6 a, 0 6 y 6 a}. Âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = |ξ − η|.

Ò.13. Òî÷êà (ξ, η) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàäðàòå {(x, y):
0 6 x 6 a, 0 6 y 6 a}. Âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ = min{ξ, η}.

Ò.14. Èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x). Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η = Fξ(ξ).

II. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Öåïè Ìàðêîâà

Ò.15. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ

ïëîòíîñòüþ

fξ(x) =
1

2
e−|x|, −∞ < x < ∞.
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Ñðàâíèòü òî÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P(|ξ| ≥ 4) ñ å¼ îöåíêîé, ïîëó÷åí-

íîé ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà.

Ò.16. Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñóììå î÷êîâ, ïîÿâèâøèõñÿ

ïðè n áðîñàíèÿõ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

×åáûøåâà, îöåíèòü ñâåðõó

P

(∣∣∣∣ξnn − 7

2

∣∣∣∣ > ϵ

)
, ϵ > 0.

Ò.17. Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñóììå î÷êîâ, ïîÿâèâøèõñÿ

ïðè n áðîñàíèÿõ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè. Èñïîëüçóÿ öåíòðàëü-

íóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, âûáðàòü n òàê, ÷òîáû

P

(∣∣∣∣ξnn − 7

2

∣∣∣∣ > 0, 1

)
6 0, 1.

Ò.18. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàåòñÿ 1000 çíàêîâ. Êàæäûé çíàê ìîæåò áûòü

èñêàæåí íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,005. Íàéòè ïðèáëè-

æåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî áóäåò èñêàæåíî íå áîëåå òðåõ

çíàêîâ.

Ò.19. Êíèãà â 500 ñòðàíèö ñîäåðæèò 50 îïå÷àòîê. Èñïîëüçóÿ ñõåìó Áåðíóë-

ëè, îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îïðåäåëåííîé ñòðàíèöå íå ìåíåå

òðåõ îïå÷àòîê. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ïóàññîíîâñêèì ïðè-

áëèæåíèåì ýòîé âåðîÿòíîñòè.

Ò.20. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 000 íîâîðîæäåííûõ áóäåò íå

ìåíåå ïîëîâèíû ìàëü÷èêîâ, åñëè âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà

0,515.

Ò.21. Íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè:

cos t;
1

2
+

cos t

2
+ i

sin t

6
;

1

2− e−it
.

Ò.22. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ òðåóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

fξ(x) =
1

α

(
1− |x|

α

)
1[−α,α](x), α > 0.

Ò.23*. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξλ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðà-

ìåòðîì λ. Íàéòè lim
λ→∞

P
(

ξλ−λ√
λ

6 x
)
.
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Ò.24. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξm,n;

m = 1, 2, . . . , n îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ αne
−αnx, x > 0,

ãäå αn = λn è λ > 0. Íàéòè ïðåäåëüíîå ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn =
n∑

m=1
ξm,n.

Ò.25*. Íàñåëåíèå ðåãèîíà äåëèòñÿ ïî íåêîòîðîìó ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñ-

êîìó ïðèçíàêó íà òðè ïîäãðóïïû. Ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿ-

ìè 0,4; 0,6 è 0,2, ñîîòâåòñòâåííî, îñòàåòñÿ â ñâîåé ïîäãðóïïå, à åñëè íå

îñòàåòñÿ, òî ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäèò â ëþáóþ èç îñòàëüíûõ

ïîäãðóïï. Íàéòè:

à) ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿ ïî äàííîìó ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîìó

ïðèçíàêó â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè, åñëè â íàñòîÿùåì ïîêîëåíèè â 1-îé

ïîäãðóïïå áûëî 20% íàñåëåíèÿ, âî 2-îé ïîäãðóïïå � 30%, è â 3-åé ïîä-

ãðóïïå � 50%;

á) ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî äàííîìó ïðèçíàêó, êîòîðîå íå ìåíÿ-

åòñÿ ïðè ñìåíå ïîêîëåíèé.

Ò.26*. Â áèîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà �Âàòñîíà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

f(x) = px2 + (1− p), 0 < p < 1.

Íàéòè

à) ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêèì,

êðèòè÷åñêèì, íàäêðèòè÷åñêèì;

á) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ n-ãî ïîêîëåíèÿ;

â) âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ â íàäêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå.

Ò.27*. Ïóñòü ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà çà îäèí øàã öåïè Ìàðêîâà ñ

äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè èìååò âèä(
1− α α

β 1− β

)
, 0 6 α, β 6 1.

Íàéòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà n øàãîâ è ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Â. Ãîðÿéíîâ
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Проректор по учебной работе 

А. А. Воронов 

15 января 2021 г. 

ПРОГРАММА 

по дисциплине: Информатика.  Продвинутый курс 
по направлению подготовки: 03.03.01 «Прикладные математика и физика» 
физтех-школа: ФПМИ, ФРКТ 
кафедра: информатики и вычислительной математики 
курс: 1 
семестр: 2 

Трудоемкость: 

Базовая часть – 4 зачет. ед.; 

лекции: – 30 часов Экзамен – нет 
практические (семинарские) Зачет диф. – 2 семестр 
занятия: – нет 1 контрольная работа 
лабораторные занятия: – 60 часов Самостоятельная работа – 90 часов 

ВСЕГО АУДИТОРНЫХ ЧАСОВ – 90 

Программу составили: старший преподаватель Д. А. Подлесных 

Программа принята на заседании 

кафедры информатики и вычислительной математики 

23 июня 2020 г. 

Заведующий кафедрой, 

доцент, к.ф.-м.н. Н. И. Хохлов 



Представление натуральных чисел.  Системы счисления. Двоичная, 

восьмеричная, шестнадцатеричная. Перевод между ними. Кольца вычетов 

по модулю. 

Представление чисел со знаком.  Дополнительный код. 

Порядок байтов. Порядок от старшего к младшему, от младшего к 

старшему, переключаемый, смешанный. Выравнивание данных. 

Представление чисел с плавающей точкой. Мантисса и порядок. Ма-

шинная точность. Нормализованные числа. Влияние порядка действий на 

результат. 

Архитектура процессора. RISC, CISC,  VLIW, VISC. FPGA. Суперска-

лярная архитектура. Архитектура Load-Store. Принципы фон Неймана. Гар-

вардская архитектура. Микроконтроллеры. 

Регистры процессора.  Регистры общего и специального назначения. 

Флаги (предикаты). 

Команды. Командное слово. Условное исполнение команд. 

Переходы. Безусловные и условные переходы. Ветвления. Циклы. 

Влияние переходов на производительность. 

Процедуры. Соглашение о вызове. Соглашения на примере cdecl, 

fastcall, stdcall, ARM EABI. ABI и API. Соглашение об именовании объек-

тов. Соглашения об обработке исключений. Хранение адреса возврата. Ис-

пользование стека. Пролог и эпилог функции. Стековые фреймы. 

Сложные типы данных. Массивы. Многомерные массивы. 

Оптимизация программ. Использование конвеера. Оптимизирующий 

компилятор. Разворачивание циклов. Изменение порядка операций. Пред-

сказание ветвлений. 

Иерархия памятей. Регистры, кэш. Память с произвольным доступом. 

Энергонезависимая память. Дисковые накопители. Хранение на на магнит-

ных лентах. 

Этапы компиляции. Препроцессирование, компиляция, ассемблиро-

вание, статическая компоновка. Статические и динамические библиотеки. 

Динамическая компоновка и запуск программы. Кросс-компиляция. 

Многопроцессная работа. Виртуальная память. Процессы. Потоки. 

Виртуальная память. Задачи ядра операционной системы. 

Литература 

(Основная) 
1. Брайант Р., О`Халларон Д. Компьютерные системы: архитектура и программиро-

вание. Взгляд программиста. СанктПетербург : “БХВ-Петербург”, 2005. ISBN 5-

94157-433-9. 

(Дополнительная) 

1. Фило В. Теоретический минимум по Computer Science. Все что нужно програм-

мисту и разработчику. СанктПетербург : Питер, 2018. ISBN: 978-5-4461-0587-8. 
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Электронные ресурсы 

1. http://cs.mipt.ru 

2. http://acm.mipt.ru 

3. http://judge.mipt.ru 

4. http://kpm8.mipt.ru 

5.  datalab.vdi.mipt.ru 

6.  bomblab.vdi.mipt.ru 

 

ЗАДАНИЕ 1 

(срок сдачи 15-20 марта) 

Задачи должны быть написаны на С с учётом рекомендаций по стилю 

кода, компилироваться без предупреждений. Valgrind и  address sanitizer не 

должны находить проблем в программе. Проверка осуществляется на си-

стеме ejudge. 

1. Напишите на С программу, которая будет переводить число из десятич-

ной системы счисления в восьмеричную. 

2.  Напишите на С программу, которая будет переводить число из шестна-

дцатеричной системы счисления в двоичную. В числе до миллиона шест-

надцатеричных цифр. 

3.  Напишите на С программу, которая будет выводить запись числа в до-

полнительном коде. 

4. Вычислите экспериментально, сколько бит содержит мантисса каждого 

из чисел с плавающей точкой, доступных на Вашем компьютере. 

5.  Напишите на С программу, которая будет выводить побитовое пред-

ставление числа с плавающей точкой. 

6.  Напишите на С программу, которая будет вычислять сумму чисел с пла-

вающей точкой с максимальной точностью. 

7. Напишите эмулятор RISC-процессора c несколькими регистрами об-

щего назначения и командами сложения и вычитания. 

8. Добавьте к эмулятору флаг и условное исполнение некоторых команд, 

сохранив обратную совместимость. 

9. Напишите на С программу умножения матриц. Экспериментально оце-

ните выигрыш от эффективного использования кэша. 

Дополнения к заданиям для конкретных групп выдаются в виде контестов 

на http://judge.mipt.ru 
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ЗАДАНИЕ 2 

(срок сдачи 2–7 декабря) 

Конкретная архитектура (ARM, x86, x86_64, GPGPU, «Эльбрус» выбира-

ется преподавателем группы. 

1. Напишите на языке ассемблера программу вычисления факториала це-

лого неотрицательного числа. 

2. Напишите на языке ассемблера программу сложения двух векторов с 

насыщением. 

3.  Напишите на языке ассемблера программу, вычисляющую модуль числа 

с плавающей точкой. 

4. Напишите на языке ассемблера функцию, которая вычисляет корни ку-

бического уравнения, коэффициенты передаются в качестве аргументов в 

соответствии с соглашением о вызове для Вашей архитектуры. 

5. Напишите на языке ассемблера функцию, которая вычисляет корни ку-

бического уравнения, коэффициенты передаются в качестве аргументов в 

соответствии с соглашением о вызове для Вашей архитектуры. 

6.  Напишите на языке ассемблера функцию, которая вычисляет сумму 

ряда, значения которого лежат в оперативной памяти. Указатель и количе-

ство чисел передаются в качестве аргументов. 

7. Напишите программу, которая модифицирует исполняемый файл, изме-

нив условие перехода в ветвлении на противоположное. 

8. Напишите программу, которая модифицирует исполняемый файл, изме-

нив условный переход на безусловный. 

9. Выясните, при каком аргументе функция из библиотеки вернёт ненулевое 

значение. 

10. Напишите программу, которая с помощью dlopen выясняет, есть ли в 

системе библиотека с определённым названием. 

11. Выполните лабораторную работу datalab. 

12. Выполните лабораторную работу bomblab. 

Дополнения к заданиям для конкретных групп выдаются в виде контестов 

на http://judge.mipt.ru 
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