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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 01.03.02 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
09.03.01 ¾Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà¿

ôèçòåõ-øêîëà: ÔÏÌÈ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 3
ñåìåñòð: 6

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 3 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 6 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 45 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèë
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Ï. Êîíîâàëîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà. Òåîðåìà Ðèññà�Ôðåøå.

2. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

4. Îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

5. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Òåîðåìà Ôðåä-

ãîëüìà.

6. Èíòåãðàë Ëåáåãà è îñíîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâàõ L1(Rn) è L2(Rn). Ñâ¼ðòêà ôóíêöèé.

7. Ýëåìåíòû íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÊîëìîãîðîâÀ.Í., ÔîìèíÑ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1981.

2. ÕàòñîíÂ., ÏèìÄ. Ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè îïåðàòîðîâ. �

Ìîñêâà : Ìèð, 1983.

3. Êàíòîðîâè÷Ë.Â., Àêèëîâ Ã.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1977.

4. ÃàëååâÝ.Ì., ÒèõîìèðîâÂ.Ì.Êðàòêèé êóðñ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. �Ìîñêâà :

Èçä-âî ÌÃÓ, 1987.

5. ÒðåíîãèíÂ.À., ÏèñàðåâñêèéÁ.Ì., ÑîáîëåâàÒ.Ñ. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî ôóíêöè-

îíàëüíîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1984.

6. ÂëàñîâÂ.Â., ÊîíîâàëîâÑ.Ï., Êóðî÷êèíÑ.Â. Çàäà÷è ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëè-

çó. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2000.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: ÂëàñîâÂ.Â., ÊîíîâàëîâÑ.Ï., Êóðî÷êèíÑ.Â. Çàäà÷è

ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2000.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

1. Ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà Ðèññà�Ôðåøå. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà.

�9: 1, 9.
2. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.

�10: 1, 2, 8, 9.
3. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû, ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

�11: 1, 2, 9, 11.
4. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

�12: 9, 17, 20.
5. Ñïåêòð, ðåçîëüâåíòà.

�7: 1, 7, 12, 13. 4



6. Èíòåãðàë Ëåáåãà

�8: 2, 4, 9, 11; �12: 10, 18.

7. Ýëåìåíòû íåëèíåéíîãî àíàëèçà.

�13: 1; �14: 2, 3.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Ï. Êîíîâàëîâ
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿
ôèçòåõ-øêîëà: ÔÏÌÈ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 3
ñåìåñòð: 6

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: âàðèàòèâíàÿ ÷àñòü � 3 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 6 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 45 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèë
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Ï. Êîíîâàëîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà. Òåîðåìà Ðèññà�Ôðåøå.

2. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

4. Îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

5. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Òåîðåìà Ôðåä-

ãîëüìà.

6. Èíòåãðàë Ëåáåãà è îñíîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâàõ L1(Rn) è L2(Rn). Ñâ¼ðòêà ôóíêöèé.

7. Ýëåìåíòû íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÊîëìîãîðîâÀ.Í., ÔîìèíÑ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1981.

2. ÕàòñîíÂ., ÏèìÄ. Ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè îïåðàòîðîâ. �

Ìîñêâà : Ìèð, 1983.

3. Êàíòîðîâè÷Ë.Â., Àêèëîâ Ã.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1977.

4. ÃàëååâÝ.Ì., ÒèõîìèðîâÂ.Ì.Êðàòêèé êóðñ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. �Ìîñêâà :

Èçä-âî ÌÃÓ, 1987.

5. ÒðåíîãèíÂ.À., ÏèñàðåâñêèéÁ.Ì., ÑîáîëåâàÒ.Ñ. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî ôóíêöè-

îíàëüíîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1984.

6. ÂëàñîâÂ.Â., ÊîíîâàëîâÑ.Ï., Êóðî÷êèíÑ.Â. Çàäà÷è ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëè-

çó. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2000.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: ÂëàñîâÂ.Â., ÊîíîâàëîâÑ.Ï., Êóðî÷êèíÑ.Â. Çàäà÷è

ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2000.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

1. Ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà Ðèññà�Ôðåøå. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà.

�9: 1, 9.
2. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.

�10: 1, 2, 8, 9.
3. Ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû, ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

�11: 1, 2, 9, 11.
4. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

�12: 9, 17, 20.
5. Ñïåêòð, ðåçîëüâåíòà.

�7: 1, 7, 12, 13. 7



6. Èíòåãðàë Ëåáåãà

�8: 2, 4, 9, 11; �12: 10, 18.

7. Ýëåìåíòû íåëèíåéíîãî àíàëèçà.

�13: 1; �14: 2, 3.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ñ.Ï. Êîíîâàëîâ
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿,
19.03.01 ¾Áèîòåõíîëîãèÿ¿

ôèçòåõ-øêîëû: ÔÁÌÔ, ÔÏÌÈ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 3
ñåìåñòð: 6

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 5 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 45 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 6 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 45 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 90 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 105 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèë
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ò.Â. Ìèõàéëîâà

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè.

2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè (â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçîâàííîé çàäà÷è Êîøè), ôîð-

ìóëà Äàëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Íåïðå-

ðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ ôóíêöèé. Ïðèìåð îòñóò-

ñòâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ïðèìåð

Àäàìàðà).

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå äâóõ è òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïëîñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ñâåòîâîé êîíóñ. Ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è Êîøè; åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ (ôîðìóëà Êèðõãîôà). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

(ôîðìóëà Ïóàññîíà, ìåòîä ñïóñêà).

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñëó÷àå äâóõ è òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ. Î äèôôóçèè âîëí. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëü-

íûõ ôóíêöèé.

3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Êëàññû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, ôîðìóëà Ïóàññîíà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü ðåøåíèÿ. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè. Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ¾îáðàò-

íîé¿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

4. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ (ìåòîä èíòåãðàëà ýíåðãèè â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ; ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè). Íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà-

÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé).

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå.

5. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà. Ïîòåíöèàëû. Ôîðìóëû Ãðèíà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òåîðåìû î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà îá óñòðàíåíèè îñîáåííîñòè.

6. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ; íåïðåðûâíàÿ

çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íîé ôóíêöèè.
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â

øàðå.

7. Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà.

Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåé-

ìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â øàðå.

8. Îáëàñòü âíåøíåãî òèïà. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëà-

ñòÿõ âíåøíåãî òèïà.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Ôèçìàò-

ëèò, 2001.

2. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1988.

3. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 4-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1981. 512 ñ.

4. Óðîåâ Â.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÈÔ ßóçà, 1998.

5. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Íà-

óêà, 1997.

6. Îëåéíèê Î.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005.

7. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å. èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1982.

8. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å. èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

9. Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007.

10. Ìèõàéëîâà Ò.Â., Õàñàíîâ À.À. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2020.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â.,

Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å. èçä.

�Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèñòèêè

1. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è óêàçàòü òå ìíîæåñòâà ïëîñêîñòè (x, y), íà

êîòîðûõ îí ñîõðàíÿåòñÿ:

à) yuxx + 2uxy + xuyy − uy = 5x;

á) (x2 + y2 − 1)uxx + xyuyy − ux = 0.

2. Îïðåäåëèòü ïðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α è β òèï óðàâíå-

íèÿ

uxx + 2αuxz + uyy + 4βuyz + 4uzz = 0.

3. 2.1(2).

II. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà â

ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòè

2.11 (6).

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

à) y3uxy − yuyy − 3y5ux + (2 + 3y3)uy = 0, y > 0, x ∈ R1;

u|y=1 = 1 + 3x, uy|y=1 = 3(4 + 3x), x ∈ R1.

á) x2uxx − 9y2uyy + 3xux − 3yuy = 0, x > 1, y > 1;

u|x=y = y2/3, ux|x=y = y−3 + y−1/3, y > 1.

â) x2uxx − xyuxy − 2y2uyy + xux − 2yuy = 9xy2, x > 0, y > 0;

u|x=1 = 3ey, ux|x=1 = −y2.
ã) yuxx + (x− y)uxy − xuyy − ux + uy = 0;

u|y=0 = 2x2, uy|y=0 = 2x, 1 < x < 4.

ä) y4uyy + y2uxy − 2uxx + 2y3uy = 0;

u|y=1 = x2 + 5, uy|y=1 = 2x− 6, 1 < x < 2.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà:

x2uxx − 4y2uyy + xux − 4yuy = 0,
1

x2
< y < x2, x > 0;

u|y= 1
x2

= 1 + 2x4, u|y=x2 = 2 + x4.

3. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü ïëîñêîñòè (x, y), â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè: uyy − uxx = 0;

u|y=0 = u0(x), uy|y=0 = u1(x), 0 < x < 1 ïðè u0(x) ∈ C2(0; 1), u1(x) ∈ C1(0; 1),

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

III. Âîëíîâîå óðàâíåíèå

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:{
4utt = uxx + 4t2 cos 2x, (t, x) ∈ R2,

u|t=0 = ex, ut|t=0 = x2 x ∈ R1.
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2. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

utt = a2uxx, x ∈ R1, t > 0

ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

à) u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = 0;

á) u|t=0 = 0, ut|t=0 = ψ(x),

ãäå φ(x) =
(
1− |x|

l

)
θ(l − |x|), ψ(x) = θ(l − |x|),

l = const > 0, θ(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

Ïîñòðîèòü â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ãðàôèêè ðåøåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè

t =
l

2a
, t =

l

a
, t =

2l

a
.

3. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó íà ïîëóîñè:

à) 21.2, 21.19;

á) utt = uxx + xet, x > 0, t > 0;

u|t=0 = 1 + x, ut|t=0 = 4− 5x, x ≥ 0;

(2u+ ux)|x=0 = (1 + t)et + 2 + t− 3t2, t ≥ 0;

â) 4utt = uxx − 3 sin(x+ t), x > 0, t > 0;

u|t=0 = sinx+ sin 2x, ut|t=0 = 2 + cosx, x ≥ 0;

(ux − 2u)|x=0 = 2− 4t− 2 sin t+ cos t, t ≥ 0;

ã) utt + uxt − 2uxx = 0, x > 0, t > 0;

u|t=0 = shx+ arctg x, ut|t=0 = chx− 2
1+x2 , x ≥ 0;

ux|x=0 = ch t+ 1, t ≥ 0.

4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

à) 12.43(5), 12.44(7);

á) utt = ∆u+ (x2 + y2) sin t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x2 + y2 + z2)5/2 − y2, (x, y, z) ∈ R3;

â) utt = 8∆u+ x, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = ey−z , ut|t=0 = x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3;

ã) utt = ∆u− 81(t+ 1)2 sh(2x− 2y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = (2x+ y − z) cos y, ut|t=0 = x2 − y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3;

ä) utt =
1
5∆u+ 2t2 cos(x+ 2y), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

∆u = uxx + uyy + uzz,

u|t=0 = yz3, ut|t=0 = 1
1+(x−2z)2 , (x, y, z) ∈ R3.

5. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

utt = a2∆u, t > 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3;

u|t=0 = u0(x) = α(r), ut|t=0 = u1(x) = β(r), x ∈ R3;

u0(x) ∈ C3(R3), u1(x) ∈ C2(R3), r =
√
x2 + y2 + z2.

Óêàçàíèå. Èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(x, t) = v(r,t)
r .
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6. Íàéäèòå u(t, 0, 0, 0), t > 0, ãäå u(t, x, y, z) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,

4utt = ∆u, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = 0, ut|t=0 =

{
ln(1 + x2 + y2 + z2), (x, y, z) ∈ G,

0. (x, y, z) ∈ R3 \G,
G={x=(x,y,z): y>0, 0<x<z}.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

1. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè:

à) ut = ∆u+ e−9t cos(2x− y + 2z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = xy2z3 + cos y · sin(x+ y + z), (x, y, z) ∈ R3.

á) ut =
1
4∆u+ t4(x+ 1), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = e2z−z2 · sin(x+ y), (x, y, z) ∈ R3.

â) ut = ∆u+ x2y2 sin t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = xyz cosx.

ã) 13.5(5,7), 13.6(3).

2*. Ïóñòü u(x, t), x ∈ R1, t ≥ 0 � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,

ut − uxx = 0, x ∈ R1, t > 0.

u|t=0 = u0(x), x ∈ R1,

ãäå u0(x) ∈ C(R1), lim
x→−∞

u0(x) = A, lim
x→+∞

u0(x) = B. Íàéòè lim
t→+∞

u(x, t)

ïðè êàæäîì x ∈ R1.

II. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà îòðåçêå. Ìåòîä

Ôóðüå

1. 20.50(1); 20.14(2); 20.3(3).

2. Ðåøèòü ñìåøàííûå çàäà÷è:

à) utt = uxx − 2 cos 3t, t > 0, 0 < x < π;

ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π cos 3t, t ≥ 0;

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ π;

á) ut = uxx + e−9t(2πx+ 1− 9t), 0 < x < π
2 , t > 0;

u|x=0 = te−9t, ux|x=π
2
= π, t > 0;

u|t=0 = πx− sinx, 0 < x < π
2 ;

â) utt − 4uxx = 2x+ 4 cos 2t · sinx, t > 0, 0 < x < π;

u|x=0 = π, u|x=π = πt2, t ≥ 0;

u|t=0 = (π − x)(π2x+ 1), ut|t=0 = 4 sin 2x, 0 ≤ x ≤ π;

ã) utt = uxx − u+ t2 + 2, t > 0, 0 < x < 1;

u|t=0 = sin 3πx, ut|t=0 = x, t ≥ 0;

u|x=0 = t2, u|x=1 = t+ t2, 0 ≤ x ≤ 1.
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III. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

20.18; 20.19; 20.48.

IV. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êðóãå è êîëüöå,

øàðå è øàðîâîì ñëîå

Ðåøèòü êðàåâûå çàäà÷è â R2 (x = r cosφ, y = r sinφ): 16.1 (3). (Ðåøèòü è

âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå ñ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.)

1. ∆u = 1, r < 2; ur|r=2 = 2 sin
(
φ+ π

3

)
+ 1.

2. ∆u = 18
r3 sin 2φ,

1
2 < r < 1;

ur|r=1/2 = 28 sin2 φ, ur|r=1 = 4 cos2 φ+ 5.

3. ∆u = 24x, r < 1; (2u+ ur)|r=1 = 20 sin3 φ.

4. ∆u = − 9
r2 cos 3φ, r > 1; (u− ur)|r=1 = cos3 φ.

5. ∆u = 4 (x−y)2

(x2+y2)3 , 1 < r < 2;

ur|r=1 = 2xy
x2+y2 , (ur + u)|r=2 = (x+y)2

8(x2+y2) .

6. Èññëåäîâàòü, ïðè êàêîì α çàäà÷à Íåéìàíà

∆u = y, r < 2, r =
√
x2 + y2,

ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ

èìååò ðåøåíèå, è íàéòè ýòî ðåøåíèå.

7. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó â R3 (x = r cosφ sin θ, y = r sinφ sin θ, z = r cos θ):

à) ∆u = 1
r4 , r > 2, r =

√
x2 + y2 + z2,

(u− ur)|r=2 = sin θ · cos2 θ
2 · sin

(
π
6 − φ

)
;

á) ∆u = 6z, r < 1, u|r=1 = 2 sin2 φ sin2 θ + cos3 θ.

16.26(3); 16.27(3); 16.28(2); 16.31(1).

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ò.Â. Ìèõàéëîâà
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1. Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè.

2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè (â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçîâàííîé çàäà÷è Êîøè), ôîð-

ìóëà Äàëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Íåïðå-

ðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ ôóíêöèé. Ïðèìåð îòñóò-

ñòâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ïðèìåð

Àäàìàðà).

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå äâóõ è òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïëîñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ñâåòîâîé êîíóñ. Ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è Êîøè; åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ (ôîðìóëà Êèðõãîôà). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

(ôîðìóëà Ïóàññîíà, ìåòîä ñïóñêà).

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñëó÷àå äâóõ è òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ. Î äèôôóçèè âîëí. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëü-

íûõ ôóíêöèé.

3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Êëàññû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, ôîðìóëà Ïóàññîíà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü ðåøåíèÿ. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè. Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ¾îáðàò-

íîé¿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

4. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ (ìåòîä èíòåãðàëà ýíåðãèè â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ; ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè). Íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà-

÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé).

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå.

5. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà. Ïîòåíöèàëû. Ôîðìóëû Ãðèíà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òåîðåìû î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà îá óñòðàíåíèè îñîáåííîñòè.

6. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ; íåïðåðûâíàÿ

çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íîé ôóíêöèè.
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â

øàðå.

7. Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà.

Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåé-

ìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â øàðå.

8. Îáëàñòü âíåøíåãî òèïà. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëà-

ñòÿõ âíåøíåãî òèïà.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Ôèçìàò-

ëèò, 2001.

2. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1988.

3. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 4-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1981. 512 ñ.

4. Óðîåâ Â.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÈÔ ßóçà, 1998.

5. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Íà-

óêà, 1997.

6. Îëåéíèê Î.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005.

7. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å. èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1982.

8. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å. èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

9. Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007.

10. Ìèõàéëîâà Ò.Â., Õàñàíîâ À.À. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2020.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â.,

Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å. èçä.

�Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèñòèêè

1. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è óêàçàòü òå ìíîæåñòâà ïëîñêîñòè (x, y), íà

êîòîðûõ îí ñîõðàíÿåòñÿ:

à) yuxx + 2uxy + xuyy − uy = 5x;

á) (x2 + y2 − 1)uxx + xyuyy − ux = 0.

2. Îïðåäåëèòü ïðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α è β òèï óðàâíå-

íèÿ

uxx + 2αuxz + uyy + 4βuyz + 4uzz = 0.

3. 2.1(2).

II. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà â

ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòè

2.11 (6).

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

à) y3uxy − yuyy − 3y5ux + (2 + 3y3)uy = 0, y > 0, x ∈ R1;

u|y=1 = 1 + 3x, uy|y=1 = 3(4 + 3x), x ∈ R1.

á) x2uxx − 9y2uyy + 3xux − 3yuy = 0, x > 1, y > 1;

u|x=y = y2/3, ux|x=y = y−3 + y−1/3, y > 1.

â) x2uxx − xyuxy − 2y2uyy + xux − 2yuy = 9xy2, x > 0, y > 0;

u|x=1 = 3ey, ux|x=1 = −y2.
ã) yuxx + (x− y)uxy − xuyy − ux + uy = 0;

u|y=0 = 2x2, uy|y=0 = 2x, 1 < x < 4.

ä) y4uyy + y2uxy − 2uxx + 2y3uy = 0;

u|y=1 = x2 + 5, uy|y=1 = 2x− 6, 1 < x < 2.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà:

x2uxx − 4y2uyy + xux − 4yuy = 0,
1

x2
< y < x2, x > 0;

u|y= 1
x2

= 1 + 2x4, u|y=x2 = 2 + x4.

3. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü ïëîñêîñòè (x, y), â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè: uyy − uxx = 0;

u|y=0 = u0(x), uy|y=0 = u1(x), 0 < x < 1 ïðè u0(x) ∈ C2(0; 1), u1(x) ∈ C1(0; 1),

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

III. Âîëíîâîå óðàâíåíèå

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:{
4utt = uxx + 4t2 cos 2x, (t, x) ∈ R2,

u|t=0 = ex, ut|t=0 = x2 x ∈ R1.
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2. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

utt = a2uxx, x ∈ R1, t > 0

ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

à) u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = 0;

á) u|t=0 = 0, ut|t=0 = ψ(x),

ãäå φ(x) =
(
1− |x|

l

)
θ(l − |x|), ψ(x) = θ(l − |x|),

l = const > 0, θ(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

Ïîñòðîèòü â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ãðàôèêè ðåøåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè

t =
l

2a
, t =

l

a
, t =

2l

a
.

3. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó íà ïîëóîñè:

à) 21.2, 21.19;

á) utt = uxx + xet, x > 0, t > 0;

u|t=0 = 1 + x, ut|t=0 = 4− 5x, x ≥ 0;

(2u+ ux)|x=0 = (1 + t)et + 2 + t− 3t2, t ≥ 0;

â) 4utt = uxx − 3 sin(x+ t), x > 0, t > 0;

u|t=0 = sinx+ sin 2x, ut|t=0 = 2 + cosx, x ≥ 0;

(ux − 2u)|x=0 = 2− 4t− 2 sin t+ cos t, t ≥ 0;

ã) utt + uxt − 2uxx = 0, x > 0, t > 0;

u|t=0 = shx+ arctg x, ut|t=0 = chx− 2
1+x2 , x ≥ 0;

ux|x=0 = ch t+ 1, t ≥ 0.

4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

à) 12.43(5), 12.44(7);

á) utt = ∆u+ (x2 + y2) sin t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x2 + y2 + z2)5/2 − y2, (x, y, z) ∈ R3;

â) utt = 8∆u+ x, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = ey−z , ut|t=0 = x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3;

ã) utt = ∆u− 81(t+ 1)2 sh(2x− 2y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = (2x+ y − z) cos y, ut|t=0 = x2 − y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3;

ä) utt =
1
5∆u+ 2t2 cos(x+ 2y), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

∆u = uxx + uyy + uzz,

u|t=0 = yz3, ut|t=0 = 1
1+(x−2z)2 , (x, y, z) ∈ R3.

5. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

utt = a2∆u, t > 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3;

u|t=0 = u0(x) = α(r), ut|t=0 = u1(x) = β(r), x ∈ R3;

u0(x) ∈ C3(R3), u1(x) ∈ C2(R3), r =
√
x2 + y2 + z2.

Óêàçàíèå. Èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(x, t) = v(r,t)
r .
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6. Íàéäèòå u(t, 0, 0, 0), t > 0, ãäå u(t, x, y, z) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,

4utt = ∆u, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = 0, ut|t=0 =

{
ln(1 + x2 + y2 + z2), (x, y, z) ∈ G,

0. (x, y, z) ∈ R3 \G,
G={x=(x,y,z): y>0, 0<x<z}.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

1. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè:

à) ut = ∆u+ e−9t cos(2x− y + 2z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = xy2z3 + cos y · sin(x+ y + z), (x, y, z) ∈ R3.

á) ut =
1
4∆u+ t4(x+ 1), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = e2z−z2 · sin(x+ y), (x, y, z) ∈ R3.

â) ut = ∆u+ x2y2 sin t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = xyz cosx.

ã) 13.5(5,7), 13.6(3).

2*. Ïóñòü u(x, t), x ∈ R1, t ≥ 0 � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,

ut − uxx = 0, x ∈ R1, t > 0.

u|t=0 = u0(x), x ∈ R1,

ãäå u0(x) ∈ C(R1), lim
x→−∞

u0(x) = A, lim
x→+∞

u0(x) = B. Íàéòè lim
t→+∞

u(x, t)

ïðè êàæäîì x ∈ R1.

II. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà îòðåçêå. Ìåòîä

Ôóðüå

1. 20.50(1); 20.14(2); 20.3(3).

2. Ðåøèòü ñìåøàííûå çàäà÷è:

à) utt = uxx − 2 cos 3t, t > 0, 0 < x < π;

ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π cos 3t, t ≥ 0;

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ π;

á) ut = uxx + e−9t(2πx+ 1− 9t), 0 < x < π
2 , t > 0;

u|x=0 = te−9t, ux|x=π
2
= π, t > 0;

u|t=0 = πx− sinx, 0 < x < π
2 ;

â) utt − 4uxx = 2x+ 4 cos 2t · sinx, t > 0, 0 < x < π;

u|x=0 = π, u|x=π = πt2, t ≥ 0;

u|t=0 = (π − x)(π2x+ 1), ut|t=0 = 4 sin 2x, 0 ≤ x ≤ π;

ã) utt = uxx − u+ t2 + 2, t > 0, 0 < x < 1;

u|t=0 = sin 3πx, ut|t=0 = x, t ≥ 0;

u|x=0 = t2, u|x=1 = t+ t2, 0 ≤ x ≤ 1.
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III. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

20.18; 20.19; 20.48.

IV. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êðóãå è êîëüöå,

øàðå è øàðîâîì ñëîå

Ðåøèòü êðàåâûå çàäà÷è â R2 (x = r cosφ, y = r sinφ): 16.1 (3). (Ðåøèòü è

âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå ñ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.)

1. ∆u = 1, r < 2; ur|r=2 = 2 sin
(
φ+ π

3

)
+ 1.

2. ∆u = 18
r3 sin 2φ,

1
2 < r < 1;

ur|r=1/2 = 28 sin2 φ, ur|r=1 = 4 cos2 φ+ 5.

3. ∆u = 24x, r < 1; (2u+ ur)|r=1 = 20 sin3 φ.

4. ∆u = − 9
r2 cos 3φ, r > 1; (u− ur)|r=1 = cos3 φ.

5. ∆u = 4 (x−y)2

(x2+y2)3 , 1 < r < 2;

ur|r=1 = 2xy
x2+y2 , (ur + u)|r=2 = (x+y)2

8(x2+y2) .

6. Èññëåäîâàòü, ïðè êàêîì α çàäà÷à Íåéìàíà

∆u = y, r < 2, r =
√
x2 + y2,

ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ

èìååò ðåøåíèå, è íàéòè ýòî ðåøåíèå.

7. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó â R3 (x = r cosφ sin θ, y = r sinφ sin θ, z = r cos θ):

à) ∆u = 1
r4 , r > 2, r =

√
x2 + y2 + z2,

(u− ur)|r=2 = sin θ · cos2 θ
2 · sin

(
π
6 − φ

)
;

á) ∆u = 6z, r < 1, u|r=1 = 2 sin2 φ sin2 θ + cos3 θ.

16.26(3); 16.27(3); 16.28(2); 16.31(1).

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ò.Â. Ìèõàéëîâà
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ТЕОРИЯ ПОЛЯ
1. Классическая система зарядов в электромагнитном по-

ле.
Скалярный и векторный потенциалы как компоненты 4-вектора.
Электрическое и магнитное поля и их выражения через компо-
ненты 4-потенциала. Калибровочная инвариантность. Лоренцева
калибровка. Уравнения движения заряженной частицы в элек-
тромагнитном поле, сила Лоренца. Гамильтонова форма урав-
нений движения, гамильтониан. Связь обобщенного импульса с
кинематическим.

2. Уравнения Максвелла как обобщение опытных фактов.
Фундаментальные законы Кулона, Био–Савара, Фарадея и их со-
ответствие уравнениям Максвелла. Волновые уравнения, их вид
в лоренцевой и кулоновской калибровках. Энергия электромаг-
нитного поля, закон сохранения энергии, вектор Пойнтинга и
тензор напряжений. Функция Грина волнового уравнения. За-
паздывающие потенциалы.

3. Энергия системы зарядов в электромагнитном поле.
Взаимодействие системы зарядов со статическим электрическим
полем. Разложение энергии взаимодействия по мультиполям, ди-
польный и квадрупольный моменты. Поле, создаваемое системой
зарядов на больших расстояниях, поле диполя и квадруполя.
Взаимодействие систем зарядов, находящихся на больших рас-
стояниях друг от друга. Взаимодействие системы зарядов, совер-
шающей финитное движение с магнитным полем, гиромагнитное
отношение и магнитный момент системы зарядов.

4. Свободное электромагнитное поле.
Решение волновых уравнений свободного электромагнитного по-
ля в виде плоской монохроматической волны, поляризация. Энер-
гия свободного электромагнитного поля. Разложение свободного
поля по нормальным колебаниям – плоским монохроматическим
волнам. Гамильтониан свободного электромагнитного поля.

5. Излучение.
Излучение электромагнитного поля системой зарядов, квазиста-
ционарная и волновая зоны. Электрическое дипольное, квадру-
польное и магнитное дипольное излучение. Потеря энергии си-
стемой зарядов на излучение, сила радиационного трения.
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НАЧАЛА КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ
1. Математический аппарат квантовой механики.

Основные постулаты квантовой механики и их следствия. Век-
торная (дираковская) формулировка. Состояние и пространство
состояний, физические величины (наблюдаемые) и операторы,
полнота описания квантовой системы. Принцип суперпозиции со-
стояний и его статистическая интерпретация. Необходимость пред-
ставления амплитуд вероятности комплексными числами. Ска-
лярное произведение. Ортонормированный базис. Линейные опе-
раторы. Матрицы. Прямое и тензорное произведения. Произве-
дение операторов. Понятие представления, координатное и им-
пульсное представление, волновая функция, матричные элемен-
ты операторов. Задача на собственные значения. Эрмитовское
сопряжение и эрмитовы операторы. Собственные векторы и соб-
ственные значения операторов.

2. Гамильтониан и другие основные операторы
Гамильтоновы системы, классический и квантовый гамильтони-
аны. Уравнение Шредингера. Эволюция физических величин во
времени, скобки Пуассона. Квантовые скобки Пуассона. Комму-
татор операторов. Соответствие между физическими величина-
ми и операторами. Требования к физическим (наблюдаемым) ве-
личинам и их связь с эрмитовыми операторами. Соотношения
неопределенностей для квантовых систем. Постулат коммутаци-
онного соотношения между операторами координаты и импуль-
са. Представление операторов координаты и импульса в коор-
динатном и импульсном представлении. Функция от оператора,
уравнение Шредингера в координатном и импульсном представ-
лении.

3. Некоторые свойства операторов
Эволюция состояния во времени, оператор эволюции. Унитар-
ные операторы. Интегралы движения. Условия одновременной
измеримости физических величин. Интегралы движения и пол-
ный набор физических величин. Вырождение спектра и неодно-
значность выбора представления (способа описания) состояния
квантовой системы. Понятие симметрии.

4. Гармонический осциллятор
Гамильтониан, трехмерный и одномерный гармонические осцил-
ляторы. Осцилляторные единицы энергии, длины и импульса.
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Повышающий â+ и понижающий â операторы и запись с их по-
мощью гамильтониана. Решение задачи в энергетическом пред-
ставлении, энергетический спектр осциллятора и состояния. Со-
отношение неопределенностей для координаты и импульса в ос-
цилляторе и его минимизация в основном состоянии. Понятие ко-
герентного состояния. Состояния осциллятора в координатном и
импульсном представлении.

5. Момент импульса

Изотропия пространства и момент импульса. Оператор поворота
и его связь с оператором импульса. Коммутационные соотноше-
ния для проекций оператора импульса. Собственные состояния
системы, обладающей определенным значением импульса. Значе-
ния, которые может принимать момент импульса. Координатное
представление оператора момента, собственные функции. Полу-
целые значения и понятие спина. Матрицы Паули. Спин 1/2.
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НЕКОТОРЫЕ ФОРМУЛЫ ИЗ КУРСА
МАТЕМАТИКИ

1. Тензорные обозначения и векторный анализ
Правило Эйнштейна: по дважды повторяющимся индексам про-

изводится суммирование.
δαβ — символ Кронекера, абсолютно симметричный тензор второго
ранга.
eαβγ — абсолютно антисимметричный трехмерный тензор третьего
ранга:

eαβγ = −eβαγ = eβγα, e123 = exyz = 1,

eαβγeµνρ = det

 δαµ δαν δαρ
δβµ δβν δβρ
δγµ δγν δγρ

 ,

[a× b]γ = eαβγaαbβ , eαβγeµνγ = δαµδβν − δανδβµ ,

eαβγeµβγ = 2δαµ , eαβγeαβγ = 6 .

Усреднение по единичному радиус-вектору n ≡ r/r:

nα = 0; nαnβ =
1

3
δαβ ; nαnβnγ = 0;

nαnβnγnδ =
1

15
(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) .

Векторный оператор дифференцирования:

∇ =

{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

}
= i

∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
≡ eα

∂

∂xα
,

∆ = (∇ ·∇) =
∂2

∂xα∂xα
, gradφ ≡ ∇φ = eα

∂φ

∂xα
,

div a ≡ (∇ · a) = ∂aα
∂xα

, rota ≡ [∇× a] = eαeαβγ
∂aγ
∂xβ

,

(a ·∇) ≡ ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
+ az

∂

∂z
= aα

∂

∂xα
,

rot rota = grad div a−∆a , div [a× b] = b · rota− a · rotb ,

rot[a× b] = a divb− bdiv a− (a ·∇)b+ (b ·∇)a ,
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grad(a · b) = [a× rotb] + [b× rota] + (a ·∇)b+ (b ·∇)a ,

rot fa = [grad f × a] + frota , div fa = (grad f · a) + fdiv a .

Формулы для величин, содержащих радиус-вектор и его модуль
r ≡ |r| =

√
x2 + y2 + z2:

∇r = r/r ≡ n; ∇f(r) = df/dr · n; div r = 3; rot r = 0;

(a ·∇)r = a; ∇(a · r) = a; rot[a× r] = 2a (a = const).

Лапласиан от сферически-симметричной функции:

∆f(r) =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
≡ 1

r

∂2(rf)

∂r2
.

Теоремы Гаусса и Стокса:∫∫∫
V

div a =

∫∫
S

O (a · dS);
∮
L

(a · dl) =
∫∫

S

(rota · dS) .

Разложение в ряд Тейлора

F(r+ a) = F(r) + (a · ∇)F(r) +
1

2!
(a · ∇)2F(r) + · · · =

=
∞∑

n=0

1

n!
(a · ∇)nF(r) = e(a·∇)F(r) .

2. Преобразование Фурье
(разложение по плоским волнам)

A(k, ω) =

+∞∫∫∫∫
−∞

A(r, t)e−i(kr−ωt) d3r dt ,

A(r, t) =

+∞∫∫∫∫
−∞

A(k, ω)ei(kr−ωt) d
3k dω

(2π)4
.
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3. Разложение плоской волны и кулоновского
потенциала по полиномам Лежандра

eikr = eikr cos θ =

∞∑
l=0

il(2l + 1)jl(kr)Pl(cos θ) ,

1

|R− r|
=

1√
R2 + r2 − 2rR cos θ

=
∞∑
l=0

rl

Rl+1
Pl(cos θ) , (R > r) .

Здесь Pl(x) — полиномы Лежандра, jl(z) — сферические функции Бес-
селя:

jl(z) =

√
π

2z
Jl+1/2(z) .

Ортогональность полиномов Лежандра:

1∫
−1

Pl(x)Pl′(x)dx = δl l′
2

(2l + 1)
, Pl(1) = 1 .

P1(x) = x , P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) , P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x) .

4. Формула Сохоцкого. Дельта-функция

lim
δ→+0

1

x− iδ
= P 1

x
+ iπδ(x) .

b∫
a

f(x) δ(x− x0) dx =

{
f(x0) , a < x0 < b ,
0 , x0 < a , x0 > b ;

δ(x) =

+∞∫
−∞

eikx
dk

2π
, δ(αx) =

1

|α|
δ(x) ,

δ(f(x)) =
∑
n

1

|f ′(xn)|
δ(x− xn) , (f(xn) = 0) .
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5. Функции Грина

Уравнение Пуассона:

∆G(r) = −4πδ(r) , G(r) =
1

r
.

Уравнение Гельмгольца:

(∆ + k2)G(r) = −4πδ(r) , G(r) =
eikr

r
.

Волновое уравнение:

�G(r, t) ≡
(

1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
G(r, t) = 4πδ(r)δ(t) ,

G(r, t) =
δ(t− r/c)

r
.
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ЗАДАНИЕ 1

Упражнения

1. Найдите обратное преобразование Лоренца (обратную матрицу)(
L−1

)i
k

и убедитесь, что

(
L−1

)i
k
=
∂x′

k

∂xi
. (1)

2.C Убедитесь, что два последовательно проведенных преобразова-
ния Лоренца относительно одной и той же оси L̂(β1) и L̂(β2) так-
же определяются матрицей L̂(β ).12 Получите релятивистский за-
кон сложения скоростей. Покажите, что он эквивалентен закону
сложения аргументов гиперболических функций.

3.∗ Покажите, что произведение двух полностью антисимметричных
тензоров можно представить в виде определителя матрицы:

eiklmepqrs = det


δip δiq δir δis
δkp δkq δkr δks
δlp δlq δlr δls
δmp δmq δmr δms

 . (2)

4. Убедитесь в том, что свертка по двум парам индексов двух пол-
ностью антисимметричных тензоров равна:

eikpqelmpq = 2
(
δilδ

k
m − δimδ

k
l

)
. (3)

5. Вычислите свертку
eilmneklmn. (4)

6. Покажите, что надлежащим выбором калибровки всегда можно
положить скалярный потенциал φ = 0, а векторный потенциал
может быть положен равным 0 только в случае статического по-
ля.

7. Запишите в инвариантной форме скалярный потенциал однород-
ного электрического поля E и векторный потенциал однородного
магнитного поля H.
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ЗАДАЧИ

1.C Для нейтрино, образующихся при распаде π-мезонов с энергией
6 ГэВ (масса π-мезона ≈ 140 МэВ, масса мюона ≈ 105 МэВ),
определите энергетический спектр, их максимальную и среднюю
энергии и угловое распределение, если известно, что в системе
покоя π-мезона распад π → µ+ ν происходит изотропно.

2. Используя закон сохранения 4-импульса при столкновении ча-
стиц, определите изменение частоты плоской монохроматической
волны (фотона) при рассеянии ее на электроне на угол θ относи-
тельно первоначального направления распространения k.

3.C Рассмотрите в четырехмерной форме движение релятивистской
заряженной частицы в скрещенных постоянных электрическом
E и магнитном H полях, угол между которыми равен θ. Чему
равна скорость дрейфа в случае E ⊥ H при E < H?

4. Найдите тензор квадрупольного момента равномерно заряжен-
ного эллипсоида вращения с зарядом −Q, в центре которого по-
мещен точечный заряд +Q с полуосями a и b. Полуось a совпа-
дает с осью вращения. Определите электрическое поле на боль-
ших расстояниях, а также энергию взаимодействия эллипсоида с
электрическим диполем d, расположенным на большом расстоя-
нии от него в точке r.

5.C Нерелятивистская частица с массой m и зарядом e, движущаяся
со скоростью v, попадает в однородное магнитное поле H ⊥ v.
Определите изменение энергии частицы во времени и ее траек-
торию.

6. Определить потенциальную энергию взаимодействия двух дипо-
лей с моментами d1 и d2.

7. Заряд электрона распределен в основном состоянии атома водо-
рода с плотностью электронного облака

ρ(r) =
e

πa3
exp

(
−2r

a

)
,

где e — заряд электрона и a ∼ 10−8 см — боровский радиус.
Найти энергию взаимодействия электронного облака с ядром:
а) считая ядро точечным зарядом;
б) считая ядро сферически-симметричным заряженным шаром
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радиуса r0 ∼ 10−13 см с плотностью заряда ρядра(r). Получить
ответ для частного случая равномерно заряженного шара.

8. Определить электрическое и магнитное поля гармонически ко-
леблющегося диполя на расстояниях, много больших размеров
диполя (но необязательно больших длины волны). Исходя из по-
лученного общего результата, рассмотреть предельные случаи
волновой и квазистатической зон.

9. Два одноименных заряда (e1,m1; e2,m2; e1e2 > 0) испытывают
лобовое столкновение. Определить излученную энергию, если за-
дана относительная скорость на бесконечности v∞ ≪ c.

ЗАДАНИЕ 2

Упражнения

1. Найдите операторы, эрмитово сопряженные и обратные по отно-
шению к операторам: a) инверсии Î и б) трансляции T̂a.

2.C Найдите собственные значения и собственные функции опера-
тора инверсии Î.

3.C Найдите собственные значения и собственные функции опера-
тора трансляции T̂a.

4. Убедитесь в справедливости следующих соотношений:[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂,

[
Â, B̂Ĉ

]
= B̂

[
Â, Ĉ

]
+

[
Â, B̂

]
Ĉ.

5. Раскройте следующие коммутаторы:[
x̂α, p̂

2
]
, [U(r), p̂] ,

[
U(r), p̂2

]
,

6. Найдите явный вид оператора eiφÎ .

7. Постройте оператор, соответствующий физической величине φ =

= (rp), где r и p – соответственно радиус-вектор и импульс ча-
стицы.
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8. Воспользовавшись повышающим и понижающим операторами
â+ и â, найдите средние значения операторов x̂2, x̂4 и x̂2k+1 в
n-м стационарном состоянии линейного гармонического осцил-
лятора.

9. Раскройте коммутаторы:

[x̂α, x̂β p̂γ ] , [p̂α, x̂β p̂γ ] , [x̂αp̂β , x̂γ , p̂ν ] ,

10. Раскройте следующие коммутаторы:[
l̂α, x̂β

]
,

[
l̂α, p̂β

]
,

[
l̂α, r̂

2
]
,

[
l̂α, (r̂p̂)

]
,[

l̂α, f(r)
]
,

[
l̂z, f(ρ)

]
, ρ =

√
x2 + y2.

11. Воспользовавшись явным видом матриц Паули, докажите спра-
ведливость следующих соотношений:

σkσl = δkl + ieklmσm,

(σa)(σb) = (ab) + i(σ[a× b]),

где a и b – произвольные векторы.

ЗАДАЧИ

1. Частица массы m совершает финитное движение в одномерной
“прямоугольной” потенциальной яме конечной глубины:

U(x) =

{
−U0, |x| < a,
0, |x| > a.

Найдите уровни энергии En и волновые функции ψn(x) стацио-
нарных состояний. Исследуйте, существуют ли связанные состо-
яния в “прямоугольной” потенциальной яме фиксированной ши-
рины 2a, если U0 → 0. Согласуется ли результат с соотношением
неопределенностей?

Воспользуйтесь полученными результатами для оценки числа
уровней электрона в металлическом образце (глубина потенциа-
ла U0 = 10 эВ примерно равна работе выхода), если ) a = 0.1 нм
(“атом”); б) a = 10 нм (“наночастица”); в) a = 1 см (“макроскопи-
ческий образец”).
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2. Найдите уровни энергии и волновые функции стационарных со-
стояний для частицы массы m в одномерной потенциальной яме
следующего вида:

U(x) =

 +∞, x < 0,
−U0, 0 < x < a,
0, x > a.

Что здесь можно сказать о связанных состояниях при фиксиро-
ванном a и U0 → 0?

3. Частица массы m свободно движется вдоль оси x с энергией E и
в области x > 0 попадает в область действия потенциала, кото-
рый имеет вид: а) прямоугольной потенциальной ямы ширины a
и глубины U0, б) прямоугольного потенциального барьера шири-
ны a и высоты U0. Найдите коэффициенты прохождения T (E) и
отражения R(E) частицы от указанных потенциалов; нарисуйте
графики. Существуют ли энергии, при которых ямы и барьеры
полностью прозрачны для падающих частиц? Если “да”, то сфор-
мулируйте, чем определяются эти энергии.

В случае потенциальной ямы предложите способ оценки энергии
E0, выше которой квантовые ответы практически совпадают с
классическими. Какова эта энергия при прохождении электрона
сквозь наноскопический слой металла: a = 10 нм и U0 = 10 эВ?

4.C Частица массы m совершает финитное движение в одномерной
модельной потенциальной яме, вид которой может быть пред-
ставлен δ-функцией:

U(x) = −~2κ0

m
δ(x),

где κ0 – параметр ямы. Покажите, что в этой яме имеется толь-
ко одно связанное состояние; найдите энергию уровня и волно-
вую функцию частицы в координатном представлении. Вычис-
лите ⟨x⟩, ⟨x⟩, ⟨(∆x)2⟩ и ⟨(∆p)2⟩ в этом состоянии.

5.∗ Как выглядит стационарное уравнение Шредингера в задаче 4 в
импульсном представлении? Найдите решение этого уравнения,
описывающее связанное состояние частицы. Преобразуйте най-
денную волновую функцию частицы в импульсном представле-
нии в волновую функцию в координатном представлении и удо-
стоверьтесь в правильности ответа.
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6.C Частица массы m совершает финитное движение в одномерном
потенциальном поле вида

U(x) = −~2κ0

m
(δ(x+ a) + δ(x− a)) ,

где κ0 – параметр потенциала. Найдите энергии уровней и вол-
новые функции стационарных состояний. Как зависит число свя-
занных состояний от параметров a и κ0?

Рассматривая эту задачу как модель молекулярного иона водо-
рода H2, исследуйте зависимость энергий уровней от a при фик-
сированном κ0.

Покажите, что в случае κ0a≫ 1 связанные состояния представ-
ляют собой дублет близко расположенных уровней. В этом же
пределе κ0a ≫ 1 найдите вероятность нахождения частицы в
момент t в правой яме (x = a), если при t = 0 она находилась в
левой яме (x = −a).

7.C Частица массы m движется в одномерном периодическом поле
вида

U(x) = −~2κ0

m

n=∞∑
n=−∞

δ(x− na),

где κ0 и a – параметры потенциала. Исследуйте, при каких от-
рицательных и положительных энергиях E частицы такое дви-
жение возможно. Покажите, что имеются зоны “разрешенных” и
“запрещенных” энергий.

Исследуйте, что происходит с шириной зон в предельных случаях
κ0a≫ 1 (сильная связь) и κ0a≪ 1 (слабая связь).

8. Частица массы m свободно движется вдоль оси x с энергией E и
попадает в область действия δ-потенциала (см. задачу 4). Найди-
те коэффициенты прохождения T (E) и отражения R(E) части-
цы; нарисуйте графики.

9.C Частица массыm находится в связанном состоянии в δ-потенциа-
ле (см. задачу 4). В момент t = 0 происходит мгновенное изме-
нение параметра ямы от κ0 до κ1. Найдите вероятность “иониза-
ции”. Обсудите эволюцию волновой функции частицы сразу по-
сле ионизации в случае, когда κ1 = 0.

37



10.∗ Частица массы m движется в трехмерной потенциальной яме с
“плоским” дном и бесконечно высокими стенками:

U(r) =

{
0, r < a,
∞, r > a.

Найдите уровни энергии и волновые функции стационарных со-
стояний.

11.∗ Частица массы m движется в мелкой двумерной потенциальной
яме с “плоским” дном:

U(ρ) =

{
−U0, ρ < a,
0, ρ > a.

Покажите, что при сколь угодно малом U0 существует связан-
ное стационарное состояние частицы в этом потенциале. Найдите
энергию этого состояния.

Существует ли аналогичное связанное состояние в мелкой трех-
мерной потенциальной яме с “плоским” дном? Если “нет”, то ка-
ким должно быть U0 для появления связанного состояния?

12. Постройте матрицы операторов углового момента ĵx, ĵy, ĵz, а
также ĵ2, ĵ+ и ĵ− для квантовой системы с угловым моментом
j = 1. Как выглядят собственные векторы операторов ĵ2 и ĵz?

1-я контрольная и сдача 1-го задания:
15.03 — 22.03.2021 г.

2-я контрольная и сдача 2-го задания:
11.05 — 18.05.2021 г.
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