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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿
ôèçòåõ-øêîëà: ÔÝÔÌ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 3
ñåìåñòð: 6

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 4 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 45 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 6 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 75 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 75 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèë
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Â.Â. Øàíüêîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

2. Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì íåïðåðûâ-

íûì ÿäðîì.

3. Ëåììà îá ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûì ÿä-

ðîì èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Òåîðåìû Ôðåä-

ãîëüìà.

4. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ âåùåñòâåííûì ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�

Øìèäòà.

5. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

Å¼ ñâîéñòâà. Ñâåäåíèå çàäà÷èØòóðìà�Ëèóâèëëÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ.

6. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷èØòóðìà�

Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà Ñòåêëîâà. Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

7. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ â âèäå ñòåïåííî-

ãî ðÿäà. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ðåêêóðåíòíûå

ñîîòíîøåíèÿ.

8. Ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè è ñâîéñòâà íóëåé ôóíêöèé Áåññåëÿ. Àñèìïòî-

òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ.

9. Ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ êðóã-

ëîé ìåìáðàíû, çàêðåïëåííîé ïî êðàþ.

10. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â R3. Îñíîâíàÿ èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà. Òåîðåìà

î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà (ñòðîãèé).

11. Îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Åäèíñòâåííîñòü ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå.

12. Ïðàâèëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âíóòðåí-

íîñòè çàäà÷è Íåéìàíà. Íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåé-

ìàíà.

13. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè Ãðèíà. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ øàðà, ôîðìóëà Ïóàññîíà.

14. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ øà-

ðà.

15. Îáúåìíûé ïîòåíöèàë, åãî ñâîéñòâà. Ïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà. Ïîòåíöèàë

ïðîñòîãî ñëîÿ, åãî ñâîéñòâà. Ðàçðûâ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðîñòîãî

ñëîÿ.



16. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ, íåïðåðûâíîñòü íà ïîâåðõíîñòè. Ðàçðûâ ïîòåí-

öèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

17. Ñâåäåíèå êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì. Ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1988.

2. ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ., ÆàðèíîâÂ.Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà :

Ôèçìàòëèò, 2000

3. ÌèõàéëîâÂ.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1988.

4. ÌèõàéëîâÂ.Ï. Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Ôèçìàò-

ëèò, 2001.

5. ÑîáîëåâÑ.Ë. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 7-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1992.

6. ÒèõîíîâÀ.Í., ÑàìàðñêèéÀ.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Íàó-

êà, 1997.

7. ÓðîåâÂ.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÈÔ ßóçà, 1998.

8. ÌàñëåííèêîâàÂ.Í. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. �

Ìîñêâà : Èçä-âî ÐÓÄÍ, 1997.

9. ØóáèíÌ.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÖÍÌÎ,

2001.

10. ÎëåéíèêÎ.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å èçä. �Ìîñêâà :

ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Âàøàðèí À.À., Êàðèìîâà Õ.Õ.,

Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ñèäîðîâ Þ.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêè. � 4-å èçä., èñïðàâë. è äîï. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.



ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ôóíêöèè Áåññåëÿ è èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äëÿ êðóã-

ëîé ìåìáðàíû. Ìåòîä Ôóðüå

20.23(2); 20.38; 20.60(2).

1. Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è, ñ÷èòàÿ, ÷òî f(r) è g(r) � ãëàäêèå ôóíêöèè

íà ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêàõ, (r, φ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (x, y):

à) ut = ∆u− 8u+ 4tf(r) cosφ, 0 < r < 6, 0 ≤ φ < 2π, t > 0,

u|t=0 = g(r) cos 3φ, 0 < r < 6, 0 ≤ φ < 2π,

|u|r=0| < ∞, u|r=6 = 0, 0 ≤ φ < 2π, t > 0;

á) 4utt = ∆u+ f(r) sin2 2φ, 0 < r < 1, 0 ≤ φ < 2π, t > 0,

u|t=0 = g(r) cos 2φ, ut|t=0 = J0(µ0,3r), 0 < r < 1, 0 ≤ φ < 2π,

|u|r=0| < ∞, u|r=1 = 0, 0 ≤ φ < 2π, t > 0,

ãäå µkj � j-é ïî ïîðÿäêó ïîëîæèòåëüíûé íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ

Jk, k ∈ 0,∞, j ∈ N.

2. Íàéòè ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ êðóãà

utt = ∆u+ sinµ0,1t, r < 1, 0 ≤ φ < 2π, t > 0;

u|t=0 = J0 (µ0,1r) , ut|t=0 = 0, r < 1, 0 ≤ φ < 2π;

u|r=1 = 0, 0 ≤ φ < 2π, t > 0;

ãäå µ01 � ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé íîëü ôóíêöèè Áåññåëÿ.

3. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ êðóãà:

ut = ∆u+ y + e−µ2
0,2tJ0(µ0,2r), x2 + y2 < 1, t > 0;

u|t=0 = J2(µ2,3r) cos(2φ− π

6
), x2 + y2 < 1;

u|r=1 = ty, x2 + y2 = 1 t > 0;

ãäå r =
√
x2 + y2 è φ = φ(x, y) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè (x, y),

φ(0, 0) = 0, µn,i − i-òûé ïîëîæèòåëüíûé íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn(ρ).

II. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

(5.22); 5.23(5); 5.24(2); 5.25(2).



4. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà è ðåøèòü

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ λ, a, b óðàâíåíèå

φ(x) = λ

∫ π/2

−π/2

(|y| sin |x|+ |x|y)φ(y) dy + a|x|+ bx.

5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

φ(x) = λ

∫ 1

−1

(
xex

2

cos3 t+
1− cosx

x
et

2

)
φ(t) dt+ f(x).

Ïðè êàêèõ f(x) ∈ C [−1; 1] è λ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò? Êàêîâî ìíîæåñòâî

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ñîïðÿæåííîãî ÿäðà?

6. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, à òàêæå òî çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðîì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

φ(x) = λ

∫
|y|<1

(
6|x|2 − 2|y|2

)
φ(y) dy + |x|2 + α,

|x| < 1, x = (x1, x2), y = (y1, y2)

ðàçðåøèìî äëÿ ëþáûõ λ. Íàéòè ðåøåíèÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèè α.

5.34; 5.41(2); 5.44*.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

15.4(8); 15.6(3); 15.15(6,7); 15.17.

1. Ñâåñòè ê èíòåãðàëüíîìó âèäó çàäà÷è:

à) e2x(y′′ − 4y′ + 3y) = λy, 0 < x < ln 2, y′(0)− y(0) = 0, y′(ln 2) = 0;

á) −(x+1)2y′′−3(x+1)y′ = λy+f(x), 0 < x < 1, y′(0) = αy(0), y′(1) = 0,

ãäå α ≥ 0, f � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèÿ.

II. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà â êðóãîâûõ îáëàñòÿõ. Ìåòîä

Ôóðüå

16.1(3); 16.2(3).

2. Ðåøèòü êðàåâûå çàäà÷è:

à) ∆u = 12x, r =
√
x2 + y2, 1 < r < 2,

u|r=1 = 2 cos3 φ+ 1− sinφ cosφ,

u|r=2 = 16 cos3 φ− 4 sinφ cosφ;



á) ∆u = 4
(x− y)2

x2 + y2
, 1 < r < 2, r =

√
x2 + y2,

(2u− ur)|r=1 =
2xy

x2 + y2
, ur|r=2 =

8x2

x2 + y2
.

3. à) Â êðóãå r < 2 èññëåäîâàòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α çàäà÷à Íåéìàíà

∆u = y, ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ

èìååò ðåøåíèå, è íàéòè ýòî ðåøåíèå.

á) Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

∆u =
3(x2 − y2) + y

(x2 + y2)5/2
, r > 1, 0 ≤ φ ≤ 2π;

ur|r=1 = −2 sinφ+ 4 sin 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

III. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

16.26(2); 16.28(2); 16.30(7); 16.31(1); 16.24*.

4. Äëÿ øàðà D : x2 + y2 + z2 < 4 íàéòè âñå ôóíêöèè u ∈ C2(D) ∩ C1(D̄),

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ ∆u = 0, (x, y, z) ∈ D è ãðàíè÷íîìó óñëî-

âèþ
(
u+

∂u

∂n̄

)∣∣∣
x2+y2+z2=1

= xz2, x2+y2+z2 < 4, ãäå n̄ � âíåøíÿÿ íîðìàëü

ê ãðàíèöå îáëàñòè D.

5. Äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ D : 1 < x2 + y2 + z2 < 4 íàéòè âñå ôóíêöèè

u ∈ C2(D) ∩ C1(D̄), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ∆u = 0, (x, y, z) ∈ D,

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
(
u +

∂u

∂n̄

)∣∣∣
x2+y2+z2=1

= y, x2 + y2 + z2 = 1,

∂u

∂n̄

∣∣∣
x2+y2+z2=4

= 0, x2 + y2 + z2 = 4, ãäå n̄ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðà-

íèöå îáëàñòè D.

IV. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå

17.1(1,2); 17.2(2); 17.4(1); 17.11*; 17.12(3); 17.15(4).

V. Ïîòåíöèàëû

18.6(1); 18.16; 18.18(4); 18.19(1); 18.20; 18.22(3); 18.43*.

Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ê.ô.-ì. í., äîöåíò Â.Â. Øàíüêîâ

ñò. ïðåïîäàâàòåëü Ñ.È. Êîëåñíèêîâà
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VII. Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ).  

Задача Коши (расчёты химических реакций, электриче-

ских цепей).*1  
Понятия о жёстких уравнениях и системах ОДУ. А-устойчивые схе-

мы. Функции и области устойчивости наиболее употребительных 

разностных схем. 

 

VIII.  ОДУ. Краевые задачи (стационарные задачи диффузии 

вещества, теплопроводности). 

Численные методы решения краевых задач: 

1) метод численного построения общего решения; 

2) метод прогонки; 

3) метод стрельбы; 

4) метод квазилинеаризации; 

5) вариационные методы: 

    а) Ритца; 

    б) Галёркина; 

    в) интегро-интерполяционный. 

 

IX.       Задачи на собственные значения (проблема устойчивости 

          конструкций и оболочек).  

Задачи на собственные значения. Численные методы решения задачи   

Штурма—Лиувилля. 

 

        X.       Разностные схемы для уравнений с частными производны- 

              ми (задачи переноса излучения, динамики разреженного газа).  
 Примеры разностных схем для уравнений с частными производными 

Аппроксимация. Устойчивость. Сходимость. Методы построения ап-

проксимирующих разностных схем. Спектральный признак устойчи-

вости разностной задачи Коши. Принцип замороженных коэффици-

ентов. 

 

          XI.     Уравнения и системы уравнений с частными производны-   

                  ми гиперболического типа (задачи акустики, газодинамики,  

                  механики сплошных сред). 
 Характеристические свойства уравнений. Численные методы реше-

ния уравнений переноса, волнового уравнения и систем уравнений 

                                                 
        1 Знаком * помечены пункты вариативной части программы. 



 

 

*акустики, *газодинамики. Корректная постановка начальных и крае-

вых условий. 

 

 

XII.         Численные методы решения эллиптических уравнений с  

           частными производными (потенциальное течение жидкоc- 

           ти, квазистационарные электромагнитные поля ).  
Метод установления для численного решения стационарных уравне-

ний. *Конечные ряды Фурье. Условия сходимости. *Чебышевский 

набор итерационных параметров. *Попеременно-треугольный метод. 

*Метод конечных элементов. 

XIII.     Многомерные уравнения с частными производными 

параболического типа (задачи теплопроводности, диффу-

зии вещества в механике сплошных сред и физике плаз-

мы).  
Линейные и квазилинейные уравнения. Явные и неявные разностные 

схемы, особенности их алгоритмической реализации. Экономичные 

методы. Метод дробных шагов. 

 

                                                      Литература 

 
Основная 

1.*Упражнения и задачи контрольных работ по вычислительной математике. Ч. II 

/ под ред. В.В. Демченко. –  Изд. 2-е перераб. и доп.  – Mосква : МФТИ, 2019. 

 2.** Демченко В.В. Вычислительный практикум по прикладной математике. – 

Москва :  МФТИ, 2007. – 196 с. 

3.*** Сборник задач для упражнений по курсу вычислительной математики / под 

ред. В.С. Рябенького.  – Москва : МФТИ, 1996. 

4. Рябенький В.С. Введение в вычислительную математику. –  Москва : Наука–

Физматлит, 1994. – 335 с.; 3-е изд. – Москва : Физматлит, 2008. – 288 с. 

(Физтеховский учебник). 

5. Годунов С.К., Рябенький В.С. Разностные схемы. – Москва : Наука, 1977. – 400с. 

6. Демидович Б.П., Марон И.А., Шувалова Э.З. Численные методы анализа. – 

Москва : Физматгиз., 1963.  – 400 с.  

7. Хайрер Э., Ваннер Г. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Жёсткие и дифференциально-алгебраические задачи. – Москва : Мир, 1999. – 685 с. 

 

Дополнительная 

1. Самарский А.А. Теория разностных схем. – Москва : Наука, 1977. – 656 с. 

2. Марчук Г.И.  Методы вычислительной математики. – Москва : Наука, 

1980. – 608 с. 

3. Самарский А.А., Николаев Е.С. Методы решения сеточных уравнений. – Москва 

: Наука–Физматлит, 1978. –592 с. 



 

 

4. Демченко В.В. Уравнения и системы уравнений с частными производными пер-

вого порядка. – 2 изд. – Москва : МФТИ, 2004. – 116 с. 

 

 

 
   1-я контрольная работа — первая половина марта 

 

 

ЗАДАНИЕ 1 (срок сдачи — вторая декада марта)      

По1*:7.1.2.;7.1.13.;7.1.20.;7.2.1.;7.2.5.;8.1.1.;8.1.2.;8.2.2.;8.3.2.;8.5.2.;8.5.4; 

8.6.2.;9.2.;9.12.;9.17. 

 

16.** Задача дается преподавателем для практического решения на ЭВМ. 

 

          2-я контрольная работа — первая половина мая 

 

           ЗАДАНИЕ 2  (срок сдачи — первая декада мая) 

 

По 1*: 10.1.2.; 10.1.11.; 10.1.15.; 10.2.2.; 10.2.12; 10.2.20.; 11.1.8; 11.2.1; 

11.2.16;11.3.1; 12.3.8;13.2.1. 

 

По 3***: VIII.1, VIII.2, VIII.4, VIII.5, VIII.6, VIII.7, IX.1, IX.4. 

21**, 22**. Задачи даются преподавателем для практического решения на 

ЭВМ.     
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Принципы квантовой механики. Одночастичные системы

1. Постулаты квантовой механики. Векторная (дираковская)
формулировка

Состояние и пространство состояний, физические величины (на-
блюдаемые) и операторы, принцип суперпозиции, полнота описа-
ния квантовой системы, уравнение Шредингера. Понятие пред-
ставления, координатное и импульсное представление, волновая
функция, матричные элементы операторов. Задача на собствен-
ные значения. Эрмитовское сопряжение и эрмитовы операторы,
свойства их собственных векторов.

2. Гамильтониан и другие основные операторы

Гамильтоновы системы, классический и квантовый гамильтони-
аны. Эволюция физических величин во времени, скобки Пуас-
сона. Квантовые скобки Пуассона – коммутаторы. Соответствие
между физическими величинами и операторами. Соотношения
неопределенностей для квантовых систем. Постулат коммутаци-
онного соотношения между операторами координаты и импуль-
са. Представление операторов координаты и импульса в коор-
динатном и импульсном представлении. Функция от оператора,
уравнение Шредингера в координатном и импульсном представ-
лении.

3. Некоторые свойства операторов

Эволюция состояния во времени, оператор эволюции. Интегра-
лы движения. Условия одновременной измеримости физических
величин. Интегралы движения и полный набор физических вели-
чин. Вырождение спектра и неоднозначность выбора представле-
ния (способа описания) состояния квантовой системы. Понятие
симметрии.

4. Волновая функция

Волновая функция как координатное представление состояния.
Физический смысл и свойства волновой функции. Граничные
условия для связанных состояний и инфинитного движения. Урав-
нение непрерывности. Плотность вероятности и плотность пото-
ка вероятности. Теоремы Эренфеста. Общие свойства одномер-
ного движения. Невырожденность дискретного спектра, осцил-
ляционная теорема.



5. Гармонический осциллятор как одна из точно решаемых
моделей

Гамильтониан, трехмерный и одномерный гармонические осцил-
ляторы. Осцилляторные единицы энергии, длины и импульса.
Повышающий â+ и понижающий â операторы и запись с их по-
мощью гамильтониана. Решение задачи в энергетическом пред-
ставлении, энергетический спектр осциллятора и состояния. Со-
отношение неопределенностей для координаты и импульса в ос-
цилляторе и его минимизация в основном состоянии. Понятие ко-
герентного состояния. Состояния осциллятора в координатном и
импульсном представлении.

6. Момент импульса

Изотропия пространства и момент импульса. Оператор поворота
и его связь с оператором импульса. Коммутационные соотноше-
ния для проекций оператора импульса. Собственные состояния
системы, обладающей определенным значением импульса. Значе-
ния, которые может принимать момент импульса. Координатное
представление оператора момента, собственные функции. Полу-
целые значения и понятие спина.

7. Центральное поле и атом водорода

Задача двух тел в классической и квантовой механике. Гамиль-
тониан системы в случае центрального взаимодействия. Разде-
ление радиальных и угловых переменных в сферической системе
координат. Угловая часть волной функции и собственная функ-
ция оператора момента импульса. Вырождение энергетического
спектра частицы в центральном поле. Кулоновское поле и атом
водорода. Кулоновская и атомная система единиц. Энергетиче-
ские спектр и состояния атома водорода, вырождение спектра
водородоподобного атома. Классификация состояний атома во-
дорода и частицы в произвольном центральном поле.

Приближенные методы квантовой механики

1. Квазиклассическое приближение

Действие в классической механике и уравнение Гамильтона–Яко-
би. Волновая функция стационарного состояния и ее выражение
через квантовое действие. Уравнение для квантового действия,
квазиклассическое разложение по степеням ~. Критерии приме-
нимости квазиклассического приближение, классически разре-



шенные и запрещенные области, вид волновой функции. Пра-
вило квантования Бора–Зоммерфельда и проникновение через
потенциальный барьер. Понятие квазистационарных состояний,
описание распада в квантовой механике.

2. Стационарная теория возмущений
Постановка задачи теории возмущений, стационарный случай.
Функция Грина стационарного уравненияШредингера и ряд ста-
ционарной теории возмущений. Поправки к состояниям и уров-
ням энергии дискретного спектра. Случай вырожденного энер-
гетического спектра. Непрерывный спектр.

Литература

Основная

1. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Квантовая механика. Нерелятивист-
ская теория. – Москва : Физматлит, 2010.

2. Белоусов Ю.М. Квантовая механика. Нерелятивистская теория.
– Москва : МФТИ, 2006.

3. Белоусов Ю.М. Методы теоретической физики. Часть 1. – Москва :
МФТИ, 2010.

4. Белоусов Ю.М., Бурмистров С.Н., Тернов А.И. Задачи по тео-
ретической физики. – Долгопрудный : ИД “Интеллект”, 2013.

5. Галицкий В.М., Карнаков Б.М., Коган В.И. Задачи по квантовой
механике. – Москва : Наука, 1981.

Дополнительная

1. Мессиа А. Квантовая механика. – Москва : Наука; Т. 1, 1978;
Т. 2, 1979.

2. Киселев В.В. Квантовая механика. – Москва : МЦНМО, 2009.

3. Белоусов Ю.М., Кузнецов В.П., Смилга В.П. Катехизис. Руко-
водство по математике для начинающих изучать теоретическую
физику. – Москва : МФТИ, 2005;

4. Белоусов Ю.М., Кузнецов В.П., Смилга В.П. Практическая ма-
тематика. Руководство для начинающих изучать теоретическую
физику. – Долгопрудный : ИД ”Интеллект”, 2009.

5. Давыдов А.С. Квантовая механика. — Москва : Наука, 1973.



ЗАДАНИЕ 1

Упражнения

1. (2) Найдите операторы, эрмитово сопряженные и обратные по
отношению к операторам: a) инверсии Î и б) трансляции T̂a.

2.C (1) Найдите собственные значения и собственные состояния опе-
ратора инверсии Î.

3.C (1) Найдите собственные значения и собственные состояния опе-
ратора трансляции T̂a.

4. (1) Покажите, что действие оператора трансляции T̂a на соб-
ственный вектор оператора координаты |r〉 может быть опреде-
лено с помощью экспоненты от оператора ∇.

5. (2) Найдите явный вид оператора eiϕÎ .

6. (1) Убедитесь в справедливости следующих соотношений:[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂,

[
Â, B̂Ĉ

]
= B̂

[
Â, Ĉ

]
+
[
Â, B̂

]
Ĉ.

7.C (1) Докажите следующие коммутационные соотношения:

[x̂α, F (p̂)] = i~
∂F (p̂)

∂p̂α
;

[p̂α, G(r̂)] = −i~∂G(r̂)

∂x̂α

8. (3) Пусть
[
Â, B̂

]
= iĈ Покажите, что в этом случае они удовле-

творяют соотношению неопределенности

〈∆Â2〉〈∆B̂2〉 ≤ 1

4
〈Ĉ〉,

где ∆Â = Â− 〈Â〉.

9. (1) Используя “табличный” коммутатор операторов импульса и
координаты и результаты упражнений 6 и 7, раскройте следую-
щие коммутаторы:[

x̂α, p̂
2
]
, [U(r), p̂] ,

[
U(r), p̂2

]
,



10.∗ (3) Используя свойства оператора трансляции и результаты упраж-
нений 7 и 9, преобразуйте операторное выражение

e
i
~ ap̂ U(r) e−

i
~ ap̂.

11.C (1) Эрмитов оператор с дискретным спектром f̂(λ) зависит от
параметра λ. Собственные значения fn(λ) и собственные векторы
|n(λ)〉 этого оператора также зависят от λ. Докажите теорему
Гельмана–Фейнмана:

∂fn(λ)

∂λ
=
〈
n(λ)

∣∣∣∂f̂(λ)

∂λ

∣∣∣n(λ)
〉
.

12. (2) Постройте оператор, соответствующий физической величине
ϕ = (rp), где r и p – соответственно радиус-вектор и импульс
частицы.

13. (2) Воспользовавшись повышающим и понижающим оператора-
ми â+ и â, найдите средние значения операторов x̂2, x̂4 и x̂2k+1

в n-м стационарном состоянии линейного гармонического осцил-
лятора.

14. (3) Раскройте коммутаторы:

[x̂α, x̂β p̂γ ] , [p̂α, x̂β p̂γ ] , [x̂αp̂β , x̂γ , p̂ν ] .

15. (3) Раскройте следующие коммутаторы:[
l̂α, x̂β

]
,
[
l̂α, p̂β

]
,
[
l̂α, r̂

2
]
,
[
l̂α, (r̂p̂)

]
,[

l̂α, f(r)
]
,
[
l̂z, f(ρ)

]
, ρ =

√
x2 + y2.

ЗАДАЧИ

1. (3) Частица массы m совершает финитное движение в одномер-
ной “прямоугольной” потенциальной яме конечной глубины:

U(x) =

{
−U0, |x| < a,
0, |x| > a.

Найдите уровни энергии En и волновые функции ψn(x) стацио-
нарных состояний. Исследуйте, существуют ли связанные состо-
яния в “прямоугольной” потенциальной яме фиксированной ши-
рины 2a, если U0 → 0? Согласуется ли результат с соотношением



неопределенностей? Проиллюстрируйте результаты с помощью
одной из стандартных компьютерных программ.
Воспользуйтесь полученными результатами для оценки числа
уровней электрона в металлическом образце (глубина потенциа-
ла U0 = 10 эВ примерно равна работе выхода), если а) a = 0.1 нм
(“атом”); б) a = 10 нм (“наночастица”); в) a = 1 см (“макроскопи-
ческий образец”).

2. (2) Найдите уровни энергии и волновые функции стационарных
состояний для частицы массы m в одномерной потенциальной
яме следующего вида:

U(x) =

 +∞, x < 0,
−U0, 0 < x < a,
0, x > a.

Что здесь можно сказать о связанных состояниях при фиксиро-
ванном a и U0 → 0?

3. (3) Частица массы m свободно движется вдоль оси x с энерги-
ей E и в области x > 0 попадает в область действия потенци-
ала, который имеет вид: а) прямоугольной потенциальной ямы
ширины a и глубины U0, б) прямоугольного потенциального ба-
рьера ширины a и высоты U0. Найдите коэффициенты прохожде-
ния T (E) и отражения R(E) частицы от указанных потенциалов.
Постройте графики с помощью одной из стандартных компью-
терных программ. Существуют ли энергии, при которых ямы и
барьеры полностью прозрачны для падающих частиц? Если “да”,
то сформулируйте, чем определяются эти энергии.
В случае потенциальной ямы предложите способ оценки энергии
E0, выше которой квантовые ответы практически совпадают с
классическими. Какова эта энергия при прохождении электрона
сквозь наноскопический слой металла: a = 10 нм и U0 = 10 эВ?

4.C (1) Частица массы m совершает финитное движение в одно-
мерной модельной потенциальной яме, вид которой может быть
представлен δ-функцией:

U(x) = −~2κ0

m
δ(x),

где κ0 – параметр ямы. Покажите, что в этой яме имеется толь-
ко одно связанное состояние; найдите энергию уровня и волно-
вую функцию частицы в координатном представлении. Вычис-
лите 〈x〉, 〈x〉, 〈(∆x)2〉 и 〈(∆p)2〉 в этом состоянии.



5.∗ (4) Получите стационарное уравнение Шредингера в задаче 4 в
импульсном представлении. Найдите решение этого уравнения,
описывающее связанное состояние частицы. Преобразуйте най-
денную волновую функцию частицы в импульсном представле-
нии в волновую функцию в координатном представлении и удо-
стоверьтесь в правильности ответа.

6.C (2) Частица массы m совершает финитное движение в одномер-
ном потенциальном поле вида

U(x) = −~2κ0

m
(δ(x+ a) + δ(x− a)) ,

где κ0 – параметр потенциала. Найдите энергии уровней и вол-
новые функции стационарных состояний. Как зависит число свя-
занных состояний от параметров a и κ0?

Рассматривая эту задачу как модель молекулярного иона водо-
рода H2, исследуйте зависимость энергий уровней от a при фик-
сированном κ0.

Покажите, что в случае κ0a � 1 связанные состояния пред-
ставляют собой дублет близко расположенных уровней. Обсудите
связь со структурой низколежащих уровней молекулы аммиака
NH3. В этом же пределе κ0a� 1 найдите вероятность нахожде-
ния частицы в момент t в правой яме (x = a), если при t = 0 она
находилась в левой яме (x = −a).

7.C(2) Частица массы m движется в одномерном периодическом по-
ле вида

U(x) = −~2κ0

m

n=∞∑
n=−∞

δ(x− na),

где κ0 и a – параметры потенциала. Исследуйте, при каких от-
рицательных и положительных энергиях E частицы такое дви-
жение возможно. Покажите, что имеются зоны “разрешенных” и
“запрещенных” энергий.

Исследуйте, что происходит с шириной зон в предельных случаях
κ0a� 1 (сильная связь) и κ0a� 1 (слабая связь).

8. (2) Частица массы m свободно движется вдоль оси x с энергией
E и попадает в область действия δ-потенциала (см. задачу 4).
Найдите коэффициенты прохождения T (E) и отражения R(E)
частицы; нарисуйте графики.



9.C(2) Частица массыm находится в связанном состоянии в δ-потен-
циале (см. задачу 4). В момент t = 0 происходит мгновенное из-
менение параметра ямы от κ0 до κ1. Найдите вероятность “иони-
зации”. Обсудите эволюцию волновой функции частицы сразу по-
сле ионизации в случае, когда κ1 = 0.

ЗАДАНИЕ 2

Упражнения

1. (3) Постройте матрицы операторов углового момента ĵx, ĵy, ĵz,
а также ĵ2, ĵ+ и ĵ− для квантовой системы с угловым моментом
j = 1. Как выглядят собственные векторы операторов ĵ2 и ĵz?

2.C (1) Воспользовавшись явным видом матриц Паули, докажите
справедливость следующих соотношений:

σkσl = δkl + ieklmσm,

(σa)(σb) = (ab) + i(σ[a× b]),

где a и b – произвольные векторы.

3.C (2) Найдите явный вид оператора eiα(σn).

4.C (2) Найдите собственные значения и собственные векторы спи-
нового оператора σ̂n = (σ̂n), где n – единичный вектор с состав-
ляющими:

n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).

Обсудите случаи, когда вектор n направлен вдоль осей x, y и z.

5. (1) Пусть электрон находится в состоянии с проекцией спина на
ось z, равной 1/2. Найдите вероятность того, что проекция спина
этого электрона на направление n равна 1/2 (или −1/2).

6. (1) Разложите в ряд по степеням λ оператор
Ĝ = (Â− λB̂)−1.

ЗАДАЧИ

1.C(2) Атом водорода находится в стационарном состоянии с глав-
ным квантовым числом n = 2. Найти максимальное значение
дипольного момента атома d = 〈ψ|er|ψ〉 и волновую функцию
ψ(r), описывающую состояние с максимальным электрическим
дипольным моментом.



2.C(2) Отрицательно заряженный мюон находится в связанном ста-
ционарном состоянии. В момент времени t = 0, когда “включает-
ся” магнитное полеH, направленное по оси x, спиновое состояние
мюона определяется вектором состояния с положительной проек-
цией спина на ось z. Определите спиновое состояние мюона |χ(t)〉
во все последующие моменты времени в представлении Шредин-
гера. Как выглядит оператор спина мюона ŝ(t) в представлении
Гайзенберга?
Найдите вектор поляризации спина мюона P(t) = 2〈χ|ŝ|χ〉 как
функцию времени, пользуясь представлениями Шредингера и
Гайзенберга. Какое движение совершает в пространстве вектор
P(t)? Меняется ли во времени длина вектора поляризации |P(t)|?

3. (3) Потенциальная энергия взаимодействия двух частиц с масса-
ми m1 и m2, U(|r1 − r2|) зависит только от расстояния между ча-
стицами. Запишите стационарное уравнение Шредингера, опре-
деляющее волновую функцию состояния этих частиц с опреде-
ленной энергией E. Покажите, что для решения этого уравнения
удобно воспользоваться следующими переменными:

R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

, r = r1 − r2.

Какой вид принимает при этом волновая функция Ψ(r1, r2)?

4. (3) Частица массы m движется в трехмерной потенциальной яме
с “плоским” дном и бесконечно высокими стенками:

U(r) =

{
0, r < a,
∞, r > a.

Найдите уровни энергии и волновые функции s-состояний.

5.∗ (4) Частица массы m движется в мелкой двумерной потенциаль-
ной яме с “плоским” дном:

U(ρ) =

{
−U0, ρ < a,
0, ρ > a.

Покажите, что при сколь угодно малом U0 существует связан-
ное стационарное состояние частицы в этом потенциале. Найдите
энергию этого состояния.
Существует ли аналогичное связанное состояние в мелкой трех-
мерной потенциальной яме с “плоским” дном? Если “нет”, то ка-
ким должно быть U0 для появления связанного состояния?



6. (3) Получите стационарное уравнение Шредингера для атома
водорода в импульсном представлении? Как выглядит решение
этого уравнения, отвечающее минимальной энергии (волновая
функция основного состояния атома водорода в импульсном пред-
ставлении)?

7.∗ (6) Частица массы m движется в потенциале трехмерного изо-
тропного осциллятора:

U(r) =
mω2r2

2
.

Найдите энергии уровней, кратности их вырождения, а также
волновые функции стационарных состояний, разделяя перемен-
ные: а) в декартовых координатах, б) в сферических координа-
тах. Обсудите связь задачи с моделью ядерных оболочек и полу-
чите первые магические числа: 2, 8, 20.

Определите четности стационарных состояний. Может ли осцил-
лятор, находящийся в состоянии с определенной энергией, обла-
дать отличным от нуля электрическим дипольным моментом?

8.C(2) Частица массы m совершает финитное движение в одно-
мерном потенциале U(x). Воспользовавшись квазиклассическим
приближением, найдите уровни энергии и волновые функции свя-
занных состояний для случаев

а) U(x) = mω2x2/2,

б) U(x) =

{
∞, x < 0,
mω2x2/2, x > 0.

В случае а) (одномерный гармонический осциллятор) приведите
волновые функции в квазиклассическом приближении к такому
виду, чтобы было ясно, что они обладают нужной четностью.
Для первых трех состояний постройте графики волновых функ-
ций, найденных в квазиклассическом приближении, и сравните
их с графиками точных волновых функций.

9. (3) Частица массы m c энергией E “заперта” в области r < r0,
где U(r) = −U0, высоким потенциальным барьером:

U(r) = 2Ze2/r, r > r0; E � 2Ze2/r0.

Воспользовавшись квазиклассическим приближением, найдите
коэффициент прохождения сквозь барьер.



Обсудите связь этой задачи с элементарной теорией α-распада и
получите закон Гейгера–Неттола.

10. (3) Частица совершает финитное движение в одномерном потен-
циале U(x); En – энергии стационарных состояний. Воспользо-
вавшись квазиклассическим приближением, найдите изменения
δEn энергий стационарных состояний при малом изменении
потенциала U(x)→ U(x) + δU(x).

11.C(2) Используя стационарную теорию возмущений, найдите по-
правки к уровням энергии линейного гармонического осцилля-
тора под действием следующих возмущений:

а) V̂ = αx, б) V̂ = Ax3 +Bx4.

В случае a) вычислите среднее значение координаты в основном
состоянии. Объясните полученный результат.

12.C(2) Определите расщепление уровня энергии атома водорода с
главным квантовым числом n = 2 в однородном электрическом
поле (эффект Штарка). Найдите правильные волновые функции
нулевого приближения и изобразите графически зависимость энер-
гии расщепления от напряженности поля.

13.?(4) В результате β-распада ядра атома трития образуется ион
3He+. Вычислите вероятности того, что этот ион окажется: а) в
основном состоянии; б) на первом возбужденном уровне. Каково
отношение этих вероятностей?

Срок сдачи первого задания 22–27 марта 2021 г.
Срок сдачи второго задания 10–15 мая 2021 г.

1 В скобках указано количество баллов за соответствующие упражнения и задачи.
За первое задание базовый балл равен 46 и дополнительный балл – 10.

Максимально возможный балл за первое задание равен 56.
За второе задание базовый балл равен 30 и дополнительный балл – 14.

Максимально возможный балл за второе задание равен 44.




