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1. Áèîëîãè÷åñêèå è õèìè÷åñêèå ìîäåëè, ðåàëèçóåìûå äèíàìè÷åñêèìè ñè-

ñòåìàìè: ìîäåëè íåéðîíà (Õîäæèíà�Õàêñëè è ÔèòöÕüþ�Íàãóìî), ðå-

àêöèÿ Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî (Áðþññåëÿòîð, Îðåãîíàòîð), óðàâíåíèÿ

Âàí�äåð Ïîëÿ.

2. Îáùåå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâ-

íûì âðåìåíåì. Ôàçîâûé ïîòîê. Òðàåêòîðèè (îðáèòû), ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ.

3. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç è ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíûõ (ôàçîâûõ) êðèâûõ íà

ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ èçîêëèí.

4. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîéñòâà òðàåêòî-

ðèé.

5. Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ î ôàçîâîì

îáú¼ìå.

6. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà, ñâîéñòâà.

Êëàññèôèêàöèÿ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Ïðåäåëüíûå öèêëû.

7. Òåîðèÿ èíäåêñîâ Ïóàíêàðå. Âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êðèâîé.

Èíäåêñ îñîáîé òî÷êè.

8. Îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ, îòîáðàæåíèå Ïóàíêåðå. Ñâÿçü äèñêðåòíûõ

è íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàäñòðîéêà Ñìåéëà*.

9. Ýëåìåíòû òåîðèè âîçìóùåíèé. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, áèôóð-

êàöèîííàÿ äèàãðàììà, ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü, ãðóáîñòü ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà Ãðîáìàíà�Õàðòìàíà. Êðèòåðèè Àíäðîíîâà ñòðóê-

òóðíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëÿ íà ïëîñêîñòè.

10. Áèôóðêàöèÿ ñåäëîóçëà, áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà.

11. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Ôóíêöèÿ

Ëÿïóíîâà, òåîðåìû Ëÿïóíîâà è ×åòàåâà. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà*.

12. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïåðâûå èíòåãðàëû. Ìåòî-

äû ðåäóêöèè: ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûé. Òåîðåìà Òèõîíîâà.

13. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ëèíåéíûå ñèñòåìû (ðå-

êóððåíòíûå óðàâíåíèÿ). Íåïîäâèæíûå òî÷êè, öèêëû, óñòîé÷èâîñòü, òåî-

ðåìàØàðêîâñêîãî*. Áèôóðêàöèè ñåäëîóçëà, óäâîåíèÿ ïåðèîäà, Íåéìàðêà�

Ñàêåðà*.

14. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà*. Ôðàêòàëû*.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áðàòóñü À.Ñ. Íîâîæèëîâ À.Ñ. Ïëàòîíîâ À.Ï. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ìîäåëè

áèîëîãèè. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2010.

2. Àõìåðîâ Ð. Ð. Ñàäîâñêèé Á.Í. Î÷åðêè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. http://w.ict.nsc.ru/books/textbooks/akhmerov/ode_unicode/
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Äîïîëíèòåëüíàÿ

3. Êàòîê À.Á. Õàññåëáëàò Á. Ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. �

Ìîñêâà : Ôàêòîðèàë, 1999.

4. Áðàòóñü À.Ñ. Íîâîæèëîâ À.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîëîãèè è äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. �Ìîñêâà : ÂÌÊ ÌÃÓ, 2003.

5. Áðàòóñü À.Ñ. Íîâîæèëîâ À.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîëîãèè è äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. �Ìîñêâà : ÌÃÓ, 2004.

ÇÀÄÀÍÈß

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ôàçîâûå ïîðòðåòû íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

1. Ïîñòðîèòü èçîêëèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿì 0, ∞, 1, −1, è ïî

íèì íàðèñîâàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå:

à) (x+ 3y)y′ = y − 3x; á) x2 + y2y′ = 1;

â) (y2 + 1)y′ = y − x; ã) (x2 + y2)y′ = 4x.

2. Ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîòîê äëÿ ñëåäóþùèõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé è ñè-

ñòåì:

à) x′ = 3x4; á) y′ = ay(1− y
b ), a > 0, b > 0;

â)

{
ẋ = 3x,

ẏ = −2y;
ã)

{
ẋ = −x− 2y,

ẏ = 2x− y.

3. Íàéòè âñå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñîõðà-

íÿåòñÿ ôàçîâûé îáú¼ì.

4. Âûïèñàòü ÿâíî çàìåíó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0; 1), âûïðÿìëÿ-

þùóþ ïîëå:

à)

{
ẋ = 2y,

ẏ = −3x;
á)

{
ẋ = 2x− y,

ẏ = x+ 2y;
â)

{
ẋ = −3x,

ẏ = 2y.

5. Íàéòè ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà äëÿ êàæäîé èç òðàåêòîðèé ñëåäóþùèõ

òèïîâ ñèñòåì ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïëîñêîñòè:
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à) ñåäëî; á) óçåë; â) öåíòð; ã) ôîêóñ; ä)

{
ẋ = λx,

ẏ = 0.

6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó ñèñòåìû åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (êðîìå îñîáîé

òî÷êè), òî îíî ëèáî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü x2+y2 = 0.5, ëèáî îêðóæàåò

íà÷àëî êîîðäèíàò: {
ẋ = −y + x(1− x2 − y2),

ẏ = x+ y(1− x2 − y2).

7. Ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ:

à) ðîâíî 2 îðáèòàìè â ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå íåêîòîðîé òðàåêòîðèè;

á) ðîâíî 3 îðáèòàìè â ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå íåêîòîðîé òðàåêòîðèè;

â) ðîâíî 5 îðáèòàìè â ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå íåêîòîðîé òðàåêòîðèè;

ã)* ñ÷¼òíûì ÷èñëîì îðáèò â ω-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå íåêîòîðîé òðàåê-

òîðèè.

8. Âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè èíäåêñû äëÿ ñëåäóþùèõ òèïîâ îñîáûõ òî÷åê

äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

à) ñåäëî; á) ôîêóñ; â) öåíòð; ã) âûðîæäåííûé óçåë.

9. Âû÷èñëèòü èíäåêñ îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ, íàðèñîâàòü ôàçîâûé

ïîðòðåò: {
ẋ = −x2,
ẏ = −y.

10. Ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â îêðåñòíî-

ñòè îäíîé îñîáîé òî÷êè ñ èíäåêñîì

à) 2; á) -2; â)* N ∈ Z.

II. Óñòîé÷èâîñòü

11. Èññëåäîâàòü íóëåâîå ðåøåíèå íà óñòîé÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëÿ-

ïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ:

à)

{
ẋ = x2 + y2 − 2x,

ẏ = 3x2 − x+ 3y;
á)

{
ẋ = ln

(
4y + e−3x

)
,

ẏ = 2y − 1 + 3
√
1− 6x.

12. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî

ðåøåíèÿ:

à)

{
ẋ = x3 − 3y,

ẏ = 3x+ y3;
á)

{
ẋ = y − x+ xy,

ẏ = x− y − x2 − y3.

32 + 2∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ

13. Âûïèñàòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ ñèñòåì (çà òðàíñâåðñàëü âçÿòü

ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè Ox):

à)

{
ẋ = −x+ 2y,

ẏ = −2x− y;
á)

{
ẋ = 3y,

ẏ = −3x;
â)

{
ẋ = y + x(2x2 + 2y2 − 1),

ẏ = −x+ y(2x2 + 2y2 − 1).

14*. Ïîñòðîèòü âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèå

ïîñëåäîâàíèÿ f(x) = x+ x(x− 1)2.

15. Èññëåäîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû è èõ óñòîé÷èâîñòü äëÿ ñèñòåìû{
ẋ = y + x(2

√
x2 + y2 − 1)(

√
x2 + y2 − 1),

ẏ = −x+ y(2
√
x2 + y2 − 1)(

√
x2 + y2 − 1).

II. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

16. Ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

è ðàñøèðåííóþ áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ:

à) ẋ = a+ x2; á) ẋ = x2 + ax+ b; â)

{
ẋ = a+ x2,

ẏ = −y.

17. Ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ:{
ẋ = ax+ by,

ẏ = cx+ dy.

Óêàçàíèå. Ïåðåéòè ê òð¼õìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðîâ: detA, trA, b2 + c2.

18. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, è óêàçàòü òèï áèôóðêàöèè:

à) ẋ = rx(1−x)−px; á)

{
ẋ = x,

ẏ = a+ y2;
â)

{
ẋ = a+ x2y − bx− x,

ẏ = bx− x2y.

III. Äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

19. Ðåøèòü ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû:

à) y(n+ 2)− 2y(n+ 1)− 3y(n) = 0;

á) y(n+ 2)− 2y(n+ 1) + 2y(n) = 0;

â) y(n+ 3)− 3y(n+ 2) + 4y(n) = 0;

ã) y(n+ 4) + 4y(n+ 2) + 4y(n) = 0.
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20. Ðåøèòü ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû:

à)

{
x(n+ 1) = x(n) + 2y(n),

y(n+ 1) = −3x(n) + 6y(n);
á)

{
x(n+ 1) = 2x(n)− 3y(n),

y(n+ 1) = 3x(n) + 2y(n).

21. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ x(n+ 1) = rx(n)(1− x(n)), r > 0, x ∈ [0; 1] íàéòè:

i) íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèé, óêàçàòü èõ óñòîé÷èâîñòü â çà-

âèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà;

ii)* öèêëû äëèíû 2, åñëè îíè ñóùåñòâóþò;

iii) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè ïîëî-

æåíèé ðàâíîâåñèÿ, è óêàçàòü èõ òèï.

22. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ x(n+ 1) = ax(n)e−x(n), a > 0, x > 0; íàéòè:

i) íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèé, óêàçàòü èõ óñòîé÷èâîñòü â çà-

âèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà;

ii)* öèêëû äëèíû 2, åñëè îíè ñóùåñòâóþò;

iii) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè ïîëî-

æåíèé ðàâíîâåñèÿ, è óêàçàòü èõ òèï.

23*. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Òèõîíîâà, íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðè ε→
0 è óêàçàòü îáëàñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðîé ïðèìåíèìî ýòî

ïðèáëèæåíèå:{
εẋ = (y − x3)

ẏ = −x3 − y

21 + 4∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ä.À. Ôèëèìîíîâ
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1. Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè.

2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè (â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçîâàííîé çàäà÷è Êîøè), ôîð-

ìóëà Äàëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Íåïðå-

ðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ ôóíêöèé. Ïðèìåð îòñóò-

ñòâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ïðèìåð

Àäàìàðà).

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå äâóõ è òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïëîñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ñâåòîâîé êîíóñ. Ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è Êîøè; åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ (ôîðìóëà Êèðõãîôà). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

(ôîðìóëà Ïóàññîíà, ìåòîä ñïóñêà).

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñëó÷àå äâóõ è òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ. Î äèôôóçèè âîëí. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëü-

íûõ ôóíêöèé.

3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Êëàññû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, ôîðìóëà Ïóàññîíà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü ðåøåíèÿ. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè. Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ¾îáðàò-

íîé¿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

4. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ (ìåòîä èíòåãðàëà ýíåðãèè â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ; ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè). Íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà-

÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé).

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå.

5. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà. Ïîòåíöèàëû. Ôîðìóëû Ãðèíà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òåîðåìû î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà îá óñòðàíåíèè îñîáåííîñòè.

6. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ; íåïðåðûâíàÿ

çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íîé ôóíêöèè.
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â

øàðå.

7. Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà.

Òåîðåìà îá îáùåì âèäå ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåé-

ìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â øàðå.

8. Îáëàñòü âíåøíåãî òèïà. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëà-

ñòÿõ âíåøíåãî òèïà.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Ôèçìàò-

ëèò, 2001.

2. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1988.

3. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 4-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1981. 512 ñ.

4. Óðîåâ Â.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÈÔ ßóçà, 1998.

5. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Íà-

óêà, 1997.

6. Îëåéíèê Î.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005.

7. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å. èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà, 1982.

8. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å. èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

9. Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007.

10. Ìèõàéëîâà Ò.Â., Õàñàíîâ À.À. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2020.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â.,

Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å. èçä.

�Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèñòèêè

1. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è óêàçàòü òå ìíîæåñòâà ïëîñêîñòè (x, y), íà

êîòîðûõ îí ñîõðàíÿåòñÿ:

à) yuxx + 2uxy + xuyy − uy = 5x;

á) (x2 + y2 − 1)uxx + xyuyy − ux = 0.

2. Îïðåäåëèòü ïðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α è β òèï óðàâíå-

íèÿ

uxx + 2αuxz + uyy + 4βuyz + 4uzz = 0.

3. 2.1(2).

II. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà â

ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòè

2.11 (6).

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

à) y3uxy − yuyy − 3y5ux + (2 + 3y3)uy = 0, y > 0, x ∈ R1;

u|y=1 = 1 + 3x, uy|y=1 = 3(4 + 3x), x ∈ R1.

á) x2uxx − 9y2uyy + 3xux − 3yuy = 0, x > 1, y > 1;

u|x=y = y2/3, ux|x=y = y−3 + y−1/3, y > 1.

â) x2uxx − xyuxy − 2y2uyy + xux − 2yuy = 9xy2, x > 0, y > 0;

u|x=1 = 3ey, ux|x=1 = −y2.
ã) yuxx + (x− y)uxy − xuyy − ux + uy = 0;

u|y=0 = 2x2, uy|y=0 = 2x, 1 < x < 4.

ä) y4uyy + y2uxy − 2uxx + 2y3uy = 0;

u|y=1 = x2 + 5, uy|y=1 = 2x− 6, 1 < x < 2.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà:

x2uxx − 4y2uyy + xux − 4yuy = 0,
1

x2
< y < x2, x > 0;

u|y= 1
x2

= 1 + 2x4, u|y=x2 = 2 + x4.

3. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü ïëîñêîñòè (x, y), â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè: uyy − uxx = 0;

u|y=0 = u0(x), uy|y=0 = u1(x), 0 < x < 1 ïðè u0(x) ∈ C2(0; 1), u1(x) ∈ C1(0; 1),

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

III. Âîëíîâîå óðàâíåíèå

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:{
4utt = uxx + 4t2 cos 2x, (t, x) ∈ R2,

u|t=0 = ex, ut|t=0 = x2 x ∈ R1.
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2. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

utt = a2uxx, x ∈ R1, t > 0

ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

à) u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = 0;

á) u|t=0 = 0, ut|t=0 = ψ(x),

ãäå φ(x) =
(
1− |x|

l

)
θ(l − |x|), ψ(x) = θ(l − |x|),

l = const > 0, θ(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

Ïîñòðîèòü â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ãðàôèêè ðåøåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè

t =
l

2a
, t =

l

a
, t =

2l

a
.

3. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó íà ïîëóîñè:

à) 21.2, 21.19;

á) utt = uxx + xet, x > 0, t > 0;

u|t=0 = 1 + x, ut|t=0 = 4− 5x, x ≥ 0;

(2u+ ux)|x=0 = (1 + t)et + 2 + t− 3t2, t ≥ 0;

â) 4utt = uxx − 3 sin(x+ t), x > 0, t > 0;

u|t=0 = sinx+ sin 2x, ut|t=0 = 2 + cosx, x ≥ 0;

(ux − 2u)|x=0 = 2− 4t− 2 sin t+ cos t, t ≥ 0;

ã) utt + uxt − 2uxx = 0, x > 0, t > 0;

u|t=0 = shx+ arctg x, ut|t=0 = chx− 2
1+x2 , x ≥ 0;

ux|x=0 = ch t+ 1, t ≥ 0.

4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

à) 12.43(5), 12.44(7);

á) utt = ∆u+ (x2 + y2) sin t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x2 + y2 + z2)5/2 − y2, (x, y, z) ∈ R3;

â) utt = 8∆u+ x, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = ey−z , ut|t=0 = x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3;

ã) utt = ∆u− 81(t+ 1)2 sh(2x− 2y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = (2x+ y − z) cos y, ut|t=0 = x2 − y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3;

ä) utt =
1
5∆u+ 2t2 cos(x+ 2y), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

∆u = uxx + uyy + uzz,

u|t=0 = yz3, ut|t=0 = 1
1+(x−2z)2 , (x, y, z) ∈ R3.

5. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

utt = a2∆u, t > 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3;

u|t=0 = u0(x) = α(r), ut|t=0 = u1(x) = β(r), x ∈ R3;

u0(x) ∈ C3(R3), u1(x) ∈ C2(R3), r =
√
x2 + y2 + z2.

Óêàçàíèå. Èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u(x, t) = v(r,t)
r .
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6. Íàéäèòå u(t, 0, 0, 0), t > 0, ãäå u(t, x, y, z) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,

4utt = ∆u, t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = 0, ut|t=0 =

{
ln(1 + x2 + y2 + z2), (x, y, z) ∈ G,

0. (x, y, z) ∈ R3 \G,
G={x=(x,y,z): y>0, 0<x<z}.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

1. Ðåøèòü çàäà÷è Êîøè:

à) ut = ∆u+ e−9t cos(2x− y + 2z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = xy2z3 + cos y · sin(x+ y + z), (x, y, z) ∈ R3.

á) ut =
1
4∆u+ t4(x+ 1), t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = e2z−z2 · sin(x+ y), (x, y, z) ∈ R3.

â) ut = ∆u+ x2y2 sin t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3;

u|t=0 = xyz cosx.

ã) 13.5(5,7), 13.6(3).

2*. Ïóñòü u(x, t), x ∈ R1, t ≥ 0 � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,

ut − uxx = 0, x ∈ R1, t > 0.

u|t=0 = u0(x), x ∈ R1,

ãäå u0(x) ∈ C(R1), lim
x→−∞

u0(x) = A, lim
x→+∞

u0(x) = B. Íàéòè lim
t→+∞

u(x, t)

ïðè êàæäîì x ∈ R1.

II. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà îòðåçêå. Ìåòîä

Ôóðüå

1. 20.50(1); 20.14(2); 20.3(3).

2. Ðåøèòü ñìåøàííûå çàäà÷è:

à) utt = uxx − 2 cos 3t, t > 0, 0 < x < π;

ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π cos 3t, t ≥ 0;

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ π;

á) ut = uxx + e−9t(2πx+ 1− 9t), 0 < x < π
2 , t > 0;

u|x=0 = te−9t, ux|x=π
2
= π, t > 0;

u|t=0 = πx− sinx, 0 < x < π
2 ;

â) utt − 4uxx = 2x+ 4 cos 2t · sinx, t > 0, 0 < x < π;

u|x=0 = π, u|x=π = πt2, t ≥ 0;

u|t=0 = (π − x)(π2x+ 1), ut|t=0 = 4 sin 2x, 0 ≤ x ≤ π;

ã) utt = uxx − u+ t2 + 2, t > 0, 0 < x < 1;

u|t=0 = sin 3πx, ut|t=0 = x, t ≥ 0;

u|x=0 = t2, u|x=1 = t+ t2, 0 ≤ x ≤ 1.
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III. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

20.18; 20.19; 20.48.

IV. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êðóãå è êîëüöå,

øàðå è øàðîâîì ñëîå

Ðåøèòü êðàåâûå çàäà÷è â R2 (x = r cosφ, y = r sinφ): 16.1 (3). (Ðåøèòü è

âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå ñ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.)

1. ∆u = 1, r < 2; ur|r=2 = 2 sin
(
φ+ π

3

)
+ 1.

2. ∆u = 18
r3 sin 2φ,

1
2 < r < 1;

ur|r=1/2 = 28 sin2 φ, ur|r=1 = 4 cos2 φ+ 5.

3. ∆u = 24x, r < 1; (2u+ ur)|r=1 = 20 sin3 φ.

4. ∆u = − 9
r2 cos 3φ, r > 1; (u− ur)|r=1 = cos3 φ.

5. ∆u = 4 (x−y)2

(x2+y2)3 , 1 < r < 2;

ur|r=1 = 2xy
x2+y2 , (ur + u)|r=2 = (x+y)2

8(x2+y2) .

6. Èññëåäîâàòü, ïðè êàêîì α çàäà÷à Íåéìàíà

∆u = y, r < 2, r =
√
x2 + y2,

ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ

èìååò ðåøåíèå, è íàéòè ýòî ðåøåíèå.

7. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó â R3 (x = r cosφ sin θ, y = r sinφ sin θ, z = r cos θ):

à) ∆u = 1
r4 , r > 2, r =

√
x2 + y2 + z2,

(u− ur)|r=2 = sin θ · cos2 θ
2 · sin

(
π
6 − φ

)
;

á) ∆u = 6z, r < 1, u|r=1 = 2 sin2 φ sin2 θ + cos3 θ.

16.26(3); 16.27(3); 16.28(2); 16.31(1).

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ò.Â. Ìèõàéëîâà
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1.   Понятие жесткой задачи Коши для систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ЖС ОДУ). Жесткие системы в химии 

и биологии – примеры. Методы численного решения жестких систем 

ОДУ: одношаговые (неявные методы Рунге–Кутты, методы 

Розенброка) и многошаговые (формулы дифференцирования назад). 

А-устойчивость, L-устойчивость и монотонность схем для решения 

ЖС ОДУ. Функция устойчивости и область устойчивости методов 

Рунге–Кутты. 

*Линейные многошаговые методы. Методы Гира в представлении 

Нордсика. 

2.   Численное решение краевых задач для ОДУ. Методы решения 

линейных краевых задач (метод численного построения общего 

решения, конечно-разностный метод для линейного уравнения 

второго порядка, метод прогонки). Методы решения нелинейных 

краевых задач (метод стрельбы, метод квазилинеаризации).  

      *Вариационно-разностные и проекционные методы построения  

       приближенного решения. *Метод конечных элементов. *Задача на 

       собственные значения (Штурма–Лиувилля). *Понятие жесткой  

       краевой задачи. *Методы решения жесткой линейной краевой задачи. 

3.   Разностные методы решения задач, описываемых 

дифференциальными уравнениями в частных производных. Методы 

построения аппроксимирующих разностных уравнений для 

уравнений в частных производных. Аппроксимация, устойчивость, 

сходимость. Основная теорема вычислительной математики. Приемы 

исследования разностных схем на устойчивость. Принцип максимума, 

спектральный признак устойчивости. Принцип замороженных 

коэффициентов. 

       *Энергетический признак устойчивости 

4.   Численные методы решения линейных уравнений в частных 

производных параболического типа. 

Математические модели в биологии, сводящиеся к системам 

полулинейных уравнений типа «реакция-диффузия». Неявные 

разностные схемы. Понятие о методах расщепления по физическим 

процессам. 

Квазилинейное уравнение теплопроводности, его свойства. 

Консервативные разностные схемы. Приемы построения 

консервативных разностных схем. 

Разностные схемы для решения многомерных уравнений 

теплопроводности. Понятие о методах расщепления. Метод 

переменных направлений. 

5.    Численные методы решения уравнений в частных производных 

гиперболического типа на примере уравнения переноса и волнового 
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уравнения. Монотонные разностные схемы. Теорема С. К. Годунова о 

связи порядка аппроксимации и монотонности для линейных 

разностных схем. 

6.   Системы диференциальных уравнений в частных производных 

гиперболического типа. Характеристики, инварианты Римана. 

Корректная постановка краевых условий для системы уравнений с 

частными производными гиперболического типа. Характеристическая 

и девергентная формы записи. Разностные схемы для 

характеристической формы записи системы.  

7.   Численные методы решения уравнений в частных производных 

эллиптического типа. Разностная схема “крест” для численного 

решения уравнений Лапласа, Пуассона. Итерационные методы для 

численного решения возникающих систем линейных уравнений. 

Принцип установления для решения стационарных задач.  

Литература 

Основная 

1. Рябенький В.С. Введение в вычислительную математику. – Москва : Наука–

Физматлит, 1994. – 335 с.; 3-е изд. Москва : Физматлит, 2008. – 288 с. 

(Физтеховский учебник). 

2. Федоренко Р.П. Введение в вычислительную физику / под ред. А.И. 

Лобанова. – 2 изд. – Москва : Изд-во МФТИ, 1994. –528 с.; Долгопрудный: 

Интеллект, 2008. – 504 с. (Физтеховский учебник). 

3. Косарев В.И. 12 лекций по вычислительной математике. – 3-е изд. – Москва : 

Физматкнига, 2013. – 240 с. 

4. Лобанов А.И., Петров И.Б. Лекции по вычислительной математике. – Москва 

: Интернет–Университет информационных технологий, 2006. – 522 с. 

5. Аристова Е.Н., Лобанов А.И. Практические занятия по вычислительной 

математике в МФТИ. Часть II. – Москва : МФТИ, 2015. – 310 с. 

 

Дополнительная 

1. Калиткин Н.Н. Численные методы. – Санкт-Петербург : БХВ-Петербург, 

2011. – 592 с. 

2. Хайрер Э., Ваннер Г. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Жесткие и дифференциально-алгебраические задачи. – Москва : Мир, 1999. – 

685 с. 

3.  Самарский А А., Гулин А В. Численные методы математической физики. – 

Москва : Научный мир, 2003. – 316 с. 

4. Калиткин Н. Н., Корякин П. В. Численные методы. Книга 2. Методы 

математической физики. – Москва : Academia, 2013. – 304 с. 
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Задание 1 (срок сдачи – вторая неделя марта) 

Индивидуальные задания – численное исследование ЖС ОДУ. Краевая 

задача для систем ОДУ. 

Или задачи из пособия [5] (по согласованию с преподавателем).  

 

Лабораторная работа «Решение линейного уравнения теплопроводности с 

использованием Matlab»  

 

Контрольная работа — первая декада мая 

 

 

Задание 2 (срок сдачи 20–31 апреля) 

Индивидуальные задания – исследование разностных схем или методов 

конечных элементов для решения уравнений в частных производных 

гиперболического и эллиптического типов. 

Или задачи из пособия [5] (по согласованию с преподавателем).  

 

 

* Курсовая работа – самостоятельная реализация разностной схемы для 

нелинейного уравнения в частных производных или системы нелинейных 

уравнений в частных производных (по согласованию с преподавателем) 
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МНОГОЭЛЕКТРОННАЯ ПРОБЛЕМА

И МЕТОДЫ ЕЁ РЕШЕНИЯ

Часть II

1. Стационарная теория возмущений
Стационарная теория возмущений в случае невырожденных

уровней энергии. Первое приближение теории стационарных возму-
щений. Энергетическая поправка второго приближения теории ста-
ционарных возмущений. Критерий применимости стационарной тео-
рии возмущений. Стационарное возмущение вырожденных уровней
дискретного спектра. Секулярное уравнение. Правильные волновые
функции нулевого приближения. Квазивырождение, случай двух
близких уровней энергии. Эффект Штарка. Линейный эффект Штар-
ка в атоме водорода.

2. Нестационарная теория возмущений
Нестационарное возмущение дискретного спектра. Переходы

под влиянием возмущения, действующего в течение конечного време-
ни. Вероятность перехода. Адиабатические и внезапные возмущения.
Переходы под влиянием постоянного во времени возмущения. "Золо-
тое правило" Ферми. Переходы под действием периодического возму-
щения в дискретном и непрерывном спектрах. Переходы в двухуров-
невой системе. Физические основы магниторезонансных методов ис-
следования вещества.

3. Сложение моментов
Сложные квантовые системы. Сложение моментов. Коэффи-

циенты Клебша–Гордана. Полный угловой момент.

4. Системы тождественных частиц
Симметрии волновой функции системы тождественных ча-

стиц. Бозоны и фермионы. Представление многоэлектронной волно-
вой функции в виде детерминанта Слэтера. Принцип Паули. Связь
симметрии координатной части волновой функции системы с полным
спином.

5. Атом гелия
Атом гелия. Спиновые функции двух электронов. Пара- и ор-

тосостояния. Обменное взаимодействие.
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6. Сложный атом
Вариационный принцип, вычисление энергии основного состо-

яния. Метод Хартри–Фока. Приближение центрального самосогласо-
ванного поля (ССП). Электронные конфигурации. Интегралы дви-
жения в сложных атомах. Термы. Правила Хунда. LS-связь. Тонкая
структура уровней. Правило интервалов Ланде.

7. Атом в магнитном поле
Гамильтониан сложного атома во внешнем магнитном поле.

Гамильтониан Паули. Иерархия взаимодействий в атоме. Эффекты
Зеемана и Пашена–Бака. Диамагнетизм атомов. Парамагнетизм Ван-
Флека.

8. Основы теории излучения
Гамильтониан свободного электромагнитного поля, взаимодей-

ствие систем заряженных частиц со свободным электромагнитным по-
лем. Электрическое дипольное излучение. Правила отбора для элек-
трического дипольного излучения.

9. Молекулярное уравнение Шрёдингера
Уравнение Шрёдингера для молекулярной системы. Адиаба-

тическая теория. Приближение Борна–Оппенгеймера. Понятие по-
верхности потенциальной энергии. Границы применимости адиаба-
тической теории.

10. Основное уравнение квантовой механики
молекул

Иерархия современных компьютерных методов решения мно-
гоэлектронной проблемы.

11. Метод Хартри–Фока
Вычисление матричных элементов между двумя детерминан-

тами Слэтера. Вариационный метод приближённого решения много-
электронной задачи. Уравнения Хартри–Фока в канонической форме.
Занятые и виртуальные орбитали. Теорема Купманса.

Литература

Основная

1. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Квантовая механика. Нерелятивистская
теория. — Москва : Физматлит, 2001.

2. Мессиа А. Квантовая механика. — Москва : Наука, Т. 2, 1979.
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3. Белоусов Ю.М. Курс квантовой механики. — Москва : МФТИ, 2006.

4. Киселёв В.В. Квантовая механика. Курс лекций. — Москва : МЦНМО,
2009.

5. Галицкий В.М., Карнаков Б.М., Коган В.И. Задачи по квантовой ме-
ханике. — Москва : Наука, 1981.

6. Белоусов Ю.М., Бурмистров С.Н., Тернов А.И. Задачи по теорети-
ческой физике : учеб. пособие. — Долгопрудный : Издательский Дом
«Интеллект», 2013.

Дополнительная

1. Давыдов А.С. Квантовая механика. — Москва : Наука, 1973.

2. Елютин П.В., Кривченков В.Д. Квантовая механика. — Москва : На-
ука, 1976.

3. Блохинцев Д.И. Основы квантовой механики. — Москва : Наука, 1976.

4. Аллилуев С.П. Квантовая теория сложного атома и квантовая теория
излучения : учеб. пособие. — Москва : МФТИ, 1984.

5. Флюгге З. Задачи по квантовой механике. Т. 2. — Москва : ЛКИ, 2008.

6. Фудзинага С. Метод молекулярных орбиталей. — Москва : Мир, 1983.

7. Цюлике Л. Квантовая химия. — Т. 1. — Москва : Мир, 1976.

8. Дьюар М. Теория молекулярных орбиталей в органической химии. —
Москва : Мир, 1972.

9. Мак-Вини Р., Сатклиф Б. Квантовая механика молекул. — Москва :
Мир, 1972.

10. Уилсон С. Электронные корреляции в молекулах. — Москва : Мир,
1987.

11. Степанов Н.Ф. Квантовая механика и квантовая химия. — Москва :
Мир, 2001.

12. Суханов Л.П. Молекулярное уравнение Шрёдингера : учебно-методическое
пособие. — Москва : МФТИ, 2008. – 14 с.

13. Набиев Ш.Ш., Суханов Л.П. Эффекты структурной нежёсткости в
молекулярных системах (авторский обзор)// Изв. АН. Сер. Хим. 1999.
№ 8. С. 1415–1441.
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ КУРСА

ВЕКТОРЫ СОСТОЯНИЯ И ОПЕРАТОРЫ

Эрмитово сопряженные операторы:

F̂ |ψ⟩ ≡ |F̂ψ⟩, ⟨φ|F̂ψ⟩ = ⟨F̂+φ|ψ⟩ = ⟨ψ|F̂+φ⟩∗.

Физические величины (наблюдаемые):

F → F̂ , F̂+ = F̂ , ⟨F ⟩ = ⟨ψ|F̂ψ⟩ ≡ ⟨ψ|F̂ |ψ⟩.

Дискретный спектр:

F̂ |n⟩ = fn|n⟩, ⟨n|n′⟩ = δnn′ .

Непрерывный спектр:

F̂ |f⟩ = f |f⟩, ⟨f |f ′⟩ = δ(f − f ′).

Разложение вектора состояния по полному базису:

|ψ⟩ =
∑
n

|n⟩⟨n|ψ⟩+
∫
df |f⟩⟨f |ψ⟩.

Условие полноты: ∑
n

|n⟩⟨n|+
∫
df |f⟩⟨f | = 1̂.

Нормировка на единицу и вероятности:

⟨ψ|ψ⟩ = 1, wn = |⟨n|ψ⟩|2, w(f)df = |⟨f |ψ⟩|2df.

Коммутатор: [
F̂ , Ĝ

]
= F̂ Ĝ− ĜF̂ .

Соотношение неопределенностей (F̂+ = F̂ , Ĝ+ = Ĝ):[
F̂ , Ĝ

]
= iK̂, ⟨

(
F̂ − ⟨F̂ ⟩

)2

⟩⟨
(
Ĝ− ⟨Ĝ⟩

)2

⟩ ≥ ⟨K̂⟩2

4
.

Волновая функция в f -представлении: ⟨n|ψ⟩, ⟨f |ψ⟩.
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КООРДИНАТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

Операторы координаты и импульса:

ˆ⃗r = r⃗, ˆ⃗p = −i~∇⃗.

Собственные функции оператора импульса:

ψp⃗ (r⃗ ) =
1

(2π~)3/2
e
i
p⃗r⃗
~ , ⟨p⃗ ′|p⃗ ⟩ = δ(p⃗− p⃗ ′).

УРАВНЕНИЕ ШРЁДИНГЕРА

Зависимость вектора состояния от времени:

i~
∂|Ψ(t)⟩
∂t

= Ĥ|Ψ(t)⟩.

Стационарное состояние:

ΨE(r⃗, t) = e
−i

Et
~ ψE(r⃗), ĤψE(r⃗) = EψE(r⃗).

Зависимость средних значений от времени (F̂ не зависит явно от t):

d⟨F ⟩
dt

= ⟨Ψ|dF̂
dt

|Ψ⟩, dF̂

dt
=
i

~

[
Ĥ, F̂

]
.

ЛИНЕЙНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР

Гамильтониан и энергетический спектр:

Ĥ =
p̂2x
2m

+
mω2x2

2
= ~ω

(
â+â+

1

2

)
,

осцилляторная единица энергии: E0 = ~ω,

осцилляторная единица длины: a0 =

√
~
mω

,

осцилляторная единица импульса: p0 =
~
a0

=
√
~mω.

â =
ξ̂ + ip̂ξ√

2
, ξ̂ =

√
mω

~
x̂, p̂ξ =

p̂x√
m~ω

,

Ĥ|n⟩ = En|n⟩, En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .
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Волновые функции стационарных состояний:

ψn(x) =

(
α√
π 2nn!

)1/2

Hn(ξ) e
−ξ2/2, α =

√
mω/~, ξ = αx.

Полиномы Эрмита:

Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ2 = eξ

2/2

(
ξ − d

dξ

)n

e−ξ2/2.

Операторы понижения и повышения:

â|n⟩ =
√
n |n− 1⟩, â+|n⟩ =

√
n+ 1 |n+ 1⟩, |n⟩ = (â+)n√

n!
|0⟩.

УГЛОВОЙ МОМЕНТ

Активное преобразование поворота вектора состояния (система коор-
динат 2 получена из системы координат 1 поворотом на угол φ вокруг
единичного вектора n⃗):

|ψ; 2⟩ = R̂(φ⃗ )|ψ; 1⟩, R̂(φ⃗ ) = e−i
ˆ⃗
Jφ⃗/~, φ⃗ = φ n⃗,

где ˆ⃗
J – оператор углового момента.

Фундаментальное определение оператора углового момента:[
ĵi, ĵk

]
= ieiklĵl.

Операторы повышения и понижения:

(ĵx ± iĵy)|jm⟩ =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1) |j, m±1⟩.

СПИН ЭЛЕКТРОНА

ŝi =
σi
2
, σkσl = δkl + ieklmσm.

Матрицы Паули:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Спиновые состояния:

χ
+

1
2

=

(
1
0

)
≡ α ≡ |+⟩, χ

− 1
2

=

(
0
1

)
≡ β ≡ |−⟩.
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ОРБИТАЛЬНЫЙ МОМЕНТ

Оператор орбитального момента:

ˆ⃗
L = ~ ˆ⃗l =

[
ˆ⃗r × ˆ⃗p

]
= −i~

[
r⃗ × ∇⃗

]
,

[
l̂i, l̂j

]
= i eijk l̂k ,

ˆ⃗
l 2 = −

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
, l̂z = −i ∂

∂φ
.

Собственные функции операторов орбитального момента:{
ˆ⃗
l 2Ylm(θ, φ) = l(l + 1)Ylm(θ, φ), l = 0, 1, 2, . . . ,

l̂zYlm(θ, φ) = mYlm(θ, φ), m = 0,±1 . . .± l.

Сферические гармоники:{
Ylm(θ, φ) = Clm Pm

l (θ) eimφ, m ≥ 0,
Ylm(θ, φ) = (−1)m Y ∗

l,−m(θ, φ), m < 0,

нормировочная постоянная:

Clm = (−1)m
(
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

)1/2

,

присоединенные полиномы Лежандра:

Pm
l (θ) = (sin θ)m

dm

d(cos θ)m
Pl(cos θ), Pl(ξ) =

1

2ll!

dl

dξl
(ξ2 − 1)l.

АТОМ ВОДОРОДА

Гамильтониан и энергетический спектр:

Ĥ =
ˆ⃗p 2

2µ
− Ze2

r
, Ĥ|nlm⟩ = En|nlm⟩, En = −Z

2e2

2an2
.

атомная единица (а.е.) длины: a = ~2/µe2,
а.е. импульса: ~/a = µe2/~,
а.е. скорости: e2/~,
a.e. энергии: e2/a = µe4/~2.

Волновые функции стационарных состояний:

ψnlm(r⃗ ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ).
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Rnl(ρ) = Cnlρ
lvnrl(ρ) e

−Zρ/n, vnrl(ρ) = L2l+1
nr

(2Zρ/n),

где ρ = r/a, L2l+1
nr

(2Zρ/n) – обобщенный полином Лагерра степени
nr = n− l − 1, где nr – радиальное квантовое число.

Сферические гармоники для низших моментов:

Y00 =
1√
4π
, Y10 =

√
3

4π
cos θ, Y1±1 = ∓

√
3

8π
sin θ e±iφ,

Y20 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1), Y2±1 = ∓

√
15

8π
sin θ cos θ e±iφ,

Y2±2 =

√
15

32π
sin2 θ e±2iφ.

Радиальные функции для низших состояний:

R10=2

√
Z3

a3
e
−Zr

a , R20=

√
Z3

2a3

(
1− Zr

2a

)
e
−Zr

2a, R21=

√
Z5

24a5
r e

−Zr
2a.

СТАЦИОНАРНАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Cлучай невырожденного энергетического спектра:

E(1)
n = ⟨n|V |n⟩, E(2)

n =
∑
k ̸=n

|⟨n|V |k⟩|2

E
(0)
n − E

(0)
k

,

|ψ(1)
n ⟩ =

∑
k ̸=n

⟨ψ(0)
k |V |ψ(0)

n ⟩
E

(0)
n − E

(0)
k

|ψ(0)
k ⟩.

Cлучай вырожденного энергетического спектра, секулярное уравне-
ние:

det ∥Vαβ − E(1)δαβ∥ = 0.

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Первый порядок:

Wif (t, t0) =
1

~2

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

⟨f |V |i⟩eiωfit
′
dt′

∣∣∣∣∣∣
2

,
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Wif (−∞,+∞) =
4π2

~2
|Vfi(ωfi)|2 .

Вероятность перехода в единицу времени в непрерывном спектре («зо-
лотое правило» Ферми):

Wif =
2π

~

{
|Vfi|2 ρ(Ef )

}
Ef=Ei

,

где ρ(Ef ) = dνf/dE — плотность энергетического спектра.

УРАВНЕНИЕ ПАУЛИ

i~
∂Ψ

∂t
=

1

2m

(
ˆ⃗p− e

c
A⃗
)2

Ψ− e~
2mc

(H⃗ˆ⃗σ)Ψ + eϕΨ, Ψ =

(
ψ1

ψ2

)
.

CИСТЕМЫ ТОЖДЕСТВЕННЫХ ЧАСТИЦ

Ферми-частицы: Ψ(x1, x2, t) = −Ψ(x2, x1, t),
бозе-частицы: Ψ(x1, x2, t) = +Ψ(x2, x1, t), где x ≡ (r⃗,ms).

Одночастичное приближение (приближение слабо взаимодействую-
щих частиц).
Ферми-частицы:

Ψn1,n2, ... nN
=

1√
N !

det


ψn1

(x1) ψn1
(x2) . . . ψn1

(xN )
ψn2(x1) ψn2(x2) . . . ψn2(xN )

...
...

. . .
...

ψnN
(x1) ψnN

(x2) . . . ψnN
(xN )

 .

СЛОЖНЫЙ АТОМ

Гамильтониан взаимодействия с внешним магнитным полем:

V̂ = V̂Z + V̂D,

V̂Z = µBH⃗(
̂⃗
L+ 2

̂⃗
S) − зеемановское взаимодействие,

V̂D =
e2

2mc2

∑
a

A⃗ 2(r⃗a) − диамагнитное взаимодействие.
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Слабое поле.
Состояние: |конфигурация;L, S, J,MJ⟩,
полное расщепление (2J + 1)-кратно вырожденного уровня энергии:

ε
(1)
H = gJ

|e|~
2mc

HMJ ,

gJ = 1 +
J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
− фактор Ланде.

Сильное поле.
Состояние: |конфигурация;L,ML, S,MS⟩,
расщепление (2L+ 1)(2S + 1)-кратно вырожденного уровня энергии:

ε
(1)
H =

|e|~
2mc

H(ML + 2MS).

ИЗЛУЧЕНИЕ
Дипольное приближение (exp(ikr) ≃ 1):

wспонт. изл. =
4ω3

if

3~c3
|d⃗if |2, ωif = (Ei − Ef )/~.

Правила отбора для дипольного (E1) излучения:

Слабое поле Сильное поле
∆J = 0,±1 ∆L = 0,±1

∆MJ = 0,±1 ∆M = 0,±1
∆L = 0,±1 ∆S = 0
∆S = 0 ∆MS = 0

Πi = −Πf

1-е ЗАДАНИЕ

УПРАЖНЕНИЯ

1. Вычислите матричные элементы: ⟨2p|x̂|1s⟩, ⟨2p|ŷ|1s⟩, ⟨2p|ẑ|1s⟩
для атома водорода. Какие правила отбора они определяют?

2. То же упражнение, но для матричных элементов ⟨2p|p̂x|1s⟩,
⟨2p|p̂y|1s⟩, ⟨2p|p̂z|1s⟩.

3. Вычислите средние значения операторов (
ˆ⃗
lˆ⃗s), (ˆ⃗lˆ⃗j) и (

ˆ⃗
j ˆ⃗s) в состо-

янии |l, s, j,mj⟩.
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4. Используя понижающий оператор Ŝ−, найти собственные функ-
ции операторов ˆ⃗

S2 и Ŝz системы двух электронов ( ˆ⃗S = ˆ⃗s1 + ˆ⃗s2,
Ŝ− = ŝ1− + ŝ2−).

5. Используя понижающий оператор Ŝ−, постройте собственные
функции операторов ˆ⃗

S2 и Ŝz двух бозонов со спинами s1 = s2 = 1

( ˆ⃗S = ˆ⃗s1 + ˆ⃗s2, Ŝ− = ŝ1− + ŝ2−).

6. Получите нормировочный множитель N–электронной волновой
функции, представленной в виде детерминанта Слэтера.

ЗАДАЧИ

1. C Вычислите электрическую поляризуемость атома водорода в
основном состоянии.

2. C Используя стационарную теорию возмущений, найдите поправ-
ки к уровням энергии линейного гармонического осциллятора
под действием следующих возмущений:

(а) V̂ = αx, (б) V̂ = Ax3 +Bx4.

3. Найдите смещение уровня энергии основного состояния атома
водорода, обусловленное конечным размером ядра. Примите, что
ядро представляет собой равномерно заряженный по объему шар
радиуса r0.

4. C Исследуйте расщепление в однородном электрическом поле
уровня энергии атома водорода с главным квантовым числом
n = 2 (эффект Штарка). Как зависит энергия расщепления от
величины поля? Найдите правильные волновые функции нуле-
вого приближения.

5. В результате β-распада ядра атома трития образуется ион 3He+.
Вычислите вероятности того, что этот ион окажется: (а) в ос-
новном состоянии; (б) на первом возбужденном уровне. Каково
отношение этих вероятностей?

6. Уровни энергии невозмущённой системы зависят от параметра
λ и при некотором значении λ0 два уровня энергии пересекают-
ся: E(0)

1 (λ0) = E
(0)
2 (λ0). В начальный момент времени система

находится на первом уровне в состоянии ψ
(0)
1 . Определите веро-

ятность найти систему в состоянии ψ(0)
2 в момент времени t, если
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на систему накладывается малое постоянное возмущение V̂ , при-
чём V11 = V22 = 0, но V12 = V ∗

21 ̸= 0.

7. C Найдите величину сверхтонкого расщепления основного состо-
яния атома водорода. Вычислите длину волны излучения, испус-
каемого при переходе между расщепленными подуровнями.

8. C На мюон, покоящийся в сильном однородном магнитном поле
H⃗0 ∥ z, падает слабое циркулярно поляризованное радиочастот-
ное поле h⃗(t) ⊥ H⃗0. Найдите зависимость от времени спиновой
функции |χ(t)⟩ и поляризации мюона P⃗ (t) =⟨χ(t)|ˆ⃗σ|χ(t)⟩, если в
начальный момент |χ(0)⟩ = |+⟩.

9. Вывести правила отбора для разрешённых переходов в спектрах
ЭПР по спиновым квантовым числам электрона MS и протона
MI .

10. ∗ Найдите вероятность перехода между состояниями дискретного
спектра под действием возмущения

V̂ (t) =
V̂0
2

(
1 +

2

π
arctg

t

τ

)
.

11. C Найдите уровни энергии и волновые функции стационарных
состояний двух невзаимодействующих тождественных частиц в
потенциальном ящике

V (x) =

{
0, 0 < x < a,
∞, x < 0, x > a,

если этими частицами являются: (а) ферми-частицы со спинами
s = 1/2; (б) бозе-частицы со спинами s = 0; (в) бозе-частицы со
спинами s = 1. Чему равна в каждом из этих случаев энергия
основного состояния N частиц?

2-е ЗАДАНИЕ

УПРАЖНЕНИЯ

1. Докажите справедливость коммутационного соотношения[
ˆ⃗
L2,

[
ˆ⃗
L2, d̂α

]]
= 2

(
ˆ⃗
L2d̂α + d̂α

ˆ⃗
L2

)
− 4

(
ˆ⃗
L
ˆ⃗
d
)
L̂α,
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где d̂α (α = 1, 2, 3) – составляющие оператора дипольного момен-

та атома, а ˆ⃗
L – оператор полного орбитального момента (~ = 1).

Используя это соотношение, выведите правила отбора по орби-
тальному моменту для дипольных переходов в атоме.

2. Покажите, что амплитуда малых колебаний ядер в молекуляр-
ных системах составляет l ∼ æa, где æ – малый параметр Борна–
Оппенгеймера, a – характерное межъядерное расстояние.

3. Покажите, что для электронных волновых функций I–го и J–го
квантовых состояний ψI(x,X) и ψJ(x,X) справедливо неравен-
ство

⟨ψI |
∂ψJ

∂X
⟩ ̸= 0,

где угловыми скобками обозначено интегрирование по совокуп-
ности электронных координат x, а X – совокупность ядерных
координат молекулярной системы. Чему равно скалярное произ-
ведение при I = J?

4. Получите результат действия оператора антисимметризации на
произвольную функцию трёх электронов.

5. Доказать эрмитовость оператора Фока.

6. Покажите, что оператор Фока инвариантен относительно произ-
вольного унитарного преобразования молекулярных орбиталей.

ЗАДАЧИ

1. Вычислите энергию основного состояния атома водорода из ва-
риационного принципа. В качестве пробных функций возьмите:
ψ(r) = (πa3)−1/2 exp(−r/a) и
ψ(r) = (πb2)−3/4 exp(−r2/2b2).
Определите параметры a и b.

2. ∗ Найдите, пользуясь вариационным методом, энергию основного
состояния гелиеподобного атома с зарядом ядра Z. В качестве
пробной функции возьмите:

(а) ψ(r1, r2) ∼ e−α(r1+r2),
(б) ψ(r1, r2) ∼ e−αr1−βr2 + e−βr1−αr2 .

В случае (б) воспользуйтесь численной процедурой минимизации
матричного элемента от гамильтониана по параметрам α и β.
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Воспользовавшись полученными результатами, установите, су-
ществует ли стабильный ион водорода H−, а также вычислите
диамагнитную восприимчивость атома гелия в основном состоя-
нии.

3. Пользуясь правилами Хунда, определите значения квантовых
чисел L, S и J в основных состояниях следующих атомов: (а)
кремния, (б) фосфора, (в) серы, (г) ванадия, (д) кобальта, (е)
церия. Для случаев “а”, “б” и “в” найдите все термы. Запишите
спектроскопические символы полученных состояний.

4. C Используя второй порядок стационарной теории возмущений,
определите, как зависит энергия взаимодействия от расстояния
R между:
(а) атомом и ионом (∼ −1/R4);
(б) двумя атомами (∼ −1/R6).

5. Желтый дублет натрия соответствует оптическим переходам
2P3/2 →2 S1/2 и 2P1/2 →2 S1/2. Исследуйте расщепление этого
дублета в слабом и сильном магнитных полях. Сравните полу-
ченные картины расщепления линий натрия с расщеплениями
синглетной линии кадмия, отвечающей переходу 1D → 1P .

6. Найти время жизни 2p-состояния атома водорода.

7. Определите вероятность процесса, при котором ядро, связанное
гармоническим потенциалом, останется в основном состоянии по-
сле испускания γ-кванта (эффект Мёссбауэра).

8. C Доказать справедливость формулы для матричного элемента
оператора Ω̂(1, 2, ..., N), симметричного относительно перестано-
вок номеров электронов

⟨Ψ ′|Ω̂|Ψ⟩ =
∑
P

εP ⟨Π ′|Ω̂|P̂Π⟩.

Здесь Ψ ′ и Ψ – два слэтеровских детерминанта, построенных на
произведениях Π ′ и Π спин-орбиталей N–электронной системы;
εP = +1 для чётного числа перестановок электронов оператором
P̂ , εP = −1 для нечётного числа перестановок.

9. Получите выражение для хартри–фоковского функционала элек-
тронной энергии молекулярных систем с дважды заполненными
молекулярными орбиталями.
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Срок сдачи первого задания: 15.03–20.03.2021 года.

Срок сдачи второго задания: 10.05–15.05.2021 года.

Задачи со значком C необходимо рассмотреть на семинаре.
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Описание учебного курса 

Цель дисциплины «Объектно-ориентированное программирование» — 

научить обучающихся использованию языка программирования Python, 

включая его уникальные особенности синтаксиса и библиотеки, для реше-

ния прикладных и научных задач. 

В ходе данного курса обучающийся освоит использование следующих 

технологий и библиотек: 

1. Работа в командной строке Linux.

2. Использование системы контроля версия git.

3. Обработка исключений на языке Python.

4. Использование аргументов командной строки.

5. Использование итерируемых объектов.

6. Генераторы и сопроцессы на Python.

7. Декорирование функций и классов.

8. Объектно-ориентированное программирование.

9. Сериализация и десериализация объектов.

10. Использование регулярных выражений для работы со строками.

11. Многопоточное программирование.

Курс предполагает реализацию семестрового проекта, выполненного в 

коллаборации с сокурсниками. Выполнение проекта подразумевает озна-

комление с рядом библиотек Python, описания которых появляются на 

сайте http://cs.mipt.ru/advanced_python в течение семестра. Очное при-

сутствие на занятиях по ООП обязательно, поскольку суть обучения на дан-

ном курсе сводится не к приобретению знаний, но к усвоению навыка про-

граммирования и проектирования программ. Это возможно только при жи-

вой передаче опыта от преподавателя и его ассистентов-менторов — сту-

дентам. 

Также важной частью курса является обучение использованию системы 

контроля версий. Дистанционное взаимодействие обучающихся и препода-

вателя также является важной составляющей частью обучения и происхо-

дит через репозиторий git. Отсутствие коммитов в репозиторий (если оно 

предполагалось лабораторной работой) или отсутствие реакции на замеча-

ния преподавателя к коду является таким же дисциплинарным наруше-

нием, как и непосещение занятий. Сдача выполненных работ на «флешке» 

или по электронной почте не допускается. 

Оценивание 
Итоговая оценка студента по предмету ставится исходя из устной за-

щиты семестрового проекта. 
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Лабораторные работы 

 

№ Тема Описание Недель 
1 Git Системы контроля версий. Использование 

команд git init; git config; git add; git com-

mit; git push; git pull; git branch; git check-

out. Использование github.com задачи, 

цели, нити. 

1 

2 Библио-

тека numpy 

Использование библиотеки numpy для работы 

с матрицами. Их создание, индексирование, 

обращение, транспонирование. Вычисление 

ранга, определителя, собственных чисел и век-

торов. 

1 

3 Библиотека 

pandas 
Библиотека pandas. Создание DataFrame. Про-

ведение первичного анализа данных в таблице: 

расчёт количества, среднего, стандартного от-

клонения, медиану, квантили, диапазон. 

1 

4 Научная ви-

зуализация 

средствами 

python 

Примеры использования matplotlib.pyplot для 

визуальзации двумерных графиков и диа-

грамм; библиотеки для трехмерной графики 

mpl_toolkits.mplot3d.Axes3D; библиотека 

matplotlib.animation для создания анимаций. 

1 

5 Базы дан-

ных 
Введение в реляционные базы данных и язык 

SQL. Использование SQLite 3 из коммандной 

строки и при помощи библиотеки sqlite3 для 

Python 

2 

6 Создание 

web сайтов 
Фреймворк flask для создания сайтов в Python. 

Использование flask.Blueprits для разделения 

сайта на модули. Введение в синтаксис HTML, 

CSS, Jinja2 

2 

7 PyQt5 Использование библиотеки PyQT5 для созда-

ния графических приложений (со строками 

меню, кнопками и пр. Использование 

QtDesigner. 

2 

8 Введение в 

машинное 

обучение 

Общая постановка задачи обучения по преце-

дентам. Типы задач Машинного обучения. 

Обучение с учителем и без учителя. Метрики 

качества. Задача Классификации. k-NN. 

Плюсы и минусы метода ближайших соседей. 

Класс KNeighborsClassifier в Scikit-learn. Де-

рево решений. Построение дерева. Основные 

параметры дерева. Плюсы и минусы деревьев 

решений. Класс DecisionTreeClassifier в Scikit-

learn. Выбор параметров модели и кросс-вали-

дация. 

4 
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Ресурсы сети Интернет 

1. cs.mipt.ru/advanced_python

2. https://tatyderb.gitbooks.io/python-express-course/content/

3. python.org

4. github.com

5. pythontutor.ru

6. https://www.coursera.org/learn/programming-in-python

7. https://www.coursera.org/learn/python-osnovy-programmirovaniya

8. https://stepik.org/course/512/syllabus

Литература 
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1. Программирование на Python 3: Подробное руководство: [учеб. пособие для

вузов]. М. Саммерфилд; пер. с англ. А. Киселева .— Санкт-Петербург : Символ-

Плюс, 2015 - ISBN 978-5-93286-161-5. 

(Дополнительная) 
1. Лутц М. Изучаем Python, 4-е изд. / пер. с англ. – Санкт-Петербург : Сим-

вол-Плюс, 2011. – 1280 с., ил. ISBN 978-5-93286-159-2 
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Петербург : Символ-Плюс, 2011 — 992 с., ил. ISBN 978-5-93286-210-0, 978-0-596-

15810-1 
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