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ТЕРМОДИНАМИКА И МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА 

1. Основные понятия, задачи и методы молекулярной физики. Мак-

роскопические параметры, термодинамическая система, термодинамиче-

ские параметры, термодинамическое равновесие. Нулевое начало термоди-

намики. Термическое и калорическое уравнения состояния. 

Идеальный газ. Связь давления идеального газа с кинетической энер-

гией молекул. Уравнение состояния идеального газа. Внутренняя энергия 

идеального газа. Идеально-газовое определение температуры. 

Работа, внутренняя энергия, теплота. Первое начало термодинамики. 

Теплоёмкость. Теплоёмкости при постоянном объёме и постоянном давле-

нии, соотношение Майера для идеального газа. Адиабатический и полит-

ропический процессы. Адиабата и политропа идеального газа.  

Скорость звука в газах. 

2. Циклические процессы. Тепловые машины. КПД тепловой ма-

шины. Цикл Карно. Теоремы Карно. Холодильная машина и тепловой 

насос. Обратимые и необратимые процессы. Второе начало термодина-

мики. Эквивалентные формулировки второго начала. Неравенство 

Клаузиуса. 

Термодинамическое определение энтропии. Изменение энтропии в об-

ратимых и необратимых процессах, закон возрастания энтропии. Энтропия 

идеального газа. Неравновесное расширение идеального газа в пустоту. 

3. Термодинамические функции и их свойства. Термодинамические 

потенциалы: внутренняя энергия, энтальпия, свободная энергия, энергия 

Гиббса. Преобразования термодинамических функций. Соотношения 

Максвелла.  

Максимальная работа системы при контакте с термостатом. Макси-

мальная полезная работа системы. 

4. Применение термодинамических потенциалов. Термодинамика из-

лучения. Адиабатическое растяжение резинового и металлического стерж-

ней. Тепловое расширение твёрдых тел. 

Поверхностные явления. Краевые углы, смачивание и несмачивание. 

Формула Лапласа. Свободная и внутренняя энергия поверхности. 

5. Фаза и агрегатное состояние. Классификация фазовых переходов 

(I и II рода). Экстенсивные и интенсивные величины. Химический потен-

циал. Условия равновесия фаз для переходов I рода. Уравнение Кла-

пейрона–Клаузиуса. Кривая фазового равновесия «жидкость–пар», зависи-

мость давления насыщенного пара от температуры.  

Фазовые диаграммы. Тройная точка. Диаграмма состояния «лёд–вода–

пар». Критическая точка. 
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Метастабильные состояния. Перегретая жидкость и переохлаждённый 

пар. Зависимость давления пара от кривизны поверхности жидкости. Кипе-

ние. Роль зародышей в образовании фазы. 

6. Газ Ван-дер-Ваальса как модель реального газа. Внутренняя энер-

гия и энтропия газа Ван-дер-Ваальса. Изотермы газа Ван-дер-Ваальса и их 

связь с изотермами реальной системы. Правило Максвелла (правило ры-

чага). Критические параметры и приведённое уравнение состояния. Адиа-

бата газа Ван-дер-Ваальса. Неравновесное расширение газа Ван-дер-Ва-

альса в пустоту. 

7. Элементы гидродинамики идеальной жидкости. Линии тока, ста-

ционарное ламинарное течение. Уравнение Бернулли для сжимаемой и не-

сжимаемой жидкости. Изоэнтропическое течение идеального газа, истече-

ние газа из отверстия. Эффект Джоуля–Томсона, температура инверсии. 

8. Элементы теории вероятностей. Дискретные и непрерывные слу-

чайные величины, плотность вероятности. Условие нормировки. Средние 

величины и дисперсия. Независимые случайные величины. Нормальный 

закон распределения как предел распределения для суммы большого числа 

независимых слагаемых (без вывода). Зависимость дисперсии суммы неза-

висимых слагаемых от их числа («закон √𝑁»). 

9. Распределение Максвелла: распределения частиц по компонентам 

скорости и абсолютным значениям скорости. Наиболее вероятная, средняя 

и среднеквадратичная скорости. Распределение Максвелла по энергиям. 

Элементы молекулярно-кинетической теории. Плотность потока ча-

стиц, движущихся в заданном направлении. Среднее число и средняя энер-

гия частиц, вылетающих в вакуум через малое отверстие в сосуде. 

Распределение Больцмана в поле внешних сил. Барометрическая фор-

мула. Распределение Максвелла—Больцмана. 

10. Элементы статистической физики классических идеальных си-

стем. Фазовое пространство, макро- и микросостояния, статистический вес 

макросостояния. Статистическое определение энтропии. Статистическая 

сумма. Аддитивность энтропии независимых подсистем. Закон возраста-

ния энтропии. Третье начало термодинамики (теорема Нернста). Распреде-

ление Гиббса–Больцмана для идеального газа. Понятие о каноническом 

распределении Гиббса. 

Зависимость статистического веса и энтропии от числа частиц в си-

стеме. Изменение энтропии при смешении газов, парадокс Гиббса. 

11. Приложения статистической физики. Статистическая сумма. Клас-

сическая теория теплоёмкостей: закон равномерного распределения энер-

гии теплового движения по степеням свободы. Теплоёмкость кристаллов 
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(закон Дюлонга–Пти). Элементы квантовой теории теплоёмкостей. Замо-

раживание степеней свободы, характеристические температуры. Зависи-

мость теплоёмкости  𝐶𝑉 газов от температуры. 

Статистическая температура. Свойства двухуровневой системы, ин-

версная заселённость. 

12. Флуктуации. Связь вероятности флуктуации с изменением энтро-

пии системы. Флуктуации аддитивных величин, зависимость флуктуаций 

от числа частиц. Флуктуация числа частиц в выделенном объёме. Флукту-

ация энергии системы в жёсткой термостатированной оболочке. Флуктуа-

ция объёма в изотермическом и адиабатическом процессах. Влияние флук-

туаций на чувствительность измерительных приборов (пружинные весы, 

газовый термометр). 

13. Столкновения. Эффективное газокинетическое сечение. Длина 

свободного пробега. Распределение молекул по длинам свободного про-

бега. Число столкновений молекул в единице объёма. 

Явления молекулярного переноса: диффузия, теплопроводность, вяз-

кость. Законы Фика, Фурье и Ньютона. Коэффициенты переноса в газах. 

Уравнение диффузии и теплопроводности. Температуропроводность. Ста-

ционарные и квазистационарные распределения концентрации и темпера-

туры. 

14. Диффузия как процесс случайных блужданий. Задача о случайных 

блужданиях, среднеквадратичное смещение частицы при большом числе 

шагов. Расплывание облака частиц и распространение тепла за счёт тепло-

проводности. 

Броуновское движение макроскопических частиц. Закон Эйнштейна–

Смолуховского для смещения броуновской частицы. Связь подвижности 

частицы и коэффициента диффузии облака частиц (соотношение Эйн-

штейна). 

15. Стационарное ламинарное течение вязкой жидкости/газа по пря-

молинейной трубе, формула Пуазейля. Течение разрежённого газа по пря-

молинейной трубе. Явления переноса в разрежённых газах: эффект 

Кнудсена (эффузия), зависимость коэффициента теплопроводности разре-

жённого газа от давления. 

Безразмерные параметры и законы подобия для течений. Число Рей-

нольдса. Число Кнудсена. Эффект Магнуса и подъёмная сила при обтека-

нии крыла (качественное объяснение). 

16. Введение в неравновесную термодинамику. Локальное термодина-

мическое равновесие. Неравновесная термодинамика при малых отклоне-

ний от термодинамического равновесия (линейная теория), термодинами-

ческие силы и потоки, соотношения взаимности Онзагера, перекрёстные 
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термодинамические явления (термоэлектрический эффект, термомехани-

ческий и механокалорический эффекты).  Производство энтропии, прин-

ципы минимума производства энтропии и наименьшего рассеяния энергии 

в необратимых термодинамических процессах. 

Нелинейная термодинамика, флуктуации в диссипативных системах 

вдали от положения термодинамического равновесия, "порядок из хаоса" 

(ячейки Бенара, реакция Белоусова–Жаботинского). 

ЛИТЕРАТУРА 

Основная литература 

1. Кириченко Н.А. Термодинамика, статистическая молекулярная физика. – 

Москва : Физматкнига, 2012. 
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– Москва : Физматлит, 2006. 

3. Белонучкин В.Е., Заикин Д.А., Ципенюк Ю.М. Основы физики. Курс общей фи-

зики. Т. 2. Квантовая и статистическая физика / под ред. Ю.М. Ципенюка. 

Часть V. Главы 1–4. – Москва : Физматлит, 2001. 

4. Белонучкин В.Е. Краткий курс термодинамики. – Москва : МФТИ, 2010. 

5. Лабораторный практикум по общей физике. Т. 1 / под ред. А. Д. Гладуна. – 

Москва : МФТИ, 2012. 

6. Сборник задач по общему курсу физики. Ч. 1 / под ред. В. А. Овчинкина (3-е 

изд., испр. и доп.). – Москва : Физматкнига, 2013. 

Дополнительная литература 

1. Щёголев И.Ф. Элементы статистической механики, термодинамики и кинетики. 

– Москва.: Янус, 1996; Москва : Интеллект, 2008. 

2. Ландау Л.Д., Ахиезер А.И., Лифшиц Е.М. Курс общей физики. – Москва : Интел-

лект, 2014 (4-е изд.). 

3. Базаров И.П. Термодинамика. – Москва : Высшая школа, 1983. 

4. Рейф Ф. Статистическая физика (Берклеевский курс физики). Т. 5. – Москва : 

Наука, 1972. 

5. Калашников Н.П., Смондырев М.А. Основы физики. — Москва : Лаборатория 

знаний, 2017. 

6. Пригожин И., Кондепуди Д. Современная термодинамика. От тепловых двига-

телей до диссипативных структур. – Москва : Мир, 2009. 

7. Корявов В.П. Методы решения задач в общем курсе физики. Термодинамика и 

молекулярная физика. – Москва : Высшая школа, 2009. 

8. Прут Э.В., Кленов С.Л., Овсянникова О.Б. Введение в теорию вероятностей в 

молекулярной физике. – Москва : МФТИ. 2002. Элементы теории флуктуаций 

и броуновского движения в молекулярной физике. – Москва : МФТИ, 2002. 

9. Прут Э.В. Теплофизические свойства твёрдых тел. – Москва : МФТИ, 2009. 
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ренняя энергия газа Ван-дер-Ваальса. – Москва : МФТИ, 2012; Некоторые за-

дачи теории теплопроводности. – Москва : МФТИ, 2006; Теплоёмкость иде-

ального газа. – Москва : МФТИ, 2019; 

11. Попов П.В. Диффузия. – Москва : МФТИ, 2016. 

Электронные ресурсы 

http://physics.mipt.ru/S_II/method/ 

ЗАДАНИЕ ПО ФИЗИКЕ 

для студентов 1-го курса на весенний семестр 2020/2021 учебного года 

Дата 
№ 

нед. 
Тема семинарских занятий 

Задачи 

0 I II 

1–5 
февр. 

1 
Первое начало термодинамики. 
Теплоёмкость. Адиабатический и 
политропический процессы. 

01 
02 
03 

1.40 

1.54 

1.87 

2.6 

1.100 

1.47 

1.75 

1.83 

8–12 

февр. 
2 

Тепловые машины. Второе 
начало термодинамики. 
Изменение энтропии в обрати-
мых процессах. 

04 
05 
06 

3.25 

3.43 

Т1 

4.80 

3.52 

3.47 

4.15 

4.78 

15–19 
февр. 

3 

Изменение энтропии в необрати-
мых процессах. 

07 
08 
09 

4.75 

4.43/44 

5.75 

5.38 

4.47 

Т6 

5.32 

5.54 
Термодинамические потенциалы. 

22 – 26 

февр. 
4 

Применение термодинамических 
потенциалов. Преобразования 
термодинамических функций. 

1.3 
010 
011 
012 

5.16 

5.28 

12.8 

5.42 

5.63 

5.40 

12.9 

12.38 

1–5 
мар. 

5 
Фазовые превращения. Уравнение 
Клапейрона–Клаузиуса. Кипение. 

013 
014 
015 

11.29 

11.16 

11.34 

12.51 

11.36 

11.74 

11.78 

12.48 

8–12 

мар. 
6 

Реальные газы. 016 
017 
018 

6.17 

6.52 

2.11 

6.68/69 

6.39 

6.41 

2.20 

6.87 

Уравнение Бернулли. Эффект 
Джоуля—Томсона. 

15–19 

мар. 
7 Контрольная работа по 1-му заданию (по группам). 

22–26 

мар. 
8 Сдача 1-го задания. 
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29 мар. 

–2 апр. 
9 

Основы молекулярно-кинетической 
теории. Распределение Максвелла. 

019 
020 

7.52 

7.18 

7.14 

7.20 

7.53 

7.70 

7.16 

7.40 

7.80 

5–9 
апр. 

10 
Распределение Больцмана.  
Элементы статистической фи-
зики. 

021 
022 
023 
024 

8.11 

8.28 

8.56 

8.52 

8.15 

8.25 

8.70 

8.61 

12–16 
апр. 

11 
Статистический смысл энтропии. 
Флуктуации. 

025 

026 
027 

9.45 

Т4 

9.6 

9.8 

8.51 

T2 

9.28 

9.40 

19–23 

апр. 
12 

Столкновения, длина свободного 
пробега. Явления переноса. 

10.2 
028 
029 

10.8 

10.15 

10.36 

10.149 

10.38 

10.16 

10.134 

10.143 

26–30 

апр. 
13 

Явления переноса. Броуновское 
движение. 

030 
031 

10.106 

10.30 

T3 

10.92 

10.25 

10.54 

10.98 

Т5 

3–7 
мая 

14 
Течение газов. Явления в разре-
женных газах. 

032 
033 
034 

10.82/83 

10.68/69 

10.120 

14.27мех 

10.77 

10.142 

10.102 

14.46мех 

10–21 
мая 

15/16 Сдача 2-го задания. 

Примечание 

Номера задач указаны по “Сборнику задач по общему курсу физики. 

Ч. 1. Механика, термодинамика и молекулярная физика” / под ред. В.А. Ов-

чинкина (3-е изд., испр. и доп.). — Москва : Физматкнига, 2013. Задачи с 

индексом «мех» — из раздела «Механика». 

Все задачи обязательны для сдачи задания. В каждой теме семинара 

задачи разбиты на 3 группы: 

0   — задачи, которые студент должен решать в течение недели для под-

готовки к семинару; 

I   — задачи, рекомендованные для разбора на семинаре (преподаватель 

может разбирать на семинарах и другие равноценные задачи по 

своему выбору); 

II — задачи для самостоятельного решения; их решения должны быть 

оформлены студентами в отдельных тетрадях и сданы преподава-

телю на проверку. 
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Задачи 0 группы 

1. В комнате объёмом V в течение некоторого времени был включён 

нагреватель. В результате температура воздуха увеличилась от Т1 до Т2. 

Давление в комнате не изменилось. Найти изменение внутренней  Δ𝑈 энер-

гии воздуха, содержащегося в комнате. 

2. Найти работу, которую совершает моль воздуха, расширяясь от 

объёма  𝑉0 до 𝑉1 = 2𝑉0 в изотермическом процессе при комнатной темпе-

ратуре. 

Ответ: 1,7 кДж. 

3. Температура воздуха равна  𝑇 = 273 К. Найти изменение скорости 

звука при изменении температуры на Δ𝑇 = 1 К. 

Ответ: Δ𝑐𝑠 ≈
1

2

Δ𝑇

𝑇
𝑐𝑠 = 0,61 м/с. 

4. Вычислить КПД цикла, состоящего из изо-

барного сжатия, изохорного нагревания и адиабати-

ческого расширения, если отношение максимального 

и минимального объёмов равно 2. Рабочее тело – 

двухатомный идеальный газ. 

Ответ: 0,15. 

 

5. Тепловая машина с неизвестным веще-

ством в качестве рабочего тела совершает об-

ратимый термодинамический цикл, представ-

ленный на рисунке в координатах TS.  

𝑇2  =  
3

2
𝑇1, 𝑇3  =  

3

4
𝑇1, 𝑇4  =  

1

20
𝑇1. Найти КПД 

цикла. 

Ответ: 0,68. 

6. Идеальная тепловая машина, работающая по обратному циклу 

(тепловой насос), отбирает от первого резервуара 65 Дж теплоты и передаёт 

количество теплоты 80 Дж второму резервуару при T = 320 К. Определить 

температуру первого резервуара. 

Ответ: 260 К. 

7. Два теплоизолированных сосуда равного объёма соединены труб-

кой с краном. В одном сосуде содержится 10 г водорода H2, второй откачан 

до высокого вакуума. Кран открывают и газ расширяется на весь объём. 

Считая газ идеальным, найти изменение его энтропии к моменту установ-

ления равновесия. 

T 

S 

1

2 

3 

4 

V 

P 

3 

1 2 
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Ответ: Δ𝑆 = 28,8 Дж/К. 

8. Кусок льда массой 90 г, имеющий температур 0°C, положили в пу-

стую алюминиевую кастрюлю массой 330 г, нагретой до 100°C. Пренебре-

гая теплообменом с окружающей средой, найти изменение энтропии си-

стемы к моменту установления равновесия. Теплота плавления льда 

330 Дж/г, теплоёмкость алюминия 0,9 Дж/(г ⋅ К). 

Ответ: Δ𝑆 = 16,1 Дж/К. 

9. Найти изменение свободной энергии Δ𝐹 и термодинамического 

потенциала Гиббса Δ𝐺 для 1 кг водяного пара при изотермическом  

(𝑇 = 298 К) увеличении давления от 1,0 до 2,0 мбар. Водяной пар считать 

идеальным газом. 

Ответ: Δ𝐺 = Δ𝐹 = 95,4 кДж. 

10. Уравнение состояния резиновой полосы имеет вид 

𝑓 = 𝑎𝑇 [
𝑙

𝑙0
− (

𝑙0

𝑙
)

2

], где f — натяжение, а = 1,3·10–2 Н/К, l — длина полосы, 

длина недеформированной полосы 𝑙0  =  1 м. Найти изменение свободной 

и внутренней энергии резины при её изотермическом растяжении до 

𝑙1  =  2 м. Температура T = 300 К. 

Ответ: Δ𝐹 =3,9 Дж, Δ𝑈 =0. 

11. Определить работу, которую необходимо совершить, чтобы разде-

лить сферическую каплю масла массой m = 1 г на капельки диаметром 

d = 2·10–4 см, если процесс дробления изотермический. Поверхностное 

натяжение масла 𝜎 = 26дин/см, плотность масла 𝜌 =  0,9 г/см3. 

Ответ: 8,7·105 эрг. 

12. На какую высоту поднимается вода между двумя плоскими парал-

лельными пластинами, расстояние между которыми ℎ =  0,1 мм, если кра-

евой угол смачивания 𝜃 = 60∘. Поверхностное натяжение воды  

𝜎 = 73 ⋅ 10−3 Н/м. 

Ответ: 7,5 см. 

13. Молярная теплота парообразования воды в точке кипения при 

t = 100 °С равна 𝛬 = 40,7 кДж/моль. Считая водяной пар идеальным газом, 

найти разность молярных внутренних энергий жидкой воды и водяного 

пара при данной температуре. 

Ответ: 𝑢п − 𝑢ж = 37,6 кДж/моль. 

14. Определить температуру кипения воды на вершине Эвереста, где 

атмосферное давление составляет 250 мм рт. ст. Теплоту парообразования 

воды считать не зависящей от температуры и равной 𝛬 = 2,28 кДж/г. 

Ответ: 71 ∘C. 
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15. Оценить относительный перепад давления 𝛥 𝑃 𝑃⁄  паров воды на 

высоте подъёма воды в полностью смачиваемом капилляре диаметром 

d = 1 мкм. Поверхностное натяжение 𝜎 =  73 ⋅ 10−3 Н/м, температура  

𝑡 = 20 ∘C. 

Ответ: 𝛥 𝑃 𝑃⁄  ≈  2 ⋅ 10−3. 

16. Во сколько раз давление газа Ван-дер-Ваальса больше его крити-

ческого давления, если известно, что его объём в 5 раз, а температура в 5,7 

раза больше критических значений этих величин? 

Ответ: 𝜋 = 3,14. 

17. Найти изменение энтропии идеального газа, подвергнутого дрос-

селированию через пористую перегородку, если начальное давление равно 

𝑃1 = 4 атм, конечное 𝑃2 = 1 атм. 

Ответ: 11,5 Дж/К. 

18. Оценить максимально возможную скорость истечения воздуха при 

нормальных условиях через отверстие, выходящее в вакуум. 

Ответ: 740 м/c. 

19. Скорости частиц с равной вероятностью принимают все значения 

от 0 до 𝑣0. Определить среднюю и среднеквадратичную скорости частиц, а 

также абсолютную и относительную среднеквадратичные флуктуации ско-

рости. 

Ответ: 0,5𝑣0; 𝑣0 √3⁄ ; 𝑣0 2√3⁄ ; 1 √3⁄ . 

20. Найти наиболее вероятную, среднюю и среднеквадратичную ско-

рости молекул азота при Т = 300 К. Сравнить полученные значения со ско-

ростью звука. 

Ответ: 𝑣н.в. = 421 м/с, 𝑣ср = 476 м/с, 𝑣кв = 517 м/с; 𝑐зв = 353 м/с. 

21. Определить, на какой высоте в изотермической атмосфере её плот-

ность уменьшится в 5 раз, если на высоте 5,5 км она уменьшается в 2 раза. 

Ответ: 12,8 км. 

22. Молекула может находиться на двух энергетических уровнях: ос-

новном и возбуждённом. Разность энергий между ними составляет  

Δ𝐸 =  6,0 ⋅ 10−21 Дж. Какова доля молекул, находящихся в возбуждённом 

состоянии при 𝑡 = 250 ∘C? 

Ответ: 0,3. 

23. Определить температуру, при которой средняя поступательная 

энергия молекулы H2 будет равна энергии возбуждения её первого враща-

тельного уровня. Расстояние между атомами равно 𝑑 =  0,74 ⋅ 10−8 см. 

Ответ: 116 К. 
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24. Собственная частота колебаний атомов в молекуле Cl2 равна 

1014 с−1. Оценить характеристическую температуру, выше которой коле-

бательную теплоёмкость молекулы можно рассчитывать по классической 

теории. Какова будет при этом молярная теплоёмкость газа? 

Ответ: 760 К, 7𝑅/2. 

25. Два твёрдых тела с температурами 299 К и 300 К приведены в со-

прикосновение. Оценить, во сколько раз более вероятна передача порции 

энергии 10−11 эрг от тела с большей температурой к телу с меньшей тем-

пературой, чем в обратном направлении. Теплоёмкости тел достаточно ве-

лики, так что изменением их температуры можно пренебречь. 

Ответ: 5. 

26. Небольшой груз массой 1 г подвешен на лёгкой нити длиной 1 м. 

Оценить среднеквадратичное отклонение груза от положения равновесия 

из-за тепловых флуктуаций при комнатной температуре. 

Ответ: √〈Δ𝑟2〉 ≈ 0,9 нм. 

27. Оценить среднеквадратичную относительную флуктуацию числа 

молекул воздуха в объёме 1 мкм3 при нормальных условиях. 

Ответ: 0,02%. 

28. Вязкость азота при комнатной температуре и атмосферном давле-

нии составляет 𝜂 =  18 ⋅ 10−6 Па·c. Оценить коэффициенты теплопровод-

ности и самодиффузии азота, а также диаметр молекулы азота. 

Ответ: 𝜅 ∼  10−2 Вт/м·К, 𝐷 ∼ 0,15 см2/c, 𝑑 ∼  4 ⋅ 10−10 м. 

29. Оценить количество тепла в расчёте на 1 м2, теряемое комнатой в 

единицу времени через однокамерный стеклопакет. Расстояние между 

стёклами ℎ =  23 мм. Разность температур между комнатой и улицей со-

ставляет Δ𝑇 =  30 ∘C. Теплопроводность воздуха 𝜅 =  2,3 ⋅ 10−2 Вт

м⋅К
 счи-

тать не зависящей от температуры. 

Ответ: 𝑞 =  30 Вт/м2. 

30. Оценить коэффициент диффузии капель тумана радиусом 

𝑅 ∼ 10 мкм в воздухе при нормальных условиях. Вязкость воздуха  

𝜂 ∼  2 ⋅ 10−5 Па·c. 

Ответ: 10−8 см2/c. 

31. Оценить, за какое время молекула HCN смещается в воздухе при 

комнатной температуре от исходного положения на расстояние по-

рядка 10 см. Длину свободного пробега принять равной 𝜆 ∼  10−5 см. 

Ответ: 102 с. 
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32. Два сосуда с идеальным газом соединены трубкой, диаметр кото-

рой заметно меньше длины свободного пробега в обоих сосудах. Темпера-

тура в сосудах поддерживается постоянной и равной соответственно Т1 и 

Т2 = 2Т1. Найти отношение давлений 𝑃2 𝑃1⁄ . 

Ответ: √2. 

33. Оценить коэффициент диффузии сильно разреженного воздуха по 

длинной трубке диаметром 1 см при комнатной температуре. Считать, что 

разрежение таково, что длина пробега молекул ограничивается диаметром 

трубки (высокий вакуум). 

Ответ: ~ 1,6 м2/с. 

34. Оценить число Рейнольдса в водопроводной трубе диаметра  

𝑑 = 2 см при расходе 𝑄 = 30 л/мин. Вязкость холодной воды 

𝜂 = 1,5 ⋅ 10−3 Па · с. Будет ли такое течение ламинарным? 

Ответ: 104. 

Текстовые задачи 

Т-1. В двух одинаковых изолированных сосудах находится по молю 

воздуха при  𝑇0 = 300 К. Сосуды используются в качестве тепловых резер-

вуаров для тепловой машины, работающей по обратному циклу. Найти ми-

нимальную работу, которую должна затратить машина, чтобы охладить газ 

в одном из сосудов до  𝑇1 = 200 К. Какова будет конечная температура газа 

во втором сосуде? Теплоёмкостью сосудов и зависимостью теплоёмкости 

воздуха от температуры пренебречь. 

Ответ:  𝐴 ≈ 1 кДж, 𝑇2 = 450 К. 

Т-2. Найти молярную энтропию кристаллического 6Li при низких тем-

пературах, пренебрегая взаимодействием ядер между собой. Момент им-

пульса (спин) ядра 6Li равен 𝑠 = 1 (в единицах постоянной Планка ℏ).  

Согласно квантовой механике, число возможных ориентаций вектора мо-

мента импульса равно 2𝑠 + 1. 

Ответ:  𝑆 = 9,1 Дж/(моль⋅К). 

Т-3. «Пьяный матрос» совершает случайные блуждания по площади, 

смещаясь каждые 𝜏 = 4 с на расстояние 𝜆 = 0,5 м в случайном направле-

нии. Найти среднеквадратичное смещение матроса от исходного положе-

ния √Δ𝑟2 за 𝑡 = 1 час и определить коэффициент диффузии D толпы пья-

ных матросов, не взаимодействующих между собой. 

Ответ:  √Δ𝑟2 = 15 м, 𝐷 ≈ 56,3 м2/ч. 
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Т-4. (5А-2017) Ионы солей иттербия имеют спин 𝑠 = 7/2. Во внешнем 

магнитном поле 𝐵 энергия иона зависит от ориентации спина и может при-

нимать значения 𝐸𝑚 = 𝑚𝜇𝐵, где 𝜇 — известная константа, и  

𝑚 = −𝑠, −𝑠 + 1, … , 𝑠 − 1, 𝑠. Найти изменение энтропии Δ𝑆 и количество 

теплоты 𝑄, поглощаемое 1 молем соли при её квазистатическом изотерми-

ческом размагничивании от очень большого (𝐵0 ≫ 𝑘𝑇/𝜇) до нулевого поля 

(𝐵1 = 0) при температуре 𝑇 = 1 К. Взаимодействием ионов между собой 

пренебречь. 

Ответ: Δ𝑆 = 17,3 Дж/К, 𝑄 = 17,3 Дж. 

 

Т-5. (6А-2018) Вертикально расположенная пробирка высотой h = 5 см 

заполнена водой, в которой диспергированы в небольшом количестве сфе-

рические наночастицы плотностью ρ = 4 г/см3 каждая. Система исходно 

находится в равновесии при температуре T0 = 300 К, а отношение макси-

мальной и минимальной концентраций наночастиц равно nmax/nmin = 1,1. На 

дне сосуда размещают адсорбент, поглощающий все попадающие на него 

наночастицы. Оценить время, требуемое для очистки воды от примеси. 

Вязкость воды η = 10−3 Па · с. 

Ответ: ~ 9 мес. 

 

Т-6. (4Б-2018) Горизонтально расположенный 

теплоизолированный цилиндрический сосуд разде-

лён на две части поршнем, прикреплённым пружи-

ной к правой стенке сосуда (см. рис.). Слева от поршня находится 1 моль 

азота при комнатной температуре, справа — вакуум. Вначале пружина не 

деформирована, а поршень удерживается защёлкой. Защёлку убирают, и 

когда система приходит в равновесие, давление газа оказывается в 𝑛 = 3 

раза меньше исходного. Считая газ идеальным, найдите изменение его эн-

тропии в этом процессе. 

Ответ: 0,75R. 

 

 

15



ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Ìíîãîìåðíûé àíàëèç, èíòåãðàëû è ðÿäû
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 01.03.02 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿,
19.03.01 ¾Áèîòåõíîëîãèÿ¿,
27.03.03 ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç è óïðàâëåíèå¿

ôèçòåõ-øêîëà: äëÿ âñåõ (êðîìå ËÔÈ)
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 1
ñåìåñòð: 2

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 6 çà÷åò. åä.;
ëåêöèè � 60 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 2 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 60 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 120 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 120 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ì.Î. Ãîëóáåâ
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.À. Ãðèöåíêî
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Í.À. Ãóñåâ
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð ß.Ì. Äûìàðñêèé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ë.Í. Çíàìåíñêàÿ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Å.Þ. Ðåäêîçóáîâà
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð À.Ï. ×åðíÿåâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Òî÷å÷íîå n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, åãî ñâîé-

ñòâà. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà è êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìî-

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âíóòðåííèå, ïðåäåëüíûå, èçîëèðîâàííûå òî÷êè

ìíîæåñòâà, òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, èõ

ñâîéñòâà. Âíóòðåííîñòü, çàìûêàíèå è ãðàíèöà ìíîæåñòâà.

2. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèÿ â òåð-

ìèíàõ îêðåñòíîñòåé è â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäåë ôóíêöèè

ïî ìíîæåñòâó. Ïðåäåëû ïî íàïðàâëåíèÿì. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Èññëåäî-

âàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê ïîëÿð-

íûì êîîðäèíàòàì.

3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Íåïðåðûâíîñòü ïî ìíî-

æåñòâó. Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðå-

ðûâíûõ íà êîìïàêòå � îãðàíè÷åííîñòü, äîñòèæèìîñòü (òî÷íûõ) íèæíåé

è âåðõíåé ãðàíåé, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü. Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â îáëàñòè.

4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå, äèôôåðåíöèàë. Íå-

îáõîäèìûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíò-

íîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ãðà-

äèåíò, åãî íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ.

5. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Íåçàâèñèìîñòü ñìåøàííîé ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèàëû âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ, îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè èõ ôîðìû îòíîñèòåëüíî çàìå-

íû ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìàõ Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

6. Ìåðà Æîðäàíà â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðèòåðèé èçìå-

ðèìîñòè. Èçìåðèìîñòü îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâ. Êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Æîðäàíà.

7. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Ñóììû Ðèìàíà, ñóììû Äàðáó, êðèòå-

ðèé èíòåãðèðóåìîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, èíòåãðè-

ðóåìîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîñòü îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà. Ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé:

àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî îòðåçêàì, ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà, èíòåãðèðó-

åìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè, èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ, òåîðåìà î ñðåäíåì. Ñâîéñòâà èíòå-

ãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì � íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöè-
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ðóåìîñòü. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Èíòåãðèðîâàíèå ïîäñòàíîâêîé

è ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

8. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà � ïëîùàäü êðè-

âîëèíåéíîé òðàïåöèè, îáúåì òåëà âðàùåíèÿ, äëèíà êðèâîé, ïëîùàäü ïî-

âåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

9. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà. Îðèåíòàöèÿ ãëàä-

êîé êðèâîé. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà è åãî ñâîéñòâà.

10. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè è ñëó÷àé áåñ-

êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ). Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà. Èíòåãðàëû îò çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Ïðèçíàêè ñõîäèìî-

ñòè. Èíòåãðàëû îò çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé: ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ.

11. ×èñëîâûå ðÿäû. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿ-

äû: ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè, ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè, èí-

òåãðàëüíûé ïðèçíàê. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû: ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ. Íåçàâèñèìîñòü ñóììû àáñîëþò-

íî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ. Òåîðåìà Ðèìàíà î ïåðåñòà-

íîâêå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ, íî íå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (áåç äîêà-

çàòåëüñòâà). Ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

12. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿ-

äîâ. Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóì-

ìû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî÷ëåííîå

èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé è ðÿäîâ. Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ.

13. Ñòåïåííûå ðÿäû ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè. Ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ. Êðóã

è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â êðóãå ñõî-

äèìîñòè. Ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè. Íåïðåðûâ-

íîñòü ñóììû êîìïëåêñíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

14. Ñòåïåííûå ðÿäû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Ñîõðàíåíèå ðàäèóñà ñõî-

äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ïðè ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòå-

ãðèðîâàíèè ðÿäà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììû ñòåïåííîãî

ðÿäà íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â

ñòåïåííîé ðÿä, ðÿä Òåéëîðà. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â

èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Ïðèìåð áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè,

íå ðàçëàãàþùåéñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà îñíîâíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä êîìïëåêñíîçíà÷-

íîé ôóíêöèè ez.
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Ò.1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû: à)
∗

∫
x2 + 1

x4 + 1
dx; á)

∫
1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx.

II. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

À) Ìíîæåñòâà â êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ3, �1: 14; 18; 24; 36; 38.

Ñ3, �2: 9(2, 6) (à, á, ã); 12(6); 20(4).

Ò.2. Äëÿ ìíîæåñòâà A = [1, 2) ∪ {3} ∪
(
[4, 5) ∩ Q

)
⊂ R íàéäèòå âñå:

à) ãðàíè÷íûå òî÷êè; á) ïðåäåëüíûå òî÷êè; â) âíóòðåííèå òî÷êè; ã) òî÷-

êè ïðèêîñíîâåíèÿ.

Ò.3*. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn, èìåþùåå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Ò.4. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 < x2

4}

â R4: à) îòêðûòûì; á) çàìêíóòûì; â) îáëàñòüþ?

Á) Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü.

Ñ3, �2: 37(8); 45; 48(7); 54; 62(5); 77(3).

Â) ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå, äèôôåðåíöèàë.

Ñ3, �3: 2(4); 19(1, 4); 20(3, 5); 21(2*, 10); 40(4).

Ñ3, �4: 1(3); 4; 14(2); 39(6).

Ã) Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ñ3, �4: 71(2); 74(5).

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

ïåðâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C2, �1: 2(4, 17); 10(7); 11(5); 12(8)*; 15(6); 20(7); 21(3); 24(4).

C2, �2: 2(4); 3(1); 4(1); 6(5)*; 8(1); 9(4)*.

C2, �3: 2(7); 4(3); 5(3); 18(5); 19(1).

2 íåäåëÿ C2, �4: 1(5); 4(3); 15(5); 17(1)*; 18(4); 21(2).

C2, �5: 131; 139; 182; 188; Ò.1 (à), á)).

Ñ3, �1: 14; 18; 24; 36; 38.

3 íåäåëÿ Ñ3, �2: 9(2, 6); 12(6); 20(4); Ò.2; Ò.3*; Ò.4.

Ñ3, �2: 37(8); 45; 48(7); 54; 62(5); 77(3).

Ñ3, �3: 2(4); 19(1, 4); 20(3, 5); 21(2*, 10); 40(4).

4 íåäåëÿ Ñ3, �4: 1(3); 4; 14(2); 39(6).

Ñ3, �4: 71(2); 74(5).

57 + 6∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 12�17 àïðåëÿ)

I. Ìåðà Æîðäàíà

Ñ3, �7: 16; 22; 24(2); 40(2).

Ò.1. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà Æîðäàíà ãðàôèêà íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíê-

öèè ðàâíà íóëþ.

Ò.2. Èçìåðèìî ëè ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè

f(x, y) = sin
( 1

x2 + y2

)
â êðóãå {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < R2} ðàäèóñà R > 0?

II. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

À) Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åãî âû÷èñëåíèå.

Ñ2, �6: 7; 11; 24; 30; 54(5); 106; 118; 155; 192*.

Ñ2, �10: 49(2).

Ò.3. Äîêàçàòü, ÷òî

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

sinx

x
dx

∣∣∣∣∣∣ 6 2

a
, ãäå b > a > 0.

Ò.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà ïîëóèíòåðâàëå (a, b] è ïðè ëþáîì

ε ∈ (0, b − a) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a + ε, b]. Äîêàçàòü,

÷òî ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè ôóíêöèè f â òî÷êå x = a, ôóíêöèÿ f

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b] è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðà-

âåíñòâî:

∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→+0

∫ b

a+ε

f(x) dx.

Ò.5. à) Ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà îòðåçêå [a, b]. Âåðíî ëè, ÷òî

f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]?

á) Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Âåðíî ëè, ÷òî f èìååò

ïåðâîîáðàçíóþ íà îòðåçêå [a, b]?

â) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà

îòðåçêå [a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Ò.6*. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = sign
(
sin

π

x

)
èíòåãðèðóåìà

íà îòðåçêå [0, 1].

Ò.7*. Åñëè ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) èíòåãðèðóåìû, òî îáÿçàòåëüíî ëè

ôóíêöèÿ y = f(g(x)) òàêæå èíòåãðèðóåìà?
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Ò.8*. Ïóñòü f ∈ C
(
[0,+∞)

)
è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+∞
f(x) = A.

×åìó ðàâåí lim
n→∞

1∫
0

f(nx) dx?

Á) Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ñ2, �7: 5(6); 26; 33(7); 69(8); 72(1); 82(2).

Ñ2, �8: 12(1); 13(2); 82(4).

III. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

Ñ3, �10: 1(3); 6(1); 17; 21(2) 27(3); 43.

IV. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Ñ2, �11: 70; 76; 85; 94; 100.

Ñ2, �12: 89; 91; 98; 100; 104; 118; 120; 136; 137; 182; 230.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

âòîðîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ Ñ3, �7: 16; 22; 24(2); 40(2); T.1; Ò.2.

Ñ2, �6: 7; 11; 24; 30; 54(5); 106; 118; 155; 192*.

2 íåäåëÿ Ñ2, �10: 49(2); Ò.3; Ò.4; Ò.5 (à, á, â); Ò6*; Ò7*; Ò8*.

Ñ2, �7: 5(6); 26; 33(7); 69(8); 72(1); 82(2).

Ñ2, �8: 12(1); 13(2); 82(4).

3 íåäåëÿ Ñ3, �10: 1(3); 6(1); 17; 21(2); 27(3); 43.

Ñ2, �11: 70; 76; 85; 94; 100.

4 íåäåëÿ Ñ2, �12: 89; 91; 98; 100; 104; 118; 120; 136; 137; 182; 230.

51 + 4∗

ÒÐÅÒÜÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 17�22 ìàÿ)

I. ×èñëîâûå ðÿäû

À) Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Ñ2, �13: 2(2); 5(6)*; 10(1); 11(6); 13(2); 14(3); 20(1).

Ñ2, �14: 2(5); 5(4); 12(2); 14(4); 19(10); 21(12); 27(7)*.

Ò.1. ßâëÿåòñÿ ëè ñõîäÿùèìñÿ ðÿä

∞∑
n=1

an åñëè ïðè p = 1, 2, 3, . . . âûïîëíÿ-

åòñÿ lim
n→∞

(an+1 + an+2 + . . . + an+p) = 0?

Á) Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû.

Ñ2, �15: 3(2); 4(5); 8(4); 9(2).

Âî âñåõ çàäà÷àõ �15 èññëåäîâàòü òàêæå àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.
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Ò.2. Ïóñòü {an}∞n=1 ⊂ R è ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû

à)

∞∑
n=1

a2n; á)

∞∑
n=1

a3n ?

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

Ñ2, �17: 5(4); 8(5); 9(4); 11(6); 12(5); 16(10).

Ñ2, �18: 13(6)*; 22(2); 31(9); 33(12); 34(1); 37(11); 49*.

Ñ2, �19: 4; 6; 14; 22.

Ò.3. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòüñÿ ðàâíî-

ìåðíî ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè?

Ò.4. Èññëåäîâàòü íà ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíîæå-

ñòâàõ A = (0, 1) è B = (1,+∞) ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{fn(x)}∞n=1 è ðÿä

∞∑
n=1

fn(x), åñëè:

à) fn(x) =
2nx

1 + n2x2
; á) fn(x) = n

(√
x+

1

n
−

√
x
)
.

III. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñ2, �20: 2(5); 3(1); 5(1); 8(4); 9(4)*; 14(5)*.

Ñ2, �21: 5(5); 6(4); 11(6); 19(3); 27(1); 29(4)*; 56(2); 80.

Ò.5. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

xn2

2n
.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

òðåòüåãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ Ñ2, �13: 2(2); 5(6)*; 10(1); 11(6); 13(2); 14(3); 20(1).

Ñ2, �14: 2(5); 5(4); 12(2); 14(4); 19(10); 21(12); 27(7)*; Ò.1.

2 íåäåëÿ Ñ2, �15: 3(2); 4(5); 8(4); 9(2); Ò.2(à, á).

Ñ2, �17: 5(4); 8(5); 9(4); 11(6); 12(5); 16(10).

3 íåäåëÿ Ñ2, �18: 13(6)*; 22(2); 31(9); 33(12); 34(1); 37(11); 49*.

Ñ2, �19: 4; 6; 14; 22; Ò.3; Ò.4 (à, á).

4 íåäåëÿ Ñ2, �20: 2(5); 3(1); 5(1); 8(4); 9(4)*; 14(5)*.

Ñ2, �21: 5(5); 6(4); 11(6); 19(3); 27(1); 29(4)*; 56(2); 80; Ò.5.

49 + 7∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò À.È. Êîð÷àãèí
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1. Ðàíã ìàòðèöû. Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå. Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.

2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä Ãàóññà. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�

Êàïåëëè. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé è îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

3. Àêñèîìàòèêà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è ëèíåé-

íàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì ýëåìåíòîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Áàçèñ è

ðàçìåðíîñòü.

4. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïåðà-

öèé ñ íèìè. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áà-

çèñà ê äðóãîìó. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò ïðè èçìåíåíèè áàçèñà â ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå.

5. Ïîäïðîñòðàíñòâà è ñïîñîáû èõ çàäàíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñóì-

ìà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ. Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòè ñóììû ïîäïðî-

ñòðàíñòâ. Ïðÿìàÿ ñóììà.

6. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (ïðåîáðàçîâàíèé).

7. Ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êî-

íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Èçìåíåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (ïðå-

îáðàçîâàíèÿ) ïðè çàìåíå áàçèñîâ. Èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé è ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö.

8. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñîáñòâåííûå

âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ëèíåé-

íàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

9. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå, åãî èíâàðèàíòíîñòü. Îöåíêà ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà. Óñëîâèÿ äèàãîíàëèçóåìîñòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè.

10. Ëèíåéíûå ôîðìû. Ñîïðÿæåííîå (äâîéñòâåííîå) ïðîñòðàíñòâî. Áèîðòî-

ãîíàëüíûé áàçèñ. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî1.

1Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
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11. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Èõ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â

êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Èçìåíåíèå ìàòðèö áèëèíåéíîé

è êâàäðàòè÷íîé ôîðì ïðè èçìåíåíèè áàçèñà.

12. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàí-

æà. Òåîðåìà (çàêîí) èíåðöèè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Çíàêîîïðåäåëåí-

íûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Ïðèâåäåíèå êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè2.

13. Àêñèîìàòèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ìàòðèöà Ãðàìà è åå ñâîéñòâà.

14. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåõîä îò îä-

íîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî.

15. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñîïðÿæåííûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ, èõ ñâîéñòâà. Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

16. Ñàìîñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñâîéñòâà èõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñóùåñòâîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îðòîãîíàëü-

íîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî êàê ïðèìåð ñàìîñîïðÿæåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ.

17. Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èõ ñâîéñòâà. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ3.

18. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå4.

19. Ïîñòðîåíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäå-

ëåííîé. Ïðèìåíåíèå ê êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà5.

21∗ Ïîòîê È.À. ×óáàðîâà : óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî è åãî àêñèîìàòèêà. Óíè-

òàðíûå ìàòðèöû. Óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýðìèòîâû ôîðìû. Ñâîé-

ñòâà óíèòàðíûõ è ýðìèòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

22∗ Îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû: îïðåäåëåíèå òåíçîðà; òåíçîðíûå îáîçíà÷å-

íèÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå ìàòðèöû; ëèíåéíûå îïåðàöèè è óìíîæåíèå òåí-

çîðîâ; ñâåðòûâàíèå; òðàíñïîíèðîâàíèå; ñèììåòðèðîâàíèå è àëüòåðíèðî-

âàíèå; ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû.

2Êðîìå ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
3Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.
4Äëÿ ïîòîêîâ Î.Ê. Ïîäëèïñêîãî è È.À. ×óáàðîâà.
5Äëÿ ïîòîêà È.À. ×óáàðîâà.

26



Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû. �Ìîñêâà :

Íàóêà, Ôèçìàòëèò, 2008.

2. Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×. 1. Îñíîâû àëãåáðû. ×. 2. Ëèíåéíàÿ àëãåá-

ðà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2005.

3. Óìíîâ À.Å. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà. ×. 1, 2. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ,

2006.

4. ×åõëîâ Â.È. Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ìîñêâà :

ÌÔÒÈ, 2000.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Áåêëåìèøåâà Ë.À., Áåêëåìèøåâ Ä.Â.,Ïåòðîâè÷ À.Þ., ×óáàðîâ È.À. Cáîðíèê çà-

äà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014.

(öèòèðóåòñÿ � Ñ)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ìàòðèöû

Ò.1. Âû÷èñëèòå cT104(A207 +A209)A140.

1. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

C: 15.45(1, 2); 15.48(4); 15.56*; 15.58; 15.65(1, 5); 15.54(3)*.

2. Ðàíã ìàòðèöû.

C: 16.18(17); 16.19(3); 16.41*; 16.33*.

Ò.2. Äëÿ ìàòðèöû èç çàäà÷è 16.18(17) óêàæèòå íåêîòîðóþ ñèñòåìó áàçèñ-

íûõ ñòðîê, ñèñòåìó áàçèñíûõ ñòîëáöîâ, íåêîòîðûé áàçèñíûé ìèíîð.

II. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

C: 17.1(4); 18.1(7, 9); 19.6(4, 20, 25); 18.17(4); 19.29(1)*.

III. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, áàçèñ.
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C: 20.3(4); 20.4(2); 20.8(2); 20.14(9); 20.18; 20.21; 20.22(3); 20.23(4); 20.29;

18.13*.

2. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå; ïðÿìàÿ ñóììà.

C: 15.94; 15.95(1); 21.2; 21.6(5); 21.7(5, 7); 21.12*.

IV. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ; ÿäðî è îáðàç.
C: 23.8(2, 5); 23.9(2, 3); 23.14(2, 3); 23.15(1); 23.29(5); 23.30(1); 23.40(1â);

23.44(1); 23.62(3); 23.70(1).

Ò.3*. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé φ : V → V òàêèõ, ÷òî:

à) V ̸= kerφ⊕ Imφ;

á) kerφ = Imφ;

â) φ3 = 0, íî φ2 ̸= 0.

2. Äåéñòâèÿ ñ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ñ: 23.82(1); 23.83(1).

3. Ëèíåéíûå ôóíêöèè.

Ñ: 31.21; 31.31(2); 31.35(1).

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

ïåðâîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C: T.1; 15.45(1, 2); 15.48(4); 15.56*; 15.58; 15.65(1, 5); 15.54(3)*.

Ñ: 16.18(17); 16.19(3); 16.41*; 16.33*; Ò.2.

2 íåäåëÿ Ñ: 17.1(4); 18.1(7, 9); 19.6(4, 20, 25); 18.17(4); 19.29(1)*.

3 íåäåëÿ C: 20.3(4); 20.4(2); 20.8(2); 20.14(9); 20.18.

C: 20.21; 20.22(3); 20.23(4); 20.29; 18.13*.

4 íåäåëÿ Ñ: 15.94; 15.95(1); 21.2; 21.6(5); 21.7(5, 7); 21.12*.

Ñ: 23.8(2, 5); 23.9(2, 3); 23.14(2, 3).

5 íåäåëÿ C: 23.15(1); 23.29(5); 23.30(1); 23.40(1â); 23.44(1).

C: 23.62(3); 23.70(1); Ò.3*.

6 íåäåëÿ Ñ: 23.82(1); 23.83(1).

Ñ: 31.21; 31.31(2); 31.35(1).

50 + 8∗
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü.

Ñ: 24.14(2)*; 24.20(2, 3); 24.28(2)*; 24.30(7, 19, 30); 24.42(1); 24.55(1).

2. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñ: 24.70; 24.71*; 24.72(2); 24.82(1).

II. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè

Ñ: 32.1(4); 32.2(3); 32.7(2); 15.34; 32.8(9, 12); 32.9(9, 12); 32.15; 32.18(4).

III. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

1. Ìàòðèöà Ãðàìà, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, ïðîåêöèÿ, îðòîãîíàëèçàöèÿ.

Ñ: 25.7; 25.25(2); 26.13(4); 26.14(3); 26.15(2); 26.17(1); 26.27(2); 26.28(1);

26.42(1, 6); 26.44(2); 19.16*.

2. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñàìîñîïðÿæåííûå

è îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñ: 29.5*; 29.7(1)*; 29.14(2); 29.19(1, 7, 11*); 29.37(2)*; 29.47(1); 25.50(2);

29.49*; 29.53(3)*.

Ò.1. ßâëÿþòñÿ ëè ïðåîáðàçîâàíèÿ èç çàäà÷è 23.8(2, 5) à) ñàìîñîïðÿæåííû-

ìè; á) îðòîãîíàëüíûìè?

Ò.2. Ïðåîáðàçîâàíèå φ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà èç çàäà÷è 25.7 çàäàíî

ôîðìóëîé:

φ(f)(y) =
1∫

−1

K(x, y)f(x) dx, ãäå K : [−1, 1]× [−1, 1] → R � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà K ïðåîáðàçîâàíèå φ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûì?

3. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ: 32.27(3, 13); 32.39(1); 32.36(3, 4).

IV∗. Òåíçîðû

Ñ: 35.3(6); 35.4(5); 35.8(1); 35.12(2); 36.25(2); 36.35(13); 36.36(1).
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Ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ

âòîðîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî íåäåëÿì

1 íåäåëÿ C: 24.14(2)*; 24.20(2, 3); 24.28(2)*; 24.30(7, 19, 30).

2 íåäåëÿ Ñ: 24.42(1); 24.55(1).

Ñ: 24.70; 24.71*; 24.72(2); 24.82(1).

3 íåäåëÿ C: 32.1(4); 32.2(3); 32.7(2); 15.34; 32.8(9, 12); 32.9(9, 12); 32.15;

32.18(4).

4 íåäåëÿ Ñ: 25.7; 25.25(2); 26.13(4); 26.14(3).

Ñ: 26.15(2); 26.17(1); 26.27(2); 26.28(1); 26.42(1, 6); 26.44(2);

19.16*.

5 íåäåëÿ C: 29.5*; 29.7(1)*; 29.14(2); 29.19(1, 7, 11*); 29.37(2)*; 29.47(1).

Ñ: ; 25.50(2); 29.49*; 29.53(3)*; Ò.1; Ò.2.

6 íåäåëÿ Ñ: 32.27(3, 13); 32.39(1); 32.36(3, 4).

Ñ: 35.3(6)*; 35.4(5)*; 35.8(1)*; 35.12(2)*; 36.25(2)*; 36.35(13)*;

36.36(1)*.

43 + 17∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ àññèñòåíò Þ.Â. Êóçüìåíêî

30



ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿
ôèçòåõ-øêîëà: ÔÀÊÒ
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 1
ñåìåñòð: 2

Òðóäî¼ìêîñòü:
òåîð. êóðñ: âàðèàòèâíàÿ ÷àñòü � 3 çà÷. åä.;
ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 2 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà:
òåîð. êóðñ � 45 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ê.ô.-ì.í., äîöåíò Ë.Ï. Êóïöîâ
ê.ô.-ì.í., ñò. ïðåï. À. Ã. Çäîð

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âûñøåé ìàòåìàòèêè 19 íîÿáðÿ 2020 ã.

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Ìíîæåñòâà, îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà. Àë-

ãåáðà ìíîæåñòâ. Îñíîâíûå òîæäåñòâà àëãåáðû ìíîæåñòâ.

2. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Âûáîðêè, ïåðå-

ñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ, ñî÷åòàíèÿ. Ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíè-

ÿìè. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè, ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà.

3. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ. Îáîáùåíèå ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ è

èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ðîâíî

r ñâîéñòâàìè.

4. Áóëåâû ôóíêöèè: îïðåäåëåíèå, òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ, ëåêñèêîãðà-

ôè÷åñêèé ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, ýëåìåíòàð-

íûå áóëåâû ôóíêöèè îò îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ.

5. Ñóùåñòâåííûå è ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíê-

öèé ôîðìóëàìè. Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë, îñíîâíûå òîæäåñòâà äâîè÷-

íîé áóëåâîé àëãåáðû.

6. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè (äèçúþíêòèâíîì) áóëåâîé ôóíêöèè ïî ïåðâûì

m ïåðåìåííûì. ÑÄÍÔ íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ áóëåâîé ôóíêöèè.

7. Äâîéñòâåííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. Òåîðåìà î ðàç-

ëîæåíèè (êîíúþíêòèâíîì) áóëåâîé ôóíêöèè ïî ïåðâûì m ïåðåìåííûì.

ÑÊÍÔ íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî åäèíèöå áóëåâîé ôóíêöèè.

8. Ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Æåãàë-

êèíà.

9. Çàìêíóòûå è ïîëíûå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïÿòü êëàññîâ Ïîñòà.

Òåîðåìà Ïîñòà î ïîëíîòå.

10. Àíàëèç è ñèíòåç ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíê-

öèé â êëàññå ÄÍÔ.

11. Âûñêàçûâàíèÿ è îïåðàöèè íàä íèìè. Ôóíêöèè, ôîðìóëû è îñíîâíûå

òîæäåñòâà àëãåáðû ëîãèêè.

12. Ïîíÿòèå ãðàôà, ñïîñîáû çàäàíèÿ. Îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàí-

íûå ãðàôû. Èçîìîðôèçì ãðàôîâ. Ïîäãðàôû, ïóòè, öåïè, öèêëû. Ñâÿç-

íîñòü ãðàôà.

13. Ýéëåðîâû ãðàôû: êðèòåðèé, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà. Ãà-

ìèëüòîíîâû è ïîëóãàìèëüòîíîâû ãðàôû. Ïëàíàðíûå ãðàôû, êðèòåðèé

ïëàíàðíîñòè.

14. Âçâåøåííûå íåîðèåíòèðîâàííûå è îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Àëãîðèòìû

¾ôðîíòà âîëíû¿ è Äåéêñòðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âûäå-

ëåííîé âåðøèíû ãðàôà äî îñòàëüíûõ.
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15. Äåðåâüÿ. Îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà. ¾Æàäíûé¿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìè-

íèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà âçâåøåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

16. Òðàíñïîðòíûå ñåòè. Ïîëíûé è ìàêñèìàëüíûé ïîòîêè. Àëãîðèòì ïîñòðî-

åíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà. Ãðàô ïðèðàùåíèé. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîòîêà. Ðàçðåçû òðàíñïîðòíîé ñåòè. Òåîðåìà î ìèíèìàëüíîì

ðàçðåçå.

17. Êîäû. Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå. Ïðåôèêñíûé êîä, åãî âçàèìíàÿ îäíî-

çíà÷íîñòü. Íåðàâåíñòâî Êðàôòà�Ìàêìèëëàíà.

18. Êîäû Ôàíî è Õàôôìåíà, àëãîðèòìû èõ ïîñòðîåíèÿ.

19. Êîä Õýììèíãà. Èñïðàâëåíèå îøèáêè.

20. Ñàìîêîððåêòèðóþùèåñÿ êîäû. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí n-ìåðíîãî
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Ò.1. Â ÿíâàðå áûëî 10 ÿñíûõ è áåçâåòðåííûõ äíåé, 15 äíåé äóë âåòåð è 12

äíåé ø�åë ñíåã. Ñêîëüêî äíåé áûëà ìåòåëü (ò.å. äóë âåòåð è îäíîâðåìåííî

øåë ñíåã)?

Ò.2. Â ïîñûëêå � ÿáëîêè è ãðóøè, áîëüøèå è ìàëåíüêèå, æåëòûå è çåëå-

íûå. Íåò ìàëåíüêèõ ãðóø è ìàëåíüêèõ çåëåíûõ ÿáëîê. ßáëîê � 25; ãðóø

� 17; áîëüøèõ ïëîäîâ � 32; æåëòûõ ïëîäîâ � 28; çåëåíûõ ÿáëîê íà 2

áîëüøå, ÷åì çåëåíûõ ãðóø. Ñêîëüêî â ïîñûëêå áîëüøèõ æåëòûõ ÿáëîê?

Ò.3. Íà ýêçàìåíå ïî ìàòåìàòèêå áûëè ïðåäëîæåíû òðè çàäà÷è: ïî àëãåáðå,

ïî ãåîìåòðèè è ïî òðèãîíîìåòðèè. Èç 100 àáèòóðèåíòîâ ðåøèëè: àëãåá-

ðó � 80 àáèòóðèåíòîâ; ãåîìåòðèþ � 70; òðèãîíîìåòðèþ � 60; àëãåáðó è

ãåîìåòðèþ � 60; àëãåáðó è òðèãîíîìåòðèþ � 50; ãåîìåòðèþ è òðèãîíî-

ìåòðèþ � 40; âñå çàäà÷è � 30.

Ñêîëüêî àáèòóðèåíòîâ íå ðåøèëè íè îäíîé çàäà÷è? Ñêîëüêî àáèòóðèåí-

òîâ ðåøèëè ðîâíî äâå çàäà÷è?

Ò.4*. Â êëàññå èç 25 øêîëüíèêîâ:

à) 17 ìàëü÷èøåê è 8 äåâ÷îíîê: òîíêèõ è òîëñòûõ, äëèííûõ è êîðîòêèõ;

á) íåò òîíêèõ êîðîòêèõ ìàëü÷èøåê è äëèííûõ äåâ÷îíîê;

â) äëèííûõ íà 1 áîëüøå êîðîòêèõ;

ã) ÷èñëî êîðîòêèõ òîëñòûõ ìàëü÷èøåê íà 3 áîëüøå ÷èñëà êîðîòêèõ òîë-

ñòûõ äåâ÷îíîê;

ä) äëèííûõ òîëñòûõ ìàëü÷èøåê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî êîðîòêèõ òîëñòûõ

äåâ÷îíîê.

Ñêîëüêî â êëàññå êîðîòêèõ òîëñòóøåê?

II. Êîìáèíàòîðèêà

Ò.5. Èìååòñÿ ñåòü äîðîã (ñì. ðèñ. 1). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ìàðø-

ðóòîâ, íå ñîäåðæàùèõ öèêëû, èç A â B?
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A B

Рис. 1

Ò.6. Â êàáèíó ëèôòà 11-ýòàæíîãî äîìà âîøëè 4 ÷åëîâåêà. Êàæäûé èç íèõ

ìîæåò âûéòè íà ëþáîì èç 10 ýòàæåé. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè

ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ ðàçãðóçêà ëèôòà?

Ò.7. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîäåëèòü 12 îäèíàêîâûõ

êîíôåò ìåæäó òðåìÿ äåâî÷êàìè òàê, ÷òîáû íè îäíà äåâî÷êà íå îñòàëàñü

áåç êîíôåò?

Ò.8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äå-

ëÿòñÿ ðîâíî íà îäíî ÷èñëî èç 3, 5 è 7?

Ò.9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë îò 1000 äî 2000,

êîòîðûå äåëÿòñÿ ðîâíî íà äâà ÷èñëà èç ÷èñåë 11, 13 è 17?

Ò.10. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷åòûð�åõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëü-

çóÿ òîëüêî öèôðû 0, 1, 2, 3, 4, 5, åñëè:

à) íè îäíà öèôðà íå ïîâòîðÿåòñÿ?

á) öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?

Ò.11. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè êóðñ èç 100 ñòóäåíòîâ ìîæíî ðàç-

áèòü íà 5 ãðóïï ïî 20 ÷åëîâåê?

Ò.12. Ïëàí ãîðîäà (åãî óëèöû) èçîáðàæåí íà ðèñ. 2 (âñå êâàðòàëû � ðàâíûå

êâàäðàòû). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ èç

A â B?
B

A A

B

C D

E

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
Ïëàí ãîðîäà (åãî óëèöû) èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3 (âñå êâàðòàëû �35



Ò.13. Ïëàí ãîðîäà (åãî óëèöû) èçîáðàæåí íà ðèñ. 3 (âñå êâàðòàëû � ðàâíûå

êâàäðàòû). Àâòîìîáèëèñò íàóäà÷ó âûáèðàåò êðàò÷àéøèé ïóòü èç A â B.

×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîåäåò ïî ëîìàíîé CDE?

Ò.14. 10 ñòóäåíòîâ ïîøëè â ñòîëîâóþ è íà âåøàëêå ïîâåñèëè 10 ïëàùåé.

Ïîîáåäàâ, îíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàäåëè ïëàùè. ×åìó ðàâíà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî:

à) êàæäûé èç ñòóäåíòîâ íàäåë íå ñâîé ïëàù?

á) ðîâíî 5 ñòóäåíòîâ íàäåëè íå ñâîè ïëàùè?

Ò.15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíûõ ðåøåíèé ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 37, xi ∈ {0, 1, . . . , 9}, i = 1, . . . , 5?

Ò.16*. Øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî (îò 000000 äî 999999) íàçûâàåòñÿ ¾ñ÷àñòëè-

âûì¿, åñëè ó íåãî ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ òðåõ

öèôð. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ¾ñ÷àñòëèâûõ¿ áèëåòîâ?

III. Äâîè÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà

Ò.17. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ áóëåâû ôóíêöèè

f(x, y, z) = (x+ y)(x+ z) + y(y + z),

g(x, y, z) = (x+ y + z)(x+ yz),

h(x, y, z) = (x⊕ y)(xz ⊕ y)(x+ y + z),

k(x, y, z) = (xy + z)(x⊕ y) + z),

∗ m(x, y, z) = (x⊕ y)⊕ (z + y)(z + x)

äâóìÿ ñïîñîáàìè:

à) ñ ïîìîùüþ òàáëèöû çíà÷åíèé;

á) ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ò.18. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ áóëåâû ôóíêöèè, çàäàííûå ñòîëá-

öàìè ñâîèõ çíà÷åíèé:

(10110011)T, (10011001)T, (11010101)T.

Ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Æå-

ãàëêèíà. Èññëåäîâàòü ïîëíîòó ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé ýòèìè ôóíêöèÿìè

Ò.19. Èññëåäîâàòü ïîëíîòó ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé

{(x+ y) · (x̄+ ȳ); x · y ⊕ z; (x · y) ∼ z; x · y + x · z + y · z}.
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Ò.20. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4) = x1+(x2⊕x3)+x̄4 èññëåäîâàòü

ïðèíàäëåæíîñòü ê êàæäîìó èç ïÿòè êëàññîâ Ïîñòà T0, T1, S, L, M .

Ò.21. Ñîêðàòèòå ÷èñëî áóêâ (ïåðåêëþ÷àòåëåé) â ñõåìàõ (ðèñ. 4�7).

x z

y z

yx

x x

y y

z z

x zy
x zy

x

z

y z

y

x

z

x

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

x zy

t

x y

y z

z x

x

y z

x

z

y y
x

z

x y

y z

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ò.22. Ñîñòàâüòå ñõåìó ãîëîñîâàòåëüíîé ìàøèíû äëÿ êîìèññèè èç 4 ÷åëî-

âåê (ïðåäñåäàòåëü + 3 ÷ëåíà êîìèññèè). Ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ áîëüøèí-

ñòâîì ãîëîñîâ, à â ñëó÷àå, êîãäà ñ÷åò 2:2, òîãäà êîãäà ¾ÇÀ¿ ïðîãîëîñóåò

ïðåäñåäàòåëü.

Ò.23. Ñîñòàâüòå ñõåìó äëÿ âêëþ÷åíèÿ�âûêëþ÷åíèÿ îäíîé ëàìïî÷êè, ñî-

äåðæàùóþ òðè âûêëþ÷àòåëÿ è èçìåíÿþùóþ ñîñòîÿíèå ëàìïî÷êè ïðè

ïåðåêëþ÷åíèè ðîâíî îäíîãî èç ëþáûõ òðåõ âûêëþ÷àòåëåé (çàäà÷à äëÿ

òðåõ âûêëþ÷àòåëåé).

Ò.24. Ôóíêöèÿ f∗(x1, x2, x3) çàäàíà ñòðîêîé (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0). Äëÿ ôóíê-

öèè f(x1, x2, x3) ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíÆåãàëêèíà, ÑÊÍÔ,

ñîêðàùåííóþ è âñå ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ.

Ò.25. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x, y, z), çàäàííîé ñòðîêîé (1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1),

ïîñòðîèòü ñîêðàùåííóþ, âñå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ.
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IV. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé

Ò.26. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ñëåäóþùèå ôóíêöèè àëãåáðû

ëîãèêè:

f(x, y, z) = (y ↔ (x ∨ z)) ∧ (y → (x ∧ z)) ↔ (x ∧ y ∧ z),

g(x, y, z) = (x → y) ∧ z ∨ (z → x),

h(x, y, z) = (x ↔ (y → (z ∨ (x ∧ y)) → ((x ∧ y) ∨ z),

k(x, y, z) = ((x → y) ∧ (y → z) → (z → x)

äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èñòèííîñòè;

2) ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ò.27. Êòî èç ÷åòûð�åõ ñòóäåíòîâ A, B, C, D ñäàë ýêçàìåí ïî äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

1) åñëè A ñäàë, òî B íå ñäàë;

2) åñëè D ñäàë, òî è A ñäàë;

3) åñëè B íå ñäàë, òî C ñäàë èëè A íå ñäàë;

4) åñëè D íå ñäàë, òî A ñäàë, à C íå ñäàë?

Ò.28. Îäèí èç òðåõ âíóêîâ áàáóøêè Ìàøè ñúåë âàðåíüå. Áàáóøêà ñïðîñè-

ëà: ¾Êòî ñúåë âàðåíüå?¿ Àëåøà îòâåòèë: ¾Âîâà íå åë. Ýòî Âàñÿ¿. Âàñÿ

îòâåòèë: ¾Âîâà ñúåë. Àëåøà íå åë¿. Âîâà îòâåòèë: ¾Âàñÿ íå åë. È îò-

ñòàíü: ÿ åùå íå ñäåëàë óðîêè!¿ Îêàçàëîñü, ÷òî äâà âíóêà â êàæäîì èç

äâóõ çàÿâëåíèé ñêàçàëè ïðàâäó, à òðåòèé âíóê ñîëãàë îáà ðàçà. Êòî ñúåë

âàðåíüå?

Ò.29. Äåêàí Õîëìñ äîïðàøèâàë òð�åõ ñòóäåíòîâ A, B, C, ïîäîçðåâàåìûõ â

ïîõèùåíèè ñ êàôåäðû ÂÌ êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî ÄÌ. Êàæäûé èç íèõ

ãîâîðèë ëèáî ïðàâäó, ëèáî ëãàë. Ñòóäåíò A ñêàçàë, ÷òî B ëæ�åò. Ñòóäåíò

B ñêàçàë, ÷òî C ëæ�åò. Ñòóäåíò C ñêàçàë, ÷òî ëãóò è A è B. Ìîæåò ëè

äåêàí îïðåäåëèòü, êòî èç ñòóäåíòîâ A, B, C ãîâîðèò ïðàâäó?
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 19�24 àïðåëÿ)

I. Ãðàôû

Ò.1. Äîêàæèòå èçîìîðôíîñòü ïàð ãðàôîâ (ðèñ. 8�11):

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 10 Ðèñ. 11
Ò.2. Äîêàæèòå íåèçîìîðôíîñòü ñëåäóþùèõ ïàð ãðàôîâ (ðèñ. 12�13):

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13
Ïîñòðîéòå ýéëåðîâû öèêëû â ãðàôàõ (ðèñ. 14, 15):

Ò.3. Ïîñòðîéòå ýéëåðîâû öèêëû â ãðàôàõ (ðèñ. 14�15):

K4

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15
Äîê4.àæèòå ãàìèëüòîíîâîñòü ãðàôà, îáðàçîâàííîãî âåðøèíàìè

Ò.4. Äîêàæèòå ãàìèëüòîíîâîñòü ãðàôà, îáðàçîâàííîãî âåðøèíàìè è ðåá-

ðàìè n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà Kn äëÿ:

à) n = 2, 3, 4 (ðèñ. 15); á) ∗ äëÿ n ≥ 5.

Ò.5. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ¾õîä êîíÿ¿
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à) íà øàõìàòíîé äîñêå 3×4 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãàìèëüòîíîâûì è ïëàíàðíûì;

á) íà øàõìàòíîé äîñêå 3× 5 íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ïîëóãàìèëüòîíîâûì;

â)∗ íà øàõìàòíîé äîñêå 4 × 4 íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è äàæå ïîëó-

ãàìèëüòîíîâûì.

Ò.6. Äîêàæèòå íåãàìèëüòîíîâîñòü ñëåäóþùèõ ãðàôîâ (ðèñ. 16�17):

Ðèñ. 16 Ðèñ. 17
Cüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íàéäèòå ñàìûé äåø¼âûé

Ò.7. C ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íàéäèòå ñàìûé äåøåâûé ìàðøðóò

èç âåðøèíû 1⃝ â âåðøèíó 9⃝ è îáðàòíî â íåîðãðàôå, èçîáðàæåííîì íà

ðèñ. 18, è â îðãðàôå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 19. (×èñëî íà ðåáðå (äóãå)

� ñòîèìîñòü ïðîåçäà ïî ýòîìó ðåáðó (äóãå).)

1
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7 8

9 10

2

2
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3

2
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10
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1

3
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7

7 1

2

3 4 5

6

78
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1

2

4 1

2

1

2

4

10

1

3 2

6

3

3 1

4

5

10

Ðèñ. 18 Ðèñ. 19

Ò.8. Â òðàíñïîðòíîé ñåòè (ðèñ. 20) ïîñòðîéòå:

à) ïîëíûé ïîòîê;

á) ìàêñèìàëüíûé ïîòîê. Äîêàæèòå åãî ìàêñèìàëüíîñòü.

(×èñëî íà äóãå � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ýòîé äóãè.)

1 1 4

92

9 10

8

7 6 4 10

10

5

6

5,2 7,7

4,26,5

4,4

1,0

3,3

5,5

6,6 10,2

8,5

5,5

5,310,0

9,9

4,4

Ðèñ. 20 Ðèñ. 21
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîòîê (ðèñ. 21) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Óâåëè÷üòå åãî40



Ò.9. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîòîê (ðèñ. 21) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Óâåëè÷üòå åãî äî

ìàêñèìàëüíîãî. Äîêàæèòå ìàêñèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîãî ïîòîêà.

II. Êîäû

Ò.10. Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé äâîè÷íûé êîä ñ ìèíèìàëüíîé èçáûòî÷íî-

ñòüþ (êîä Õàôôìåíà) äëÿ ïÿòèáóêâåííûõ ñîîáùåíèé, â êîòîðûõ îòíî-

ñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ áóêâ ðàâíû 0,3; 0,3; 0,15; 0,15; 0,1. Ðàçáèòü

íà áóêâû ôðàçó: 0001000010111011100010110.

Ò.11. Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûå äâîè÷íûå êîäû Ôàíî è Õàôôìåíà äëÿ ïåðå-

äà÷è ïÿòèáóêâåííûõ ñîîáùåíèé, â êîòîðûõ áóêâû âñòðå÷àþòñÿ ñ îòíî-

ñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè 0,3; 0,3; 0,2; 0,15; 0,05. Ñðàâíèòü ñðåäíèå äëèíû

ýòèõ êîäîâ.

Ò.12. Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé êîä ñ ìèíèìàëüíîé èçáûòî÷íîñòüþ (êîä

Õàôôìåíà) ñ ïîìîùüþ àëôàâèòà {0, 1, 2, 3} äëÿ ïåðåäà÷è äåâÿòèáóê-

âåííûõ ñîîáùåíèé ñ îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè ïîÿâëåíèÿ áóêâ: 0,22;

0,2; 0,12; 0,11; 0,1; 0,09; 0,08; 0,06; 0,02.

Ò.13. Ñóùåñòâóåò ëè êîä äëèíû 20, ñîäåðæàùèé 1000 êîäîâûõ ñëîâ è èñ-

ïðàâëÿþùèé ëþáûå êîìáèíàöèè èç òð�åõ è ìåíåå îøèáîê?

Ò.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ èñïðàâëåíèÿ k (è ìåíüøåãî ÷èñëà) îøèáîê è âìå-

ñòå ñ ýòèì îáíàðóæåíèÿ l (è ìåíüøåãî ÷èñëà) îøèáîê (l ≥ k) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîäîâîå ðàññòîÿíèå d óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó

d ≥ l + k + 1.

Ò.15. Èñïîëüçóÿ êîä Õåììèíãà äëèíû 7, íàéòè ïîëîæåíèå îäèíî÷íîé îøèá-

êè â ñëîâå (1010101) è çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå (1100).

Ò.16. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó ïðîâåðîê äëÿ êîäîâ Õåììèíãà äëèí 5; 6; 15. Ñêîëü-

êî êîäîâûõ ñëîâ ñîäåðæèò êàæäûé èç íèõ?

Ò.17. Ê êîäîâûì ñëîâàì (β1, β2, . . . , β7) êîäà Õåììèíãà äëèíû 7 äîáàâ-

ëåí ñèìâîë β0 =
7∑

k=1

βk. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êîä èìååò 16 êîäî-

âûõ ñëîâ, ïîçâîëÿåò èñïðàâèòü ëþáóþ îäèíî÷íóþ îøèáêó è îáíàðóæèòü

ëþáóþ äâîéíóþ îøèáêó â êîäîâîì ñëîâå.

Ò.18. Äëÿ øèôðîâàíèÿ ñëîâ, ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ àëôàâèòà A, èñïîëü-

çîâàíî àëôàâèòíîå äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå F. Äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíû
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âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îòäåëüíûõ áóêâ â ñîîáùåíèÿõ. Âñÿ èíôîðìàöèÿ

óêàçàíà â òàáëèöå:

Àëôàâèò A à ã ä í î ð ñ

Âåðîÿòíîñòè 0,19 0,04 0,07 0,16 0,28 0,12 0,14

F 001 101 110 011 00 010 111

à) Äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà A èç áóêâ àëôàâèòà A ïîñòðîåí êîä F(A). Ñ

öåëüþ ïîñëåäóþùåé ïåðåäà÷è, äîïóñêàþùåé íå áîëåå îäíîé îøèá-

êè, ñëîâî F(A) çàøèôðîâàíî êîäîì Õýììèíãà. Â ðåçóëüòàòå ïåðåäà÷è

íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå: 100110000010001001001.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñëîâî À.

á) Äëÿ àëôàâèòà A èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî îï-

òèìàëüíûé äâîè÷íûé êîä F1 (êîä Õàôôìåíà). Âû÷èñëèòü ñðåäíèå

óäëèíåíèÿ êîäîâûõ ñëîâ äëÿ F è F1.

â) Ñëîâî F1(A) çàøèôðîâàòü êîäîì Õýììèíãà.

Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ê.ô.-ì.í., äîöåíò Ë.Ï. Êóïöîâ

ê.ô.-ì.í., ñò. ïðåï. À. Ã. Çäîð
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1. Ìíîæåñòâà, îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà. Àë-

ãåáðà ìíîæåñòâ. Îñíîâíûå òîæäåñòâà àëãåáðû ìíîæåñòâ.

2. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Âûáîðêè, ïåðå-

ñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ, ñî÷åòàíèÿ. Ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíè-

ÿìè. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè, ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà.

3. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ. Îáîáùåíèå ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ è

èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ðîâíî

r ñâîéñòâàìè.

4. Áóëåâû ôóíêöèè: îïðåäåëåíèå, òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ, ëåêñèêîãðà-

ôè÷åñêèé ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, ýëåìåíòàð-

íûå áóëåâû ôóíêöèè îò îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ.

5. Ñóùåñòâåííûå è ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíê-

öèé ôîðìóëàìè. Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë, îñíîâíûå òîæäåñòâà äâîè÷-

íîé áóëåâîé àëãåáðû.

6. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè (äèçúþíêòèâíîì) áóëåâîé ôóíêöèè ïî ïåðâûì

m ïåðåìåííûì. ÑÄÍÔ íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ áóëåâîé ôóíêöèè.

7. Äâîéñòâåííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. Òåîðåìà î ðàç-

ëîæåíèè (êîíúþíêòèâíîì) áóëåâîé ôóíêöèè ïî ïåðâûì m ïåðåìåííûì.

ÑÊÍÔ íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî åäèíèöå áóëåâîé ôóíêöèè.

8. Ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Æåãàë-

êèíà.

9. Çàìêíóòûå è ïîëíûå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïÿòü êëàññîâ Ïîñòà.

Òåîðåìà Ïîñòà î ïîëíîòå.

10. Àíàëèç è ñèíòåç ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíê-

öèé â êëàññå ÄÍÔ.

11. Âûñêàçûâàíèÿ è îïåðàöèè íàä íèìè. Ôóíêöèè, ôîðìóëû è îñíîâíûå

òîæäåñòâà àëãåáðû ëîãèêè.

12. Ïîíÿòèå ãðàôà, ñïîñîáû çàäàíèÿ. Îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàí-

íûå ãðàôû. Èçîìîðôèçì ãðàôîâ. Ïîäãðàôû, ïóòè, öåïè, öèêëû. Ñâÿç-

íîñòü ãðàôà.

13. Ýéëåðîâû ãðàôû: êðèòåðèé, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà. Ãà-

ìèëüòîíîâû è ïîëóãàìèëüòîíîâû ãðàôû. Ïëàíàðíûå ãðàôû, êðèòåðèé

ïëàíàðíîñòè.

14. Âçâåøåííûå íåîðèåíòèðîâàííûå è îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Àëãîðèòìû

¾ôðîíòà âîëíû¿ è Äåéêñòðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âûäå-

ëåííîé âåðøèíû ãðàôà äî îñòàëüíûõ.
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15. Äåðåâüÿ. Îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà. ¾Æàäíûé¿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìè-

íèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà âçâåøåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

16. Òðàíñïîðòíûå ñåòè. Ïîëíûé è ìàêñèìàëüíûé ïîòîêè. Àëãîðèòì ïîñòðî-

åíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà. Ãðàô ïðèðàùåíèé. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîòîêà. Ðàçðåçû òðàíñïîðòíîé ñåòè. Òåîðåìà î ìèíèìàëüíîì

ðàçðåçå.

17. Êîäû. Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå. Ïðåôèêñíûé êîä, åãî âçàèìíàÿ îäíî-

çíà÷íîñòü. Íåðàâåíñòâî Êðàôòà�Ìàêìèëëàíà.

18. Êîäû Ôàíî è Õàôôìåíà, àëãîðèòìû èõ ïîñòðîåíèÿ.

19. Êîä Õýììèíãà. Èñïðàâëåíèå îøèáêè.

20. Ñàìîêîððåêòèðóþùèåñÿ êîäû. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí n-ìåðíîãî

êóáà íà ñôåðû è øàðû.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Ò.1. Â ÿíâàðå áûëî 10 ÿñíûõ è áåçâåòðåííûõ äíåé, 15 äíåé äóë âåòåð è 12

äíåé ø�åë ñíåã. Ñêîëüêî äíåé áûëà ìåòåëü (ò.å. äóë âåòåð è îäíîâðåìåííî

øåë ñíåã)?

Ò.2. Â ïîñûëêå � ÿáëîêè è ãðóøè, áîëüøèå è ìàëåíüêèå, æåëòûå è çåëå-

íûå. Íåò ìàëåíüêèõ ãðóø è ìàëåíüêèõ çåëåíûõ ÿáëîê. ßáëîê � 25; ãðóø

� 17; áîëüøèõ ïëîäîâ � 32; æåëòûõ ïëîäîâ � 28; çåëåíûõ ÿáëîê íà 2

áîëüøå, ÷åì çåëåíûõ ãðóø. Ñêîëüêî â ïîñûëêå áîëüøèõ æåëòûõ ÿáëîê?

Ò.3. Íà ýêçàìåíå ïî ìàòåìàòèêå áûëè ïðåäëîæåíû òðè çàäà÷è: ïî àëãåáðå,

ïî ãåîìåòðèè è ïî òðèãîíîìåòðèè. Èç 100 àáèòóðèåíòîâ ðåøèëè: àëãåá-

ðó � 80 àáèòóðèåíòîâ; ãåîìåòðèþ � 70; òðèãîíîìåòðèþ � 60; àëãåáðó è

ãåîìåòðèþ � 60; àëãåáðó è òðèãîíîìåòðèþ � 50; ãåîìåòðèþ è òðèãîíî-

ìåòðèþ � 40; âñå çàäà÷è � 30.

Ñêîëüêî àáèòóðèåíòîâ íå ðåøèëè íè îäíîé çàäà÷è? Ñêîëüêî àáèòóðèåí-

òîâ ðåøèëè ðîâíî äâå çàäà÷è?

Ò.4*. Â êëàññå èç 25 øêîëüíèêîâ:

à) 17 ìàëü÷èøåê è 8 äåâ÷îíîê: òîíêèõ è òîëñòûõ, äëèííûõ è êîðîòêèõ;

á) íåò òîíêèõ êîðîòêèõ ìàëü÷èøåê è äëèííûõ äåâ÷îíîê;

â) äëèííûõ íà 1 áîëüøå êîðîòêèõ;

ã) ÷èñëî êîðîòêèõ òîëñòûõ ìàëü÷èøåê íà 3 áîëüøå ÷èñëà êîðîòêèõ òîë-

ñòûõ äåâ÷îíîê;

ä) äëèííûõ òîëñòûõ ìàëü÷èøåê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî êîðîòêèõ òîëñòûõ

äåâ÷îíîê.

Ñêîëüêî â êëàññå êîðîòêèõ òîëñòóøåê?

II. Êîìáèíàòîðèêà

Ò.5. Èìååòñÿ ñåòü äîðîã (ñì. ðèñ. 1). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ìàðø-

ðóòîâ, íå ñîäåðæàùèõ öèêëû, èç A â B?
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A B

Рис. 1

Ò.6. Â êàáèíó ëèôòà 11-ýòàæíîãî äîìà âîøëè 4 ÷åëîâåêà. Êàæäûé èç íèõ

ìîæåò âûéòè íà ëþáîì èç 10 ýòàæåé. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè

ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ ðàçãðóçêà ëèôòà?

Ò.7. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîäåëèòü 12 îäèíàêîâûõ

êîíôåò ìåæäó òðåìÿ äåâî÷êàìè òàê, ÷òîáû íè îäíà äåâî÷êà íå îñòàëàñü

áåç êîíôåò?

Ò.8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äå-

ëÿòñÿ ðîâíî íà îäíî ÷èñëî èç 3, 5 è 7?

Ò.9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë îò 1000 äî 2000,

êîòîðûå äåëÿòñÿ ðîâíî íà äâà ÷èñëà èç ÷èñåë 11, 13 è 17?

Ò.10. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷åòûð�åõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëü-

çóÿ òîëüêî öèôðû 0, 1, 2, 3, 4, 5, åñëè:

à) íè îäíà öèôðà íå ïîâòîðÿåòñÿ?

á) öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?

Ò.11. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè êóðñ èç 100 ñòóäåíòîâ ìîæíî ðàç-

áèòü íà 5 ãðóïï ïî 20 ÷åëîâåê?

Ò.12. Ïëàí ãîðîäà (åãî óëèöû) èçîáðàæåí íà ðèñ. 2 (âñå êâàðòàëû � ðàâíûå

êâàäðàòû). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ èç

A â B?
B

A A

B

C D

E

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
Ïëàí ãîðîäà (åãî óëèöû) èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3 (âñå êâàðòàëû �47



Ò.13. Ïëàí ãîðîäà (åãî óëèöû) èçîáðàæåí íà ðèñ. 3 (âñå êâàðòàëû � ðàâíûå

êâàäðàòû). Àâòîìîáèëèñò íàóäà÷ó âûáèðàåò êðàò÷àéøèé ïóòü èç A â B.

×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîåäåò ïî ëîìàíîé CDE?

Ò.14. 10 ñòóäåíòîâ ïîøëè â ñòîëîâóþ è íà âåøàëêå ïîâåñèëè 10 ïëàùåé.

Ïîîáåäàâ, îíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàäåëè ïëàùè. ×åìó ðàâíà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî:

à) êàæäûé èç ñòóäåíòîâ íàäåë íå ñâîé ïëàù?

á) ðîâíî 5 ñòóäåíòîâ íàäåëè íå ñâîè ïëàùè?

Ò.15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíûõ ðåøåíèé ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 37, xi ∈ {0, 1, . . . , 9}, i = 1, . . . , 5?

Ò.16*. Øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî (îò 000000 äî 999999) íàçûâàåòñÿ ¾ñ÷àñòëè-

âûì¿, åñëè ó íåãî ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ òðåõ

öèôð. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ¾ñ÷àñòëèâûõ¿ áèëåòîâ?

III. Äâîè÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà

Ò.17. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ áóëåâû ôóíêöèè

f(x, y, z) = (x+ y)(x+ z) + y(y + z),

g(x, y, z) = (x+ y + z)(x+ yz),

h(x, y, z) = (x⊕ y)(xz ⊕ y)(x+ y + z),

k(x, y, z) = (xy + z)(x⊕ y) + z),

∗ m(x, y, z) = (x⊕ y)⊕ (z + y)(z + x)

äâóìÿ ñïîñîáàìè:

à) ñ ïîìîùüþ òàáëèöû çíà÷åíèé;

á) ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ò.18. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ áóëåâû ôóíêöèè, çàäàííûå ñòîëá-

öàìè ñâîèõ çíà÷åíèé:

(10110011)T, (10011001)T, (11010101)T.

Ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Æå-

ãàëêèíà. Èññëåäîâàòü ïîëíîòó ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé ýòèìè ôóíêöèÿìè

Ò.19. Èññëåäîâàòü ïîëíîòó ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé

{(x+ y) · (x̄+ ȳ); x · y ⊕ z; (x · y) ∼ z; x · y + x · z + y · z}.
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Ò.20. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4) = x1+(x2⊕x3)+x̄4 èññëåäîâàòü

ïðèíàäëåæíîñòü ê êàæäîìó èç ïÿòè êëàññîâ Ïîñòà T0, T1, S, L, M .

Ò.21. Ñîêðàòèòå ÷èñëî áóêâ (ïåðåêëþ÷àòåëåé) â ñõåìàõ (ðèñ. 4�7).

x z

y z

yx

x x

y y

z z

x zy
x zy

x

z

y z

y

x

z

x

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

x zy

t

x y

y z

z x

x

y z

x

z

y y
x

z

x y

y z

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ò.22. Ñîñòàâüòå ñõåìó ãîëîñîâàòåëüíîé ìàøèíû äëÿ êîìèññèè èç 4 ÷åëî-

âåê (ïðåäñåäàòåëü + 3 ÷ëåíà êîìèññèè). Ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ áîëüøèí-

ñòâîì ãîëîñîâ, à â ñëó÷àå, êîãäà ñ÷åò 2:2, òîãäà êîãäà ¾ÇÀ¿ ïðîãîëîñóåò

ïðåäñåäàòåëü.

Ò.23. Ñîñòàâüòå ñõåìó äëÿ âêëþ÷åíèÿ�âûêëþ÷åíèÿ îäíîé ëàìïî÷êè, ñî-

äåðæàùóþ òðè âûêëþ÷àòåëÿ è èçìåíÿþùóþ ñîñòîÿíèå ëàìïî÷êè ïðè

ïåðåêëþ÷åíèè ðîâíî îäíîãî èç ëþáûõ òðåõ âûêëþ÷àòåëåé (çàäà÷à äëÿ

òðåõ âûêëþ÷àòåëåé).

Ò.24. Ôóíêöèÿ f∗(x1, x2, x3) çàäàíà ñòðîêîé (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0). Äëÿ ôóíê-

öèè f(x1, x2, x3) ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíÆåãàëêèíà, ÑÊÍÔ,

ñîêðàùåííóþ è âñå ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ.

Ò.25. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x, y, z), çàäàííîé ñòðîêîé (1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1),

ïîñòðîèòü ñîêðàùåííóþ, âñå òóïèêîâûå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ.
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IV. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé

Ò.26. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ñëåäóþùèå ôóíêöèè àëãåáðû

ëîãèêè:

f(x, y, z) = (y ↔ (x ∨ z)) ∧ (y → (x ∧ z)) ↔ (x ∧ y ∧ z),

g(x, y, z) = (x → y) ∧ z ∨ (z → x),

h(x, y, z) = (x ↔ (y → (z ∨ (x ∧ y)) → ((x ∧ y) ∨ z),

k(x, y, z) = ((x → y) ∧ (y → z) → (z → x)

äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èñòèííîñòè;

2) ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ò.27. Êòî èç ÷åòûð�åõ ñòóäåíòîâ A, B, C, D ñäàë ýêçàìåí ïî äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

1) åñëè A ñäàë, òî B íå ñäàë;

2) åñëè D ñäàë, òî è A ñäàë;

3) åñëè B íå ñäàë, òî C ñäàë èëè A íå ñäàë;

4) åñëè D íå ñäàë, òî A ñäàë, à C íå ñäàë?

Ò.28. Îäèí èç òðåõ âíóêîâ áàáóøêè Ìàøè ñúåë âàðåíüå. Áàáóøêà ñïðîñè-

ëà: ¾Êòî ñúåë âàðåíüå?¿ Àëåøà îòâåòèë: ¾Âîâà íå åë. Ýòî Âàñÿ¿. Âàñÿ

îòâåòèë: ¾Âîâà ñúåë. Àëåøà íå åë¿. Âîâà îòâåòèë: ¾Âàñÿ íå åë. È îò-

ñòàíü: ÿ åùå íå ñäåëàë óðîêè!¿ Îêàçàëîñü, ÷òî äâà âíóêà â êàæäîì èç

äâóõ çàÿâëåíèé ñêàçàëè ïðàâäó, à òðåòèé âíóê ñîëãàë îáà ðàçà. Êòî ñúåë

âàðåíüå?

Ò.29. Äåêàí Õîëìñ äîïðàøèâàë òð�åõ ñòóäåíòîâ A, B, C, ïîäîçðåâàåìûõ â

ïîõèùåíèè ñ êàôåäðû ÂÌ êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî ÄÌ. Êàæäûé èç íèõ

ãîâîðèë ëèáî ïðàâäó, ëèáî ëãàë. Ñòóäåíò A ñêàçàë, ÷òî B ëæ�åò. Ñòóäåíò

B ñêàçàë, ÷òî C ëæ�åò. Ñòóäåíò C ñêàçàë, ÷òî ëãóò è A è B. Ìîæåò ëè

äåêàí îïðåäåëèòü, êòî èç ñòóäåíòîâ A, B, C ãîâîðèò ïðàâäó?
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 19�24 àïðåëÿ)

I. Ãðàôû

Ò.1. Äîêàæèòå èçîìîðôíîñòü ïàð ãðàôîâ (ðèñ. 8�11):

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

Ðèñ. 10 Ðèñ. 11
Ò.2. Äîêàæèòå íåèçîìîðôíîñòü ñëåäóþùèõ ïàð ãðàôîâ (ðèñ. 12�13):

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13
Ïîñòðîéòå ýéëåðîâû öèêëû â ãðàôàõ (ðèñ. 14, 15):

Ò.3. Ïîñòðîéòå ýéëåðîâû öèêëû â ãðàôàõ (ðèñ. 14�15):

K4

Ðèñ. 14 Ðèñ. 15
Äîê4.àæèòå ãàìèëüòîíîâîñòü ãðàôà, îáðàçîâàííîãî âåðøèíàìè

Ò.4. Äîêàæèòå ãàìèëüòîíîâîñòü ãðàôà, îáðàçîâàííîãî âåðøèíàìè è ðåá-

ðàìè n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà Kn äëÿ:

à) n = 2, 3, 4 (ðèñ. 15); á) ∗ äëÿ n ≥ 5.

Ò.5. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ¾õîä êîíÿ¿

51



à) íà øàõìàòíîé äîñêå 3×4 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãàìèëüòîíîâûì è ïëàíàðíûì;

á) íà øàõìàòíîé äîñêå 3× 5 íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ïîëóãàìèëüòîíîâûì;

â)∗ íà øàõìàòíîé äîñêå 4 × 4 íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è äàæå ïîëó-

ãàìèëüòîíîâûì.

Ò.6. Äîêàæèòå íåãàìèëüòîíîâîñòü ñëåäóþùèõ ãðàôîâ (ðèñ. 16�17):

Ðèñ. 16 Ðèñ. 17
Cüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íàéäèòå ñàìûé äåø¼âûé

Ò.7. C ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íàéäèòå ñàìûé äåøåâûé ìàðøðóò

èç âåðøèíû 1⃝ â âåðøèíó 9⃝ è îáðàòíî â íåîðãðàôå, èçîáðàæåííîì íà

ðèñ. 18, è â îðãðàôå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 19. (×èñëî íà ðåáðå (äóãå)

� ñòîèìîñòü ïðîåçäà ïî ýòîìó ðåáðó (äóãå).)

1

2

345

6

7 8

9 10

2

2

92

3

2

2

10

12

4

410

1

3

41

4

7

7 1

2

3 4 5

6

78

910

1

2

4 1

2

1

2

4

10

1

3 2

6

3

3 1

4

5

10

Ðèñ. 18 Ðèñ. 19

Ò.8. Â òðàíñïîðòíîé ñåòè (ðèñ. 20) ïîñòðîéòå:

à) ïîëíûé ïîòîê;

á) ìàêñèìàëüíûé ïîòîê. Äîêàæèòå åãî ìàêñèìàëüíîñòü.

(×èñëî íà äóãå � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ýòîé äóãè.)

1 1 4

92

9 10

8

7 6 4 10

10

5

6

5,2 7,7

4,26,5

4,4

1,0

3,3

5,5

6,6 10,2

8,5

5,5

5,310,0

9,9

4,4

Ðèñ. 20 Ðèñ. 21
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîòîê (ðèñ. 21) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Óâåëè÷üòå åãî52



Ò.9. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîòîê (ðèñ. 21) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Óâåëè÷üòå åãî äî

ìàêñèìàëüíîãî. Äîêàæèòå ìàêñèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîãî ïîòîêà.

II. Êîäû

Ò.10. Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé äâîè÷íûé êîä ñ ìèíèìàëüíîé èçáûòî÷íî-

ñòüþ (êîä Õàôôìåíà) äëÿ ïÿòèáóêâåííûõ ñîîáùåíèé, â êîòîðûõ îòíî-

ñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ áóêâ ðàâíû 0,3; 0,3; 0,15; 0,15; 0,1. Ðàçáèòü

íà áóêâû ôðàçó: 0001000010111011100010110.

Ò.11. Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûå äâîè÷íûå êîäû Ôàíî è Õàôôìåíà äëÿ ïåðå-

äà÷è ïÿòèáóêâåííûõ ñîîáùåíèé, â êîòîðûõ áóêâû âñòðå÷àþòñÿ ñ îòíî-

ñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè 0,3; 0,3; 0,2; 0,15; 0,05. Ñðàâíèòü ñðåäíèå äëèíû

ýòèõ êîäîâ.

Ò.12. Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíûé êîä ñ ìèíèìàëüíîé èçáûòî÷íîñòüþ (êîä

Õàôôìåíà) ñ ïîìîùüþ àëôàâèòà {0, 1, 2, 3} äëÿ ïåðåäà÷è äåâÿòèáóê-

âåííûõ ñîîáùåíèé ñ îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè ïîÿâëåíèÿ áóêâ: 0,22;

0,2; 0,12; 0,11; 0,1; 0,09; 0,08; 0,06; 0,02.

Ò.13. Ñóùåñòâóåò ëè êîä äëèíû 20, ñîäåðæàùèé 1000 êîäîâûõ ñëîâ è èñ-

ïðàâëÿþùèé ëþáûå êîìáèíàöèè èç òð�åõ è ìåíåå îøèáîê?

Ò.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ èñïðàâëåíèÿ k (è ìåíüøåãî ÷èñëà) îøèáîê è âìå-

ñòå ñ ýòèì îáíàðóæåíèÿ l (è ìåíüøåãî ÷èñëà) îøèáîê (l ≥ k) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîäîâîå ðàññòîÿíèå d óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâó

d ≥ l + k + 1.

Ò.15. Èñïîëüçóÿ êîä Õåììèíãà äëèíû 7, íàéòè ïîëîæåíèå îäèíî÷íîé îøèá-

êè â ñëîâå (1010101) è çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå (1100).

Ò.16. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó ïðîâåðîê äëÿ êîäîâ Õåììèíãà äëèí 5; 6; 15. Ñêîëü-

êî êîäîâûõ ñëîâ ñîäåðæèò êàæäûé èç íèõ?

Ò.17. Ê êîäîâûì ñëîâàì (β1, β2, . . . , β7) êîäà Õåììèíãà äëèíû 7 äîáàâ-

ëåí ñèìâîë β0 =
7∑

k=1

βk. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êîä èìååò 16 êîäî-

âûõ ñëîâ, ïîçâîëÿåò èñïðàâèòü ëþáóþ îäèíî÷íóþ îøèáêó è îáíàðóæèòü

ëþáóþ äâîéíóþ îøèáêó â êîäîâîì ñëîâå.

Ò.18. Äëÿ øèôðîâàíèÿ ñëîâ, ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ àëôàâèòà A, èñïîëü-

çîâàíî àëôàâèòíîå äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå F. Äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíû
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âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îòäåëüíûõ áóêâ â ñîîáùåíèÿõ. Âñÿ èíôîðìàöèÿ

óêàçàíà â òàáëèöå:

Àëôàâèò A à ã ä í î ð ñ

Âåðîÿòíîñòè 0,19 0,04 0,07 0,16 0,28 0,12 0,14

F 001 101 110 011 00 010 111

à) Äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà A èç áóêâ àëôàâèòà A ïîñòðîåí êîä F(A). Ñ

öåëüþ ïîñëåäóþùåé ïåðåäà÷è, äîïóñêàþùåé íå áîëåå îäíîé îøèá-

êè, ñëîâî F(A) çàøèôðîâàíî êîäîì Õýììèíãà. Â ðåçóëüòàòå ïåðåäà÷è

íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå: 100110000010001001001.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñëîâî À.

á) Äëÿ àëôàâèòà A èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî îï-

òèìàëüíûé äâîè÷íûé êîä F1 (êîä Õàôôìåíà). Âû÷èñëèòü ñðåäíèå

óäëèíåíèÿ êîäîâûõ ñëîâ äëÿ F è F1.

â) Ñëîâî F1(A) çàøèôðîâàòü êîäîì Õýììèíãà.

Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ê.ô.-ì.í., äîöåíò Ë.Ï. Êóïöîâ

ê.ô.-ì.í., ñò. ïðåï. À. Ã. Çäîð
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