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ОПТИКА 

 

1. Геометрическая оптика. Принцип Ферма, законы преломления и 

отражения. Полное внутреннее отражение. Оптические инструменты: теле-

скоп, микроскоп. Понятие о геометрических аберрациях. Элементы фото-

метрии: яркость источника, освещённость изображения. 

Современные применения геометрической оптики в пределе корот-

ких длин волн: рентгеновская микроскопия, проекционная рентгеновская 

литография, рентгеновская астрономия, микроанализ с пространственным 

разрешением. 

2. Волновая оптика. Волновое уравнение, монохроматические 

волны, комплексная амплитуда, уравнение Гельмгольца, плоские и сфери-

ческие волны, показатель преломления, фазовая скорость распространения. 

Поляризация света: линейная, круговая и эллиптическая. Естественный 

свет. Степень поляризации. Формулы Френеля, угол Брюстера.  

Нерелятивистский эффект Доплера, поиск экзопланет. 

3. Дисперсия показателя преломления, классическая теория диспер-

сии, нормальная и аномальная дисперсии. Комплексная диэлектрическая 

проницаемость и комплексный показатель преломления, связь мнимой ча-

сти с поглощением света средой. Затухающие волны, закон Бугера. Пока-

затель преломления плазмы. Радиоволны в ионосфере и дальняя радио-

связь. Групповая скорость. Распространение волнового пакета в неодно-

родной среде. Различные диапазоны длин волн, их особенности. Метамате-

риалы. 

4. Принцип суперпозиции и интерференция монохроматических 

волн. Видность полос, ширина полосы. Просветление оптики. Статистиче-

ская природа излучения квазимонохроматической волны. Временная коге-

рентность, функция временной когерентности, связь со спектральной ин-

тенсивностью (теорема Винера–Хинчина) и с видностью. Ограничение на 

допустимую разность хода в двухлучевых интерференционных схемах, со-

отношение неопределенностей. 

5. Интерференция при использовании протяженных источников. 

Пространственная когерентность, радиус когерентности, функция про-

странственной когерентности, связь с распределением интенсивности из-

лучения по источнику (теорема Ван Циттерта–Цернике). Ограничения на 

допустимые размеры источника и апертуру интерференции в двухлучевых 

схемах. Лазеры как источники излучения с высокой временной и простран-

ственной когерентностью. 

6. Дифракция волн. Принцип Гюйгенса–Френеля. Дифракция на тон-

ком экране. Граничные условия Кирхгофа. Волновой параметр. Дифракция 

Френеля. Задачи с осевой симметрией, зоны Френеля, спираль Френеля. 
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Зонные пластинки, линза. Использование зонных пластинок для фокуси-

ровки рентгеновского излучения. Дифракция на дополнительном экране, 

пятно Пуассона. Дифракция на системе дополнительных экранов, теорема 

Бабинэ. Дифракция на краю, спираль Корню. 

7. Дифракция Фраунгофера. Световое поле в зоне Фраунгофера как 

преобразование Фурье граничного поля. Дифракция Фраунгофера на щели, 

дифракционная расходимость. Дифракционный предел разрешения теле-

скопа и микроскопа. Поле в фокальной плоскости линзы, поперечные и 

продольные размеры фокального пятна. 

8. Спектральные приборы: призма, дифракционная решётка, интер-

ферометр Фабри–Перо. Характеристики спектральных приборов: разреша-

ющая способность, область дисперсии, угловая дисперсия.  

Интерференция в тонких пленках и многослойных структурах, зер-

кала с высоким коэффициентом отражения. Искусственные многослойные 

структуры для отражения мягкого рентгеновского излучения. Радиотехни-

ческие аналоги дифракционных решеток. 

9. Принципы фурье-оптики. Метод Рэлея решения задачи дифрак-

ции: волновое поле как суперпозиция плоских волн разных направлений 

(пространственное фурье-разложение), соотношение неопределённостей. 

Дифракция Френеля на периодических структурах (эффект саморепродук-

ции). Теория Аббе формирования оптического изображения, принцип 

двойной дифракции. Апертура, полоса пропускания пространственных ча-

стот оптической системы, связь с разрешающей способностью. Разрешаю-

щая способность при когерентном и некогерентном освещении. 

10. Принципы голографии. Голограмма Габора. Голограмма с 

наклонным опорным пучком. Разрешающая способность голограммы. 

Условие Брэгга–Вульфа. Объёмная голограмма, объёмная решётка в реги-

стрирующей среде.  

Представление о голографической микроскопии биообъектов и голо-

графической интерферометрии. 

11. Кристаллооптика. Дихроизм, поляроиды, закон Малюса. Двойное 

лучепреломление в одноосных кристаллах, разложение волны на обыкно-

венную и необыкновенную. Взаимная ориентация векторов k, E, D, B, 

направление вектора Пойнтинга, боковой снос световых пучков в кристал-

лах. Интерференционные явления в кристаллических пластинках. Понятие 

об искусственной анизотропии. Эффекты Фарадея, Керра и Поккельса и их 

применение. 

12. Рассеяние света. Эффективное сечение рассеяния, диаграмма 

направленности, их зависимость от длины волны и от размера рассеиваю-

щих частиц, Рэлеевское рассеяние (рассеяние на флуктуациях плотности). 

Поляризация рассеянного света.  
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13. Нелинейные оптические явления. Нелинейная поляризация 

среды. Оценки интенсивности световой волны, при которых наблюдаются 

нелинейные эффекты. Наведенное двулучепреломление. Генерация второй 

гармоники, фазовый синхронизм. Оптическое выпрямление. Симметрия 

среды и генерация второй гармоники. Самофокусировка, критическая мощ-

ность самофокусировки, мелкомасштабная самофокусировка. 

Понятие о комбинационном рассеянии света и вынужденном рассе-

янии Мандельштама–Бриллюэна. 

14. Распространение электромагнитных волн в световодах. Гради-

ентные световоды и световоды с резким изменением показателя преломле-

ния. Допустимая угловая апертура. Типы волн. Одномодовые и многомо-

довые световоды. Рэлеевское рассеяние как причина затухания световой 

волны в световодах. Применение для высокоскоростной связи. Область ну-

левой дисперсии. Ультракороткие импульсы. 

 

 

Литература 

Основная 

1. Сивухин Д.В. Общий курс физики. Оптика. Т. IV. – Москва : Физматлит, 2018. 

2. Кингсеп А.С., Локшин Г.Р., Ольхов О.А. Основы физики. Т. I, ч. III, гл. 6–11. – 

Москва : Физматгиз, 2001. 

3. Кириченко Н.А.  Принципы оптики : учебное пособие. – Москва : МФТИ, 2016. 

4. Бутиков Е.И. Оптика. – Москва : Высшая школа, 1986. 

5. Ахманов С.А. Никитин С.Ю. Физическая оптика. – Москва : Издательство МГУ, 

Наука, 2004. 

Дополнительная 

1. Горелик Г.С. Колебания и волны. – Москва : Физматлит, 1959, 2007.  

2. Ландсберг Г.С. Оптика. – Москва : Физматлит, 2003. 

3. Борн М., Вольф Э. Основы оптики. – Мсква : Наука, 1973. 

4. Козел С.М., Листвин В.И., Локшин Г.Р. Введение в когерентную оптику и голо-

графию. – Москва : МФТИ, 2000. 

5. Кольер Р. Оптическая голография. – Москва : Мир, 1973. 

6. Крымский К.М. Аберрации центрированных оптических систем – теория и 

расчёт. — Москва : МФТИ, 2015. 

7. Петухов В.А. Оптические волокна : учебно-метод. пособие. – Москва : МФТИ, 

2019. 
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ЗАДАНИЕ ПО ФИЗИКЕ 
для студентов 2-го курса  

на весенний семестр 2020/2021 учебного года 

Дата 
№ 

сем 

Тема семинарских  

занятий 

Задачи 

0 I II 

01.02–

06.02 
1 

Принцип Ферма. Геомет-

рическая оптика и эле-

менты фотометрии. Опти-

ческие инструменты. 

1.4 
01 
02 

1.29 

1.22 

1.9 

1.56 

1.15 

Т1 

Т2 

1.57 

08.02–

13.02 
2 

Законы отражения, фор-

мулы Френеля. Поляриза-

ция. Поток энергии и дав-

ление света. 

01 

11.7 

2.3 

2.5+2.23 

2.26 

2.29 

2.42 

2.1 

2.20 

2.27 

2.45 

15.02–

22.02 
3 

Дисперсия. Фазовая и 

групповая скорости. 

10.2 

10.5(2,3,5) 

01 

10.8 

10.43 

10.75 

10.77 

10.21 

10.24 

10.35 

Т3 

01.03–

06.03 
4 

Интерференция моно-

хроматических волн. 

3.3 
01 
02 

3.5 

3.10  

3.18 

Т4 

3.16 

3.11 

3.20  

3.35 

08.03–

13.03 
5 

Немонохроматический 

свет, временная коге-

рентность. Простран-

ственная когерентность 

01 

4.2 

5.3 
02 

4.10 

4.11 

5.14 

5.20 

4.9 

5.13 

5.23 

5.30 

15.03–

20.03 
6 

Дифракция Френеля. 

Зонные пластинки. 

01 
02 

6.1 

6.15 

6.20 

6.59 

6.43 

6.16 

6.31 

6.50 

6.64 

22.03–

27.03 
7 

Дифракция Фраунго-

фера. Разрешающая спо-

собность оптических ин-

струментов. 

7.5 
01 
02 

7.16 

7.48 

7.54 

7.83 

7.10 

7.53 

7.59 

7.33 

29.03–

04.04 
8 Спектральные приборы. 

8.2 
01 
02 

8.39 

8.19 

8.61 

8.78 

8.37 

8.47 

T5 

Т6 
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05.04–

10.04 
9 Контрольная работа (по группам) 

12.04–

17.04 
10 

Сдача 1-го задания 

19.04–

24.04 
11 

Дифракция на синусои-

дальных решётках. Эле-

менты фурье-оптики. 

01 
02 
03 

9.1 

9.15 

9.22 

9.26 

9.11 

9.17 

9.28 

9.79 

26.04–

01.05 
12 Голография. 

01 
02 
03 

9.32 

9.35 

9.45 

9.52 

9.33 

9.36 

9.40 

9.78 

27.04–

02.05 
13 

Поляризация света.  

Элементы кристаллооп-

тики. 

11.17 

11.1 

11.12 

11.9 

11.16 

11.54 

11.28 

11.13 

11.60 

11.80 

11.121 

03.05–

08.05 
14 

Рассеяние света.  

Элементы нелинейной 

оптики.  

01 
02 
03 

11.125 

11.89 

11.126 

T8 

11.88 

11.90 

11.128 

Т7 

10.05–

15.05 
15 Сдача 2-го задания. 

17.05– 

22.05 
16 Зачёт. 

Примечание 

Номера задач указаны по «Сборнику задач по общему курсу физики. Ч. 2. 

Электричество и магнетизм. Оптика / под ред. В. А. Овчинкина (4-е изд., 

испр. и доп.). – Москва : Физматкнига, 2017». Курсивом отмечены задачи, 

которые необходимо брать из нового издания. 

Все задачи обязательны для сдачи задания. В каждой теме семинара 

задачи разбиты на 3 группы: 

0   — задачи, которые студент должен решать в течение недели для под-

готовки к семинару; 

I   — задачи, рекомендованные для разбора на семинаре (преподаватель 

может разбирать на семинарах и другие равноценные задачи по 

своему выбору); 
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II — задачи для самостоятельного решения; их решения должны быть 

оформлены студентами в отдельных тетрадях и сданы преподава-

телю на проверку. 

 

Задачи группы 0 

 

Семинар 1 
01. На рис. показаны положение главной 

оптической оси тонкой линзы 𝐿𝐿′ и ход проходящего 

сквозь нее луча ABC. Найдите построением ход 

произвольного луча 𝐷𝐸 за линзой. 

02. Положительной линзой с фокусным расстоянием 𝐹 создается 

изображение объекта на экране. Какому условию должно удовлетворять 

расстояние от объекта до экрана, чтобы это было возможно? 

 

Семинар 2 
01. Выразить интенсивность плоской электромагнитной волны, распро-

страняющейся в немагнитной среде с показателем преломления 𝑛, через 

амплитуду вектора напряженности электрического поля волны 𝐸0. 

 

Семинар 3 
01. Концентрация электронов в нижних слоях ионосферы равна  

𝑁 ∼ 1,5 ⋅ 106 см−3. Какие электромагнитные волны будут испытывать от-

ражение при вертикальном радиозондировании ионосферы? 

Ответ: 𝜈 < 10 МГц (𝜆 > 30 м). 

 

Семинар 4 
01. На экран падают две плоские волны с равными ампли-

тудами 𝐴 под малыми углами 𝜑1,2 = ±0,01 рад. Длина волны 

𝜆 = 500 нм, нормаль к экрану и волновые векторы волн лежат 

в одной плоскости, см на экране. Определите ширину интер-

ференционных полос (см. рис.). 

Ответ: 25 мкм. 

02. На тонкую пленку с показателем преломления n падает пучок белого 

света под углом 𝜃 к нормали. При какой минимальной толщине 𝑏мин и в 

какой цвет будет окрашена пленка в отраженном свете? 

Семинар 5 
01. В двухлучевом интерференционном опыте используется источник 

𝜑2 

𝜑1 
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света с длиной волны 𝜆 = 500 нм и шириной спектра Δ𝜆 = 10 нм. Оцените 

максимально допустимую разность хода лучей Δmax и максимальное число 

интерференционных полос 𝑚max, которые можно наблюдать в этом опыте. 

Ответ: Δmax ∼ 25 мкм, 𝑚max ∼ 100. 

02. Найдите апертуру интерференции в опыте с бипризмой с преломля-

ющим углом 𝛼 и показателем преломления 𝑛, если источник и плоскость 

наблюдения расположены на одинаковых расстояниях от бипризмы. 

Семинар 6 
01. Щель ширины 𝑏 = 1 мм освещается параллельным пучком света с 

длиной волны 𝜆 = 500 нм. Оцените, на каком расстоянии 𝐿 от щели необ-

ходимо разместить экран, чтобы наблюдать на нём дифракцию Френеля. 

Ответ: 𝐿 ∼ 1 м. 

02. На ирисовую диафрагму с переменным радиусом отверстия, распо-

ложенную на расстоянии 𝐿 от экрана, падает свет с длиной волны . Диа-

фрагму постепенно открывают, начиная с 𝑅 ≈ 0. При каком радиусе 𝑅 ин-

тенсивность света в центре экрана впервые обратится в ноль? 

Семинар 7 
01. Через маленькое круглое отверстие проходит монохроматический 

параллельный пучок света и создает на удаленном экране дифракционную 

картину Фраунгофера. Во сколько раз изменится освещённость в центре 

экрана, если увеличить диаметр отверстия вдвое? 

Ответ: увеличится в 16 раз. 

02. Плоская световая волна дифрагирует на щели с шириной 𝑏 = 10𝜆, 

где 𝜆 — длина волны. Оценить отношение интенсивностей нулевого и 

первого дифракционных максимумов. 

Ответ: 𝐼1/𝐼0 ≈ 0,05. 
 

Семинар 8 
01. На дифракционную решетку, имеющую период 𝑑 = 10 мкм, нор-

мально падает свет от желтого дублета натрия (𝜆1 = 5890 Å, 𝜆2 = 5896  Å). 

Оцените угловое расстояние между максимумами 𝛿𝜑 во втором порядке 

(𝑚 = 2). 

Ответ: 𝛿𝜑 ≈ 1,2 ⋅ 10−4 рад. 

02. Дифракционная решётка с периодом 𝑑 имеет размер 𝐷 = 103𝑑 в 

направлении, перпендикулярном штрихам. Ширина прозрачных штрихов 

решётки равна половине периода. Определите максимальную разрешаю-

щую способность решётки в спектрах 1-го и 2-го порядков. 

Ответ: 𝑅1 = 103, 𝑅2 = 0. 
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Семинар 11 
01. Плоская волна с длиной волны 𝜆 распространяется в 

плоскости xz под углом 𝛼 к оси z. Запишите распределение 

комплексной амплитуды волны и интенсивности в плоско-

сти z = 0. Найти разность фаз между колебаниями в точках 

z = 0 и z = L, лежащих на оси z (см. рис.). 

02. Решётка освещается нормально падающей плоской монохроматиче-

ской волной с амплитудой 𝐴. Укажите пространственные частоты и ампли-

туды плоских волн за дифракционной решёткой, прозрачность которой  

𝜏(𝑥) = cos2(Ω𝑥). 
03. Оцените ширину пространственного спектра плоских волн 𝛥𝑘𝑥 при 

дифракции плоской монохроматической волны на щели шириной 𝑏. 

 

Семинар 12 
01. Точечный источник с длиной волны λ расположен в начале коорди-

нат. Пользуясь параболическим приближением, найти распределение ком-

плексной амплитуды и интенсивности в плоскости 𝑥 = 𝐿. 
02. Голограмму точечного источника, находящегося на расстоянии 𝐿 от 

фотопластинки, записали по схеме Габора на длине волны 𝜆. Где будут 

находиться мнимое и действительное изображения, если восстановление 

голограммы производить светом с длиной волны 2𝜆? 
03. Почему при получении голографических изображений объёмных 

объектов практический интерес представляют только мнимые изображе-

ния? Поясните ответ с помощью схематического рисунка. 

 

Семинар 14 
01. Пользуясь формулой Рэлея, оцените коэффициент пропускания 

света слоем воздуха толщиной 8 км в атмосфере вблизи поверхности 

Земли, для двух длин волн:  = 400 нм (фиолетовый свет) и 650 нм (красный 

свет). Показатель преломления воздуха принять равным 𝑛 − 1 = 2,9 ⋅ 10−4. 

Ответ: 𝑇400 ≈ 0,7, 𝑇700 ≈0,95. 
02. Лазерный пучок проходит сквозь слабопоглощающую жидкость 

(интенсивность пучка максимальна на его оси). Каков знак возникающей в 

жидкости линзы? 
03. Молекулы некоторой жидкости имеют разную поляризуемость по 

разным осям. Как будут ориентироваться молекулы в поле световой волны: 

максимальной поляризуемостью по направлению �⃗�  или перпендикулярно 

�⃗� ? Ответ обосновать. 

z 

x 

L 0 
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Текстовые задачи 

Т1. а) У некоторого близорукого человека дальняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑑 от глаза. 

Очки какой оптической силы 𝐷 ему следует носить, чтобы эта граница пе-

реместилась в бесконечность? Провести расчет для 𝐿𝑑  = 0,5 м.  

б) У некоторого дальнозоркого человека ближняя граница области, в 

которой он видит предметы резко, находится на расстоянии 𝐿𝑏 от глаза. 

Очки какой оптической силы ему следует надеть, чтобы эта граница пере-

местилась в «положение наилучшего зрения» 𝐿0 = 25 см. Провести расчет 

для 𝐿𝑏 = 1 м. 

Ответ: а) 𝐷 =  −2 дптр,  б) 𝐷 =  +3 дптр. 

Т2. Найти тип идеальной формы поверхности плоско-выпуклой линзы 

для фокусировки параллельного пучка в точку (сфера. гипербола, парабола 

или др). Линза расположена плоской поверхностью к плоскому волновому 

фронту. 

Т3. (2019) Параллельный пучок излучения длительно-

стью 100 фс и средней длиной волны = 500 нм фоку-

сируется положительной линзой толщиной 𝐿 = 6 мм в 

центре и близкой к нулю на краях. Пучок заполняет всю 

линзу. Показатель преломления материала линзы 𝑛 = 1,7, 

групповая скорость в стекле 𝑣гр = 0,55𝑐. Оценить дли-

тельность импульса в фокусе линзы. 

Ответ: 𝜏 ≃ 2,4 пс. 

Т4. (2019) Падающая на бипризму Фре-

неля БФ плоская монохроматическая линейно по-

ляризованная волна создает на плоском экране Э 

интерференционную картину с шириной полосы 

Λ. Плоскость падения перпендикулярна плоско-

сти экрана. Поле 𝐸 волны колеблется парал-

лельно плоскости падения. Длина волны 𝜆. Опре-

делите видность 𝑉 интерференционной картины. 

Ответ: 𝑉 = 1 −
1

2
(

𝜆

Λ
)
2

 . 

T5. Спектральная линия 𝐻𝛼  атомарного водорода (𝜆 = 6563 Å) имеет 

тонкую структуру в виде двух «сублиний» в интервале длин волн 𝛿𝜆 ≈ 0,16 

Å. Какой должна быть минимальная база интерферометра Фабри–Перо 𝐿 с 

коэффициентом отражения зеркал по интенсивности 𝜌 = 0,9, чтобы с его 
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помощью можно было обнаружить тонкую структуру линии? Определите 

также для такого интерферометра: дисперсионную область Δ𝜆, 

направление на ближайший к центру максимум 𝜃1 и угловую дисперсию 

𝑑𝜃/𝑑𝜆 вблизи него. В центре картины – светлое пятно. 

Ответ: 𝐿 = 0,4 мм, Δ𝜆 = 5 Å, 𝜃1 = 2,3∘, 𝐷 = 4 ⋅ 10−3 Å−1. 

Т6. Современные фотоди-

оды обеспечивают огромный 

диапазон линейности, до 11 по-

рядков по интенсивности света, 

то есть в этом диапазоне фото-

ток линейно зависит от интен-

сивности света, падающего на 

фотодиод. Это позволяет изме-

рять очень малые интенсивно-

сти модулированных по ампли-

туде световых сигналов на фоне 

гораздо более мощной постоян-

ной засветки.  
Излучение хорошо стабилизированного непрерывного лазера с длиной 

волны 0,6 мкм пропускается через интерферометр Майкельсона, в котором 

одно из зеркал З1 может колебаться с малой амплитудой a. Зеркало З2 чуть-

чуть наклонено, так что в плоскости фотоприемника получаются достаточно 

широкие (больше размера фотоприемника) интерференционные полосы. 

Смещение зеркала З1 приводит к смещению интерференционных полос. 

Оцените минимальное значение amin амплитуды колебаний, которое можно 

измерить данной схемой, если измерительное устройство позволяет обнару-

жить периодические колебания фототока, составляющие величину 10-10 от 

величины тока в максимуме интерференционной картины. В каком месте ин-

терференционной картины (в максимуме, минимуме интенсивности или в 

другом месте) следует располагать фотодиод для получения максимальной 

чувствительности? 

Ответ: amin ≈ 10-16 см.    

Т7. Кристалл ниобата лития обладает сильной нелинейностью и до-

вольно часто используется для генерации второй гармоники. Показатели 

преломления для обыкновенной и необыкновенной волны этого кристалла 

сильно зависят от температуры. Для необыкновенной волны   
𝑑𝑛𝑒

𝑑𝑇
= 5,4 ∙

10−6 (℃)−1, а для обыкновенной  
𝑑𝑛𝑜

𝑑𝑇
= 37,9 ∙ 10−6 (℃)−1. Оцените, 

насколько надо изменить температуру кристалла, чтобы интенсивность ге-

нерации второй гармоники стала равной нулю. Считайте, что до изменения 

лазер 

З2 

З1 

Измер. 
схема 

фото-
диод 

Интерференци- 
онная картина 

а 

13



температуры было достигнуто условие фазового синхронизма, длина 

волны накачки равна 𝜆 = 1 мкм, а длина кристалла 𝑙 = 1 см. 

Ответ: 𝛿𝑇 ≈ 1.54∘C. 

Т8. Найти пропускание атмосферой солнечного излучения во время 

восхода. Сделать расчет для красного ( = 700 нм) и фиолетового ( = 400 

нм) цветов. Атмосферу считать изотермической, потери, не связанные с рэ-

леевским рассеянием (пыль, облака, ….), не учитывать. Показатель прелом-

ления атмосферы вблизи поверхности Земли равен n0 = 1,0003. 

Ответ: для  = 400 нм Iкон/I0 = 5,310-6, для  = 700 нм Iкон/I0 = 0,27. 
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1. Àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ëåììà Ðèìàíà. Òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ñòðåìëåíèå

ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà

Ôóðüå èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Äèðèõëå. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè. Äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå â òî÷êå. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

ðÿäîâ Ôóðüå. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ðÿäîâ

Ôóðüå. Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Äëÿ ïîòîêà Î.Â. Áå-

ñîâà: îöåíêà ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

ðÿäà Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

2. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Òåîðåìû

Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

3. Ìåòðè÷åñêèå è ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ñõîäèìîñòü â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïîëíûå

ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå (áàíàõîâû) ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîòà ïðîñòðàí-

ñòâà C[a, b]. Íåïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ñ

èíòåãðàëüíûìè íîðìàìè. Ñðàâíåíèå íîðì: ñðàâíåíèå ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè, ñõîäèìîñòåé â ñðåäíåì è â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Ïîëíûå ñè-

ñòåìû â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ïîòîêà

Â.Æ. Ñàêáàåâà: ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; ïîïîëíåíèå ëè-

íåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà; òåîðåìà î ïîïîëíåíèè.

4. Áåñêîíå÷íîìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðÿä Ôóðüå ïî îðòîíîìèðî-

âàííîé ñèñòåìå. Ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íåðàâåí-

ñòâî Áåññåëÿ. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë ÿâëÿëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ôèêñèðîâàííûìè îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

Ñâÿçü ïîíÿòèé ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû.

5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé, àáñîëþòíî èíòåãðèðóå-

ìûõ ñ êâàäðàòîì. Ïîëíîòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàâåíñòâî Ïàð-

ñåâàëÿ. Ïîëíîòà ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

6. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, èõ ñâîéñòâà. Íåñîá-

ñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà; ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè-

çíàêè Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå. Íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðîâàíèå è

èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåíåíèå

òåîðèè èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà. Èíòåãðàëû Ýéëåðà �

ãàììà è áåòà ôóíêöèè. Âûðàæåíèå áåòà-ôóíêöèè ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ.
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7. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè è ñâîéñòâà åãî îáðàçà:

íåïðåðûâíîñòü, ñòðåìëåíèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôîðìóëû îáðàùå-

íèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé è ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.

8. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D è ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé D′. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðåãóëÿðíûå è

ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Äåëüòà-ôóíêöèÿ. Óìíîæåíèå îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ. Äèôôåðåíöèðîâà-

íèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Áåñîâ Î. Â. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2014, 2015,

2016.

2. Èâàíîâ Ã. Å. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ×. 2 �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2011.

3. Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Äðîôà, 2003.

4. Ïåòðîâè÷ À. Þ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 3. Êðàòíûå èíòåãðàëû. Ãàð-

ìîíè÷åñêèé àíàëèç. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2018.

5. Òåð-Êðèêîðîâ À. Ì., Øàáóíèí Ì. È. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. �Ìîñêâà :

Ôèçìàòëèò, 2003.

6. ßêîâëåâ Ã. Í. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×. 2, 3. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò,

2004.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. Íèêîëüñêèé Ñ. Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò. 1, 2. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Ôèç-

ìàòëèò, 2000.

8. Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. � 8-å

èçä. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2007.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Èíòåãðàëû. Ðÿäû: ó÷åáíîå ïîñî-

áèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ2)

2. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: ó÷åá-

íîå ïîñîáèå/ïîä ðåä. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �

Ñ3)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Ñ.2. �22: 1(5); 11; 14; 30; 42; 45 Â êàæäîì ïðèìåðå ïîñòðîéòå ãðàôèê

ñóììû ðÿäà Ôóðüå è èññëåäóéòå ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü íà R.
Ñ.2. �22: 23*; 65; 67; 68; 72; 110; 111(4;3).

1. Ñõîäÿòñÿ ëè ðàâíîìåðíî ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) = ex, x ∈ [0;π/2] ïî

ñèñòåìàì:

à) {sin(2k − 1)x}∞k=1; á) {sin 2kx}∞k=1;

â) {cos(2k − 1)x}∞k=1; ã) {cos 2kx}∞k=0?

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

2. Íå âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îïðåäåëèòü ïîðÿäîê èõ óáûâàíèÿ

à) x10; á) x5; â) (x2 − π2)10; ã) (π2 − x2) sin2 x.

Ñ.2. �22: 115; 121. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ âû÷èñëèòå ñóììû

ðÿäîâ:

∞∑
n=1

1

n4
;

∞∑
n=1

1

n6
.

Ñ.2. �16: 47*(2); 48(1; 3).

II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], à {fn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [a, b], òî ìåæäó ðàçíûìè

âèäàìè ñõîäèìîñòè èìåþòñÿ ñâÿçè, óêàçàííûå â ñõåìå (ïðè ïåðå÷åðêíó-

òîé ñòðåëêå ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð):

{fn} −→ {fn} −→ {fn}
cõîäèòñÿ /←− cõîäèòñÿ ïî /←− cõîäèòñÿ ïî

ðàâíîìåðíî ê f íîðìå L2 ê f íîðìå L1 ê f

/↑ ↓ /↑ /↓ /↑ /↓
{fn} ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê f

Ñ.3. �18: 97; 98*.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {xn}∞n=0 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâàõ

C[a, b], CL1[a, b], CL2[a, b].

Ñ.3. �19: 116; 126*.

5. Ïîëíà ëè ñèñòåìà ôóíêöèé
{
x, x3, ...x2k+1...

}
â ïðîñòðàíñòâå: à) C([1; 2]);

á) â ïðîñòðàíñòâå C([0; 1])?
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6. Ïîëíà ëè ñèñòåìà {cos(2k − 1)x}∞k=0 â ïðîñòðàíñòâå:

à) C[0;π/2]; á) C[0; 2]?
30 + 4∗

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �13: 2(5); 14(2); 17; 18*(2).

�15: 1(3).
II. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ñ.3. �14: 1(1) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (1;+∞).

1(2) � èññëåäîâàòü òàêæå ïðè α ∈ (0; 1)

Ñ.3. �14: 6(3, 4); 7(3, 5, 6); 8(2).

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Äèðèõëå è Ëàïëàñà:

+∞∫
0

sin ax

x
dx,

+∞∫
0

cos ax

1 + x2
dx,

+∞∫
0

x sin ax

1 + x2
dx.

Ñ.3. �15: 1(4); 2(4); 3(2); 5(2); 6(1, 4, 5); 13(4); 15(4).

Ñ.3. �16: 7(4); 9(3); 12(9); 10*(3).

III. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñ.2. �12: 248; 254.

Ñ.3. �17: 1(3); 2(4); 5(2); 6(1); 7(4); 8(1,5); 14(1,3); 17*(1).

IV. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ñ.3. �21: 58*; 60.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â D′ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) lim
a→+0

a

a2 + x2
= πδ(x); á) lim

a→+0

1

x
sin

x

a
= πδ(x).

Ñ.3. �21: 71; 75*; 77*; 84.

3. Íàéäèòå â D′

lim
ξ→+0

xξ

(x2 + ξ2)2
.

4. Óïðîñòèòå â D′ âûðàæåíèÿ:

à) (esin x + x cosx)δ(x); á)
(

sin x
1+x2 − chx

)
δ′(x); â) ex

2

δ′′(x).

45 + 6∗

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.À. Ãðèöåíêî
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïî íàïðàâëåíèþ

ïîäãîòîâêè: 01.03.02 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿,
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16.03.01 ¾Òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà¿,
27.03.03 ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç è óïðàâëåíèå¿

ôèçòåõ-øêîëû: äëÿ âñåõ ôèçòåõ-øêîë
êàôåäðà: âûñøåé ìàòåìàòèêè
êóðñ: 2
ñåìåñòð: 4
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ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 4 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò
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òåîð. êóðñ � 90 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèëè:
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð À.Ì. Áèøàåâ
ä. ò. í., ïðîôåññîð À.Å. Óìíîâ
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ñ.Å. Æóêîâñêèé
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Â.Þ. Äóáèíñêàÿ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò À.Þ. Ñåìåíîâ
ê.ô.-ì. í., äîöåíò Î.À. Ïûðêîâà

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
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Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ã. Å. Èâàíîâ



1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðîñòåéøèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà: óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îäíîðîäíûå, ëèíåé-

íûå, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èëè Ðèêêàòè. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçî-

âàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

2. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì. Óðàâíå-

íèå Ýéëåðà.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â

ñëó÷àå ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê æîðäà-

íîâîé ôîðìå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îá-

ùåãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîä-

íîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà). Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

3. Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðîñòåé-

øàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöà-

ìè, çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé, è çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì: èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à, çàäà÷à

Ëàãðàíæà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå. Òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè

ðåøåíèÿ. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ
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è íà÷àëüíûõ äàííûõ: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü (áåç äîêàçà-

òåëüñòâà). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Óñòîé-

÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâòî-

íîìíîé ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

6. Ïåðâûå èíòåãðàëû è ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåì îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-

íåíèé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

7. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíûå ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

íîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-

ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì âèäå.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåé-

íîé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îïðåäåëèòåëü Âðîí-

ñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ èëè ôîðìóëà Êîøè äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà Øòóðìà è

ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé (ïî óñìîòðåíèþ

ëåêòîðà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (ïî óñìîòðåíèþ ëåêòîðà).

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �Èæåâñê : Ðåãóëÿð-

íàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêè, 2001.

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. �Ìîñêâà :

ÓðÑÑ, 2004, 2007; �Ìîñêâà : ÊîìÊíèãà, 2007, 2010, http://book�.org/book/791964.

3. ÑòåïàíîâÂ.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008.
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4. ÐîìàíêîÂ.Ê. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 2000�2011.

5. ÔåäîðþêÌ.Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã :

Ëàíü, 2003.

6. Óìíîâ À.Å., Óìíîâ Å.À. Îñíîâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2016, http://www.umnov.ru.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

7. ÃåëüôàíäÈ.Ì., ÔîìèíÑ.Â. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. �Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1961,

http://techlibrary.ru/bookpage.htm.

8. ÏåòðîâñêèéÈ. Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �

ÓðÑÑ, 2003; �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2009.

9. ÒèõîíîâÀ.Í., ÂàñèëüåâàÀ.Á., ÑâåøíèêîâÀ. Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1985.

10. ÊóïöîâË.Ï., ÍèêîëàåâÂ.Ñ. Êóðñ ëåêöèé ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé: ó÷åáíîå ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2003.

11. ÈïàòîâàÂ.Ì., ÏûðêîâàÎ.À., ÑåäîâÂ.Í. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû

ðåøåíèé. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007, 2012.

ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ

/ïîä ðåä. ÐîìàíêîÂ.Ê.. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2003. (öèòèðóåòñÿ �Ñ)

2. ÔèëèïïîâÀ.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. �Ìîñêâà :

Èæåâñê : 2005; �Ìîñêâà : ÌÃÓ, 2011; �Ìîñêâà : ËÊÈ, 2008. (öèòèðóåòñÿ �Ô)

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Çàäà÷à Êîøè

Ñ. �5: 26; 28à.

Ñ. �6: 36; 49.

Ô.: 1065; 1066; 1067*.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = |y|α íå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞; +∞).
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2. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå y′2 − (y + 1)y′ + y = 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ

y = 1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿìîé y = 1

ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå îáùóþ êàñà-

òåëüíóþ. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

y′2 − (y + 1)y′ + y = 0, y(0) = 0, y(2) = e. Èçîáðàçèòü ãðàôèê ïîëó-

÷åííîãî ðåøåíèÿ.

II. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ô.: 649; 664; 667; 668*; 673; 678.

Ô. �22: 47*; 59.

Ñ. �9: 10; 31; 53; 64; 68(a).

3. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Áåññåëÿ x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, ãäå ν = const

íà (0;∞), íå ìîæåò èìåòü äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îãðàíè-

÷åííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.

III. Òåîðåìà Øòóðìà

Ô.: 723; 725*; 726.

Ñ. �10: 2; 3; 6.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′−2xy′+y = 0

íà èíòåðâàëå (−∞; +∞) èìååò íå áîëåå òðåõ íóëåé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, ν = const

èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0,+∞);

á)* ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè |xn+1−xn| ëþáîãî óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè n→ +∞.

IV. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Âî âñåõ çàäà÷àõ äëÿ ôîêóñîâ è óçëîâ îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé-

÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè.

Ô.: 964; 972*; 973; 974; 975; 978*.

C. �13: 9; 15; 39; 44; 45.

35+7*
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì
Ñ. �14: 12.

Ô.: 1149.

1. Íàéòè ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ èõ, èññëåäîâàòü ïîâåäå-

íèå òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

à) ẍ+ sinx = 0; á) ẍ− x+ x2 = 0.

Ñ. �16: 5; 26.

II. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Ñ. �17: 5; 16; 22; 79; 83.

2. Â îáëàñòè x > 0, y > 0, z > 0 íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
+

x3 − xy2

z

∂u

∂z
= 0

è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè u = z2 ïðè y2 − x2 = 1.

III. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Ñ. �19: 21; 45; 72; 105.

3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(
2yy′

x
− 7

y2

x2
− (y′)2 − 12

y

x

)
dx, y(1) = 3, y(2) = 1.

Ñ. �20.1: 9; 12.

4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàë, îïðåäåëèâ çíàêè ïðèðàùåíèÿ

2∫
1

(2y + yy′ + x(y′)) dx, y(1) = 1.

Ñ. �20.2: 5.

Ñ. �20.3: 2.

Ñ. �21: 1.

5*. Ñðåäè âñåõ êðèâûõ íà öèëèíäðå x2+y2 = 1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (1, 0, 0)

è (0, 1, 1) íàéòè êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû (ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâóþ).

23+1*

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð, À.Ì. Òåð-Êðèêîðîâ
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À.À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ã.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ
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Ïðîãðàììó è çàäàíèå ñîñòàâèë
ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ì.Å. Øèðîêîâ

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè êàôåäðû
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1. Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âå-

ðîÿòíîñòè. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè. Ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà,

Ôåðìè�Äèðàêà è Áîçå�Ýéíøòåéíà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.

2. Èñ÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ n

ñîáûòèé. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà

Áàéåñà. Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé. Íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå äèñêðåòíûå

âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Íåçàâèñèìîñòü ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ñâÿ-

çàííûå ñ ïîíÿòèåì íåçàâèñèìîñòè. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Çàêîí áîëü-

øèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáûøåâà. Êîâàðèàöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è

åå ñâÿçü ñ íåçàâèñèìîñòüþ. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ëèíåéíîì ïðîãíîçå

îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî íàáëþäåíèþ äðóãîé.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Ñõåìà Áåðíóëëè è åå îáîá-

ùåíèÿ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû Ïóàññîíà è Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

5. Îáùåå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Àêñèîìàòèêà Êîëìîãîðî-

âà. Ïðèìåðû âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

6. Îáùåå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è

ïëîòíîñòü. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

7. Ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Êðè-

òåðèé íåçàâèñèìîñòè. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åå ñâîéñòâà. Èñïîëüçîâàíèå õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí.

9. Ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåî-

ðåì. Óñèëåííàÿ ôîðìà çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ

òåîðåìà äëÿ ñóììû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êî-

íå÷íîé äèñïåðñèåé. Åå ìíîãîìåðíûé âàðèàíò (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
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Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2009.

27



Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷åðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 22�27 ìàðòà)

I. Êîìáèíàöèÿ ñîáûòèé

1. Ïóñòü A,B è C � òðè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ

ñîáûòèé, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî:

a) ïðîèçîøëî òîëüêî A;

b) ïðîèçîøëî A è B, à C íå ïðîèçîøëî;

c) âñå òðè ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè;

d) ïðîèçîøëî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñîáûòèé;

e) íè îäíî èç ñîáûòèé íå ïðîèçîøëî.

2. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

a) AB = A ∪B;
b) A ∪B = A B;

c) (A ∪B)C = AC ∪BC;

d) (A ∪B)AB = AB ∪AB.

3. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòàâëåíà ïî ñõåìå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå:

4

3

1

2 5M N

Ñîáûòèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûøåë èç ñòðîÿ ó÷àñòîê ai. Çàïèñàòü âû-

ðàæåíèå äëÿ ñîáûòèÿ C, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî öåïü ðàçîìêíóòà.

4. Íàéòè ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáûòèé:

a) (A ∪B) ∩ (A ∪B);

b) (A ∪B) ∩ (B ∪ C);

c) (A ∪B) ∩ (A ∪B) ∩ (A ∪B).
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5. Ïóñòü {Aλ}λ∈Λ � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé⋃
λ∈Λ

Aλ =
⋂
λ∈Λ

Aλ,
⋂
λ∈Λ

Aλ =
⋃
λ∈Λ

Aλ.

6*. Ïóñòü {An} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòî-

ðîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü A∗ � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, êî-

òîðûå ïðèíàäëåæàò áåñêîíå÷íî ìíîãèì ïîäìíîæåñòâàì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {An}, A∗ � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðè-

íàäëåæàò âñåì ïîäìíîæåñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}, êðîìå êîíå÷-
íîãî èõ ÷èñëà. Âûðàçèòü A∗ è A∗ ÷åðåç ïîäìíîæåñòâà {An} ñ ïîìîùüþ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

II. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

7. ×òî âåðîÿòíåå, âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ïðîòèâíèêà:

a) 3 ïàðòèè èç 4-õ èëè 5 èç 8-ìè?

b) íå ìåíåå 3-õ ïàðòèé èç 4-õ èëè íå ìåíåå 5 èç 8-ìè?

8. Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíî 40 êíèã, ñðåäè êîòîðûõ íàõî-

äèòñÿ òðåõòîìíèê À.Ñ. Ïóøêèíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè òîìà

ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî (íå îáÿçàòåëüíî ðÿäîì).

9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äíè ðîæäåíèÿ 12 ÷åëîâåê ïðèõîäÿòñÿ

íà ðàçíûå ìåñÿöû ãîäà (ó÷åñòü, ÷òî ÷èñëî äíåé â ðàçíûõ ìåñÿöàõ ðàç-

ëè÷íî).

10. Ðåáåíîê èãðàåò ñ äåñÿòüþ áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè: À, À, À, Å, È, Ê,

Ì, Ì, Ò, Ò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ñëó÷àéíî ñîñòàâèò ñëîâî

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ?

11. Èç êîëîäû 52 êàðòû íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ 6 êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ áóäóò êàðòû âñåõ ÷åòûðåõ ìàñòåé?

12. Äëÿ ðàáîòû âûäåëåíî 12 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ðàç-

äåëèòü íà ïàðû?

13. Â çàäà÷å 3 èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàéòè P(C), åñëè ñîáûòèÿ (Ai)i=1,...,5

íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è P(Ai) =
1

i+1 .

14. Â n êîíâåðòîâ ðàçëîæåíî ïî îäíîìó ïèñüìó n àäðåñàòàì. Íà êàæäîì

êîíâåðòå íàóäà÷ó íàïèñàí îäèí èç n àäðåñîâ. Íàéòè pn � âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ïèñüìî äîéäåò äî ñâîåãî àäðåñàòà. Íàéòè limn→∞ pn.
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15. Ãðóïïà èç 2n äåâóøåê è 2n þíîøåé äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûå ïîäãðóïïû.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèò îäèíàêîâîå

÷èñëî þíîøåé è äåâóøåê?

16*. n ìóæ÷èí è n æåíùèí ñëó÷àéíî ðàññàæèâàþòñÿ âîêðóã êðóãëîãî ñòî-

ëà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû (ìóæ÷èíà, æåí-

ùèíà)?

III. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ôîðìóëà

óìíîæåíèÿ è ôîðìóëà Áàéåñà

17. Â ïåðâîì ÿùèêå 2 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà, à âî âòîðîì � 3 áåëûõ è 1

÷åðíûé øàð. Èç ïåðâîãî ÿùèêà ïåðåëîæèëè âî âòîðîé äâà øàðà. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàð, âûíóòûé èç âòîðîãî ÿùèêà ïîñëå ïåðåêëà-

äûâàíèÿ, îêàæåòñÿ áåëûì.

18. Áðîñàþòñÿ òðè èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îäíîé

èç íèõ âûïàäåò åäèíèöà, åñëè íà âñåõ òðåõ êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå ãðàíè?

19. Ñòðåëêè A,B è C ïîðàæàþò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.6, 0.5 è 0.7

ñîîòâåòñòâåííî. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíè è äâå ïóëè ïîïàëè â öåëü.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê C ïîïàë â ìèøåíü.

20. Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé áóêâ: AAAA, BBBB, CCCC. Èçâåñòíî, ÷òî (àïðèîðíûå) âåðîÿòíî-

ñòè êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.3, 0.4, 0.3.

Â ðåçóëüòàòå øóìîâ êàæäàÿ áóêâà ïðèíèìàåòñÿ ïðàâèëüíî ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ 0.6, à ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.2 è 0.2 âìåñòî íåå ïðèíèìàþòñÿ äâå äðóãèå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðåäàíî AAAA, åñëè íà ïðèåìíîì óñòðîéñòâå

ïîëó÷åíî ABCA.

21. Ïóñòü â óðíå N áåëûõ èM ÷åðíûõ øàðîâ. Èç íåå ñëó÷àéíî ïîòåðÿëè K

øàðîâ. Ïîñëå ýòîãî äîñòàëè øàð. Êàêàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí áåëûé?

22. Íà ñâÿçêåN êëþ÷åé. Ìû áåðåì íàóäà÷ó ëþáîé êëþ÷. Åñëè îí íå îòêðû-

âàåò äâåðü, òî ìû îòêëàäûâàåì åãî â ñòîðîíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ìû îòêðîåì äâåðü ñ K-é ïîïûòêè, åñëè ê äâåðè ïîäõîäèò ðîâíî îäèí

êëþ÷.

23. Áðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðâîé

êîñòè âûïàëî 3 î÷êà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî ìåíüøå

î÷êîâ, ÷åì íà âòîðîé.
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24. Ïóñòü A,B è A,C îáðàçóþò ïàðû íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, ïðè÷åì C ⊂ B.

Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ A è B \ C òàêæå íåçàâèñèìû.

25*. ×åëîâåê ñ âåðîÿòíîñòüþ p äåëàåò øàã âïðàâî, à ñ âåðîÿòíîñòüþ

1 − p � âëåâî. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí óïàäåò, åñëè îí íàõîäèòñÿ íà

ðàññòîÿíèè n ≥ 0 øàãîâ ñëåâà îò êðàÿ ïðîïàñòè?

26*. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîëåêóëà, èñïûòàâøàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0

ñòîëêíîâåíèå ñ äðóãîé ìîëåêóëîé è íå èìåâøàÿ äðóãèõ ñòîëêíîâåíèé

äî ìîìåíòà âðåìåíè t, èñïûòàåò ñòîëêíîâåíèå â ïðîìåæóòîê âðåìåíè

(t, t + h), ðàâíà λh + o(h), h → 0. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âðåìÿ

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà áóäåò áîëüøå t.

IV. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

27. Þíîøà è äåâóøêà óñëîâèëèñü âñòðåòèòüñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå îò ïî-

ëóäíÿ äî ÷àñà äíÿ. Ïðèøåäøèé (øàÿ) ïåðâûì æäåò äðóãîãî â òå÷åíèå

20 ìèíóò, ïîñëå ÷åãî óõîäèò. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü èõ âñòðå÷è, åñ-

ëè ïðèõîä êàæäîãî èç íèõ â òå÷åíèå óêàçàííîãî ÷àñà ìîæåò ïðîèçîéòè

íàóäà÷ó è ìîìåíòû ïðèõîäà íåçàâèñèìû?

28. Ñòåðæåíü äëèíû L ðàçëîìàí â äâóõ íàóäà÷ó âûáðàííûõ òî÷êàõ. ×å-

ìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ êóñêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðå-

óãîëüíèê?

29. Íà ïëîñêîñòü, ðàçëèíîâàííóþ ëèíèÿìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè

ðàâíî L, áðîñèëè èãëó äëèíîé l < L. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà

ïåðåñå÷åò õîòÿ áû îäíó ëèíèþ.

30. Íà îòðåçêå [0, 1] íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ òî÷êè ξ, η. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî óðàâíåíèå x2 + ξx+ η = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè îäíîãî

çíàêà?

31. (Ïàðàäîêñ Áåðòðàíà) Íà îêðóæíîñòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðîâåëè õîð-

äó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå äëèíà áóäåò áîëüøå ñòîðîíû ïðàâèëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü.

V. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ õàðàêòåðèñòèêè

32. Èç ÿùèêà, ñîäåðæàùåãî m áåëûõ è n ÷åðíûõ øàðîâ, èçâëåêàþò ñ âîç-

âðàùåíèåì øàðû äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðà. Íàéòè ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà âûíóòûõ øàðîâ.

33. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −1, 0, +1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

1/3, 1/6, 1/2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè:
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a) ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû η = ξ2;

b) ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η è ξ.

34. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èãðà. Èãðîê ïîêóïàåò áèëåò çà N ðóáëåé

è íà÷èíàåò áðîñàòü ïðàâèëüíóþ ìîíåòó. Åñëè ãåðá ïåðâûé ðàç âûïàë

íà n-ì øàãå, èãðîê ïîëó÷àåò 2n ðóáëåé è óõîäèò. Ïðè êàêîé ñòîèìîñòè

âõîäíîãî áèëåòà êàçèíî áóäåò âûãîäíà òàêàÿ èãðà, åñëè:

a) ðàçìåð ðàçîâîé âûïëàòû íåîãðàíè÷åí;

b) ðàçìåð ðàçîâîé âûïëàòû íå ïðåâîñõîäèò 1 000 000 ðóáëåé.

35. Áðîñàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü Xi � ÷èñëî î÷êîâ (îò 1 äî 6),

âûïàâøåå íà i-é êîñòè i = 1, 2. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí Y = min{X1, X2} è Z = X2, èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

äèñïåðñèþ è êîâàðèàöèþ. Íàïèñàòü ôîðìóëó îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî

ïðîãíîçà âåëè÷èíû Y ïî íàáëþäåíèþ âåëè÷èíû Z.

36. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

P (ξ = −1) = P (ξ = +1) = a, P (ξ = 0) = 1− 2a.

Ñðàâíèòü òî÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P (|ξ| ≥ 1) ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé

ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà.

37. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p. Íàéòè:

a) P(ξ = η); á) P(ξ > η); â) P(ξ + η = k); ã) P(ξ = l|ξ + η = k);

ä) P(ξ = k|ξ = η).

38. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

Mξ =
∞∑
k=1

P(ξ ≥ k).

39. Â N ÿ÷ååê ñëó÷àéíî ðàçìåùàåòñÿ n íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ. Íàéòè ìàò.

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïóñòûõ ÿ÷ååê.

40. Ïóñòü ξ è η � ÷èñëà ïîÿâëåíèé åäèíèöû è øåñòåðêè ïðè n áðîñàíèÿõ

èãðàëüíîé êîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ýòèõ

âåëè÷èí.

41. Êèäàþò íåñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó. Íàéòè:
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à) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà áðîñàíèé äî âûïàäåíèÿ ïåðâî-

ãî ãåðáà;

á)* ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà áðîñàíèé äî âûïàäåíèÿ äâóõ

ãåðáîâ ïîäðÿä.

42*. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà õîòÿ áû îäèí ðàç íå âû-

ïàëè âñå ãðàíè. Íàéòè ìàò. îæèäàíèå ÷èñëà áðîñàíèé.

43*. Ïóñòü ξ è η � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ M(ξ) = M(η) = 0,

D(ξ) = D(η) = 1 è êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ρ = ρ(ξ, η). Ïîêàçàòü,

÷òî

M(max(ξ2, η2)) ≤ 1 +
√
1− ρ2.

Èñïîëüçóÿ äàííûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è

η, ïîëó÷èòü äâóìåðíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà:

P
(
|ξ −M(ξ)| ≥ ε

√
D(ξ) ∨ |η −M(η)| ≥ ε

√
D(η)

)
≤

≤ ε−2(1 +
√
1− ρ2(ξ, η)).

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1. Äëèíà êðóãà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïëîùàäè êðóãà.

2. Êîîðäèíàòû äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê íà ïðÿìîé íåçàâèñèìû è ðàâíîìåð-

íî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è

äèñïåðñèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x). Íàéòè ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = g(ξ), åñëè:

a) p(x) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, g(x) = − ln(1− x);

b) p(x) = exp(−x), x ≥ 0, g(x) = ln(x);

c) p(x) = exp(−x), x ≥ 0, g(x) = {x} (äðîáíàÿ ÷àñòü x);

d) p(x) = π−1(1 + x2)−1, −∞ < x < +∞, g(x) = 1/x;

e) p(x) = π−1(1 + x2)−1, −∞ < x < +∞, g(x) = 2x/(1− x2).

4. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå è ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = F (ξ).
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5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ..., ξn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû

ñ ïëîòíîñòüþ p(x). Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

α = min1≤k≤n ξk è β = max1≤k≤n ξk.

6*. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ..., ξn íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåíû íà [a, b]. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è âçàèìíóþ

êîâàðèàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí α = min1≤k≤n ξk è β = max1≤k≤n ξk.

7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò îäíó è òó æå ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x). Íàéòè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (r, φ) òî÷êè (ξ1, ξ2). Ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ φ ≤ 2π.

8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå íà îòðåçêå [0, a]. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí χ1 = ξ + η, χ2 = ξ − η, χ3 = ξη è χ4 = ξ/η.

9. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû. Ïóñòü ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [−1, 1], à P(η = −1) = P(η = 0) = P(η = 1) = 1
3 .

Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìåþò ξη è ξ + η?

10. Ïóñòü ξ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè

P(ξ > k|ξ > l).

11. Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè pξ,η(x, y) = C(x+ y) ïðè 0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ 1 è pξ,η(x, y) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Íàéòè:

a) ïîñòîÿííóþ C;

b) îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η;

c) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû max(ξ, η).

12. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Ïóñòü ξ1, ξ2, ..., ξn, ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-

âèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïîêàçàòü, ÷òî

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

f(ξi)−
∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

≤ 1

nε2

(∫ 1

0

f2(x)dx−
[∫ 1

0

f(x)dx

]2)
äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèè f(x).

13. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè:
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a) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2);

b) ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0, a];

c) ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà p(n) =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, 2, 3, ...;

d) ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ pα(x) = Cαx
−2(1− cos(x/α)), x ∈ R,

ãäå Cα � ïàðàìåòð, êîòîðûé íàäî îïðåäåëèòü.

14. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ:

a) φ(t) = cos t; b) φ(t) = eit cos t;

c) φ(t) = (2− eit)−1; d) φ(t) =
1

2
+

cos t

2
+ i

sin t

6
.

15. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

èìåþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ:

a) φ(t) = 4t−2 cos t sin2(t/2);

b) φ(t) = (1− it)−p(1 + it)−q p, q > 0;

c) φ(t) = arcsin(θ)−1 arcsin(θeit), 0 < θ < 1.

16. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ..., ξn íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî æå íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäè-

íè÷íîé äèñïåðñèåé. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = ξ21 + ξ22 + ...+ ξ2n

íàçûâàåòñÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

a) íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ 2-ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû;

b) íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ è ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòîâ ëþ-

áîãî ïîðÿäêà χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

17. Ïóñòü ξm,n(m = 1, 2, ..., n) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) = P (ξm,n ≤ x) =

{
1− exp(−αnx), x ≥ 0,

0, x < 0,
αn = λn, λ > 0.

Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè n → +∞ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξn = ξ1,n + ξ2,n + ...+ ξn,n.

18. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà πλ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì

λ. Íàéòè lim
λ→+∞

P
{

πλ−λ√
λ
≤ x

}
.
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19. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ⃗ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Rn è èìååò

ìàòðèöó êîâàðèàöèè C = ∥cij∥. Äîêàçàòü, ÷òî:
a) ìàòðèöà C íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. (x⃗, Cx⃗) =

∑
i,j cijxixj ≥ 0

äëÿ ëþáîãî x⃗ = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü
∑

i xiξi);

b)* åñëè rgC = r, òî ñóùåñòâóåò r-ìåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü Lr â Rn, äëÿ

êîòîðîé P (ξ⃗ ∈ Lr) = 1, è P (ξ⃗ ∈ Lr−1) < 1 äëÿ ëþáîé r − 1-ìåðíîé

ãèïåðïëîñêîñòè Lr−1 â Rn.

20. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ..., ξn íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî æå íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a è äèñïåðñèåé σ2.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî α = 1
n

∑n
k=1 ξk âûáîðî÷íîé

äèñïåðñèè β = 1
n−1

∑n
k=1(ξk − α)2.

21*. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí α è β.

II. Ïóàññîíîâñêîå è íîðìàëüíîå ïðèáëèæåíèÿ

22. Ïóñòü â êíèãå èç 500 ñòðàíèö ñîäåðæèòñÿ 10 îïå÷àòîê. Èñïîëüçóÿ áèíî-

ìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî íàèëó÷øåå â äàííîì ñëó÷àå ïðè-

áëèæåíèå, îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ñëó÷àéíî âûáðàííîé ñòðà-

íèöå áóäåò íå ìåíåå 2 îïå÷àòîê.

23. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 000 íîâîðîæäåííûõ áóäåò íå

ìåíåå ïîëîâèíû ìàëü÷èêîâ, åñëè âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà

0.515.

24. Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñóììå î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè

n áðîñàíèÿõ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè. Èñïîëüçóÿ öåíòðàëüíóþ

ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, âûáðàòü n òàê, ÷òîáû

P

{∣∣∣∣ξnn − 7

2

∣∣∣∣ ≥ 0.1

}
≤ 0.1.

Çàäàíèÿ ñîñòàâèëè: ê.ô.-ì.í., äîöåíò À.Â. Êóëèêîâ

ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Ì.Å. Øèðîêîâ
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1. Ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, âåòâÿùèéñÿ ïðî-

öåññ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, ïðîöåññû âîññòàíîâëåíèÿ, ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿ

Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà).

2. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû êàê ñåìåéñòâà èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé. Òðàåê-

òîðèè (ðåàëèçàöèè, âûáîðî÷íûå ôóíêöèè). Ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûì è

íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

3. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà î ïîñòðîåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïî çàäàííîìó

ñåìåéñòâó ñîãëàñîâàííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðå-

ìû íà ÿçûêå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4. Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïðîöåñ-

ñîâ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèðàùåíèé.

5. Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, åãî ñâîéñòâà. ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

6. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åãî ñâîéñòâà. Ãàóññîâñêèå ïðî-

öåññû. Ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî ôóíêöèè ñðåäíåãî

è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè.

7. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (âèíåðîâñêèé ïðîöåññ), åãî ñâîéñòâà. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé (êàê ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà è

ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè).

8. Ïîñòðîåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Øàóäåðà.

9. Òåîðåìà Ïýëè�Âèíåðà�Çèãìóíäà î íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè òðàåêòîðèé

áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

10. Àïïàðàò óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Íàèëó÷øèé ïðîãíîç â

ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì.

11. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ. Ìàðêîâîñòü ïðîöåñ-

ñà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðå-

ìåíåì.

12. Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà (êàê ïðî-

öåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è ìàðêîâñêîé öåïè).

13. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà.

14.* Ïîíÿòèå î ñèñòåìàõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ôîðìóëû Ýðëàíãà.

15. Ìàðòèíãàëû (ñóáìàðòèíãàëû), ïðèìåðû. Ìîìåíòû îñòàíîâêè.

16. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà.

17.* Íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà.

18. Ïðîöåññû, ñòàöèîíàðíûå â øèðîêîì è óçêîì ñìûñëàõ. Ïîíÿòèå î ñïåê-

òðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

19. Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Èòî.

20.* Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî. Ôîðìóëà Èòî.
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21.* Ïîíÿòèå î ñòîõàñòè÷åñêîìäèôôåðåíöèàëüíîìóðàâíåíèè è åãî ðåøåíèÿõ.

Çíàêîì * îòìå÷åí íåîáÿçàòåëüíûé ìàòåðèàë.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ïðèìåðû ïðîöåññîâ, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðåäå-

ëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé

1. Êàê âûãëÿäÿò òðàåêòîðèè ïðîöåññà X = {X(t) = eξt, t ∈ [0, 2π]}, åñëè
âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ−1 è 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè? Íàéòè

äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà.

2. Ïóñòü X = {X(t) = ξ · t+ c, t ≥ 0}, ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ N(0, 1),

c = const. Íàéòè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà X.

3. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïîòîìêîâ êàæäîé ÷àñòèöû òàêîâî:

P(ξ = 0) =
1

4
, P(ξ = 2) =

1

2
, P(ξ = 4) =

1

4
.

Áóäåò ëè ìåíüøå 1/2 âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà Ãàëüòîíà�

Âàòñîíà?

4. Äàòü ïðèìåð ïðîöåññîâ X = {X(t), t ∈ T} è Y = {Y (t), t ∈ T}, à òàêæå
ìíîæåñòâà C â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé, äëÿ êîòîðûõ {X ∈ C} ∈ F ,

{Y ∈ C} /∈ F .
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5. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ó ïðîöåññîâ X = {X(t), t ∈ T} è Y = {Y (t), t ∈ T}
ñîâïàäàþò êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ïðîöåññ Y ÿâëÿåòñÿ ìîäè-

ôèêàöèåé ïðîöåññà X?

6. Ïóñòü X = {X(t) = V + 2t, t ≥ 0}, ãäå V èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.

Íàéòè P (X(t) = 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî t ∈ (1, 3]).

7. Ââåäåì ïðîöåññ X = {X(t) = (ξ1+ . . .+ξk)t, t ≥ 0}, ãäå ξ1, . . . , ξk � íåçà-

âèñèìûå N(0, 1) âåëè÷èíû. Íàéòè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî-

öåññà X è åãî êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ.

II. Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ãàóññîâñêèå

ïðîöåññû

8. Ïóñòü X = {X(t), t ≥ 0} � ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè,

h = h(t) (t ≥ 0) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîöåññû

{X(t) + h(t)} è {h(t)X(t), t ≥ 0} èìåþò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ?

9. Ïóñòü N = {N(t), t ≥ 0} � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ.

Äîêàçàòü, ÷òî N(t)
t → λ ï.í. ïðè t→∞.

10. Ïóñòü N = {N(t), t ≥ 0} � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ,

à 0 < t1(ω) < t2(ω) < . . . � òî÷êè åãî ñêà÷êîâ è t0(ω) = 0. Ïîëîæèì

X(t, ω) = 1 äëÿ t ∈ [t2k, t2k+1), ãäå k = 0, 1, . . . Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

ïóñòü X(t, ω) = −1. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà X.

11. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà {N(t)2, t ≥ 0} � êâàäðàòà

ïóàñcîíîâñêîãî ïðîöåññà N èíòåíñèâíîñòè λ.

12. Ïóñòü (ξ)n≥1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

íå çàâèñÿùàÿ îò ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà N èíòåíñèâíîñòè λ. Äîêàçàòü,

÷òî ïðîöåññ Y (t) :=
∑N(t)

k=1 ξk ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-

ðàùåíèÿìè.

13. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ X =
{

1√
c
W (ct), t ≥ 0

}
, ãäå W � âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ è êîíñòàíòà c > 0, òàêæå ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.

14. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ X = {X(t) = W (t + a) − W (a), t ≥ 0}, ãäå
W � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è êîíñòàíòà a > 0, ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.

15. Íàéòè êîâàðèàöèîíóþ ôóíêöèþ áðîóíîâñêîãî ìîñòà, ò.å. ïðîöåññà

W0 = {W0(t) := W (t) − tW (1), t ∈ [0, 1]}, ãäå W � âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ.

16. Ïóñòü X(t) = (W1(t), . . . ,Wn(t)), ãäå t ≥ 0 � âåêòîðíûé ïðîöåññ, ñî-

ñòàâëåííûé èç íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ. Äîêàçàòü, ÷òî ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðîöåññ X âûéäåò èç øàðà ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà

R > 0.
40



17. Äîêàçàòü, ÷òî
n∑

k=1

∣∣W (
k
n t
)
−W

(
k−1
n t
)∣∣2 → t â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì

ïðè n → ∞. Çäåñü W � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à t = const > 0. Âûâåñòè

îòñþäà, ÷òî
n∑

k=1

∣∣W (
k
n t
)
−W

(
k−1
n t
)∣∣→∞ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n→∞.

III. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû,

ìàðòèíãàëû

18. Äëÿ ïðîöåññà X = {X(t), t ≥ 0} è 0 < s < t íàéòè 1) E(X(t)|X(s)),

2) E(X(s)|X(t)) â ñëó÷àÿõ a) X = N ÿâëÿåòñÿ ïóññîíîâñêèì ïîñòîÿííîé

èíòåíñèâíîñòè λ è b) X = W � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

19. Ïóñòü τ1, τ2, . . . � ìàðêîâñêèå ìîìåíòû. Äîêàçàòü, ÷òî òàêîâûìè áóäóò

min
k=1,...,n

τk, max
k=1,...,n

τk, infk∈N τk, supk∈N τk.

20. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñî

çíà÷åíèÿìè â Rm, B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rm. Ïîêàçàòü, ÷òî

τ = inf{n : Xn ∈ B} ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî åñòå-

ñòâåííîé ôèëüòðàöèè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå

âåëè÷èíû Xτ , êîãäà (Xn)n≥1 ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ âåêòîðîâ.

21. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ {W (t)2 − t, t ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíî-

ñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W .

22. Íàéòè âñå a, b ∈ R òàêèå, ÷òî ïðîöåññ

X = {X(t) := exp(aW (t) + bt), t ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè âèíåðîâ-

ñêîãî ïðîöåññà W .

23. Ïóñòü X = (Xn)n≥0 � ìàðòèíãàë. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ìàðêîâñêèõ ìî-

ìåíòîâ τ è σ òàêèõ, ÷òî EXτ = EX0, EXσ ̸= EX0.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû

1. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ìàðêîâñêîãî è íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññîâ.

2. Ïóñòü (ξ)n≥0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

ñî çíà÷åíèÿìè â Rm, hn : Rk × Rm → Rk � äåòåðìèíèðîâàííûå áîðå-

ëåâñêèå ôóíêöèè (n ≥ 1) è X0 � ñëó÷àéíûé âåêòîð ñî çíà÷åíèÿìè â

Rk. Ïîëîæèì Xn = hn(Xn−1, ξn), n ≥ 1. Ïîêàçàòü, ÷òî (Xn)n≥0 � öåïü

Ìàðêîâà.
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3. Ïóñòü âåëè÷èíû X1, . . . , XN îáðàçóþò öåïü Ìàðêîâà. Ïîêàçàòü, ÷òî

(Yk)0≤k≤N−1 � öåïü Ìàðêîâà, ãäå Yk = XN−k, k = 1, . . . , N .

4. Ïóñòü X = {X(t), t ≥ 0} � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Áóäåò ëè ìàðêîâñêèì

ïðîöåññ Y = {Y (n) = X(n), n = 0, 1, . . . }?
5. Ïóñòü Y = {Y (n), n = 0, 1, . . . } � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Áóäåò ëè ìàð-

êîâñêèì ïðîöåññ X = {X(t) = Y ([t]), t ≥ 0}, ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà?

6. Ïóñòü äàíà ìàðêîâñêàÿ öåïü Xn, n ≥ 0, èìåþùàÿ ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ

âåðîÿòíîñòåé çà îäèí øàã

P =

(
α 1− α

1− α α

)
,

ãäå 0 < α < 1. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

7. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà N

(îòïðàâëÿÿñü îò îïðåäåëåíèÿ N êàê ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-

ùåíèÿìè).

8. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ìàðòèíãàëîì.

Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, ÿâëÿþùåãîñÿ ìàðòèíãàëîì.

9*. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàðòèíãàëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.

10. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ãàóññîâñêèõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

II. Ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû

11. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïðîöåññà, ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå, íî íåñòà-

öèîíàðíîãî â óçêîì ñìûñëå. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïðîöåññà, ñòàöèîíàðíîãî

â óçêîì ñìûñëå, íî íåñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå.

12. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó äëÿ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ ñîâïàäàþò.

13. Ïîêàçàòü, ÷òî ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ X = {X(t),

t ∈ R} íåïðåðûâåí â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì íà R òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åãî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â íóëå.

14. Ïóñòü X = (Xn)n∈Z � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåäíèì 0 è äèñïåðñèåé σ2. Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ

ïëîòíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

15. Ïóñòü X = (Xn)n∈Z � ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ ñî

ñðåäíèì a è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé R = R(n), n ∈ Z. Äîêàçàòü, ÷òî
1
n

n∑
k=1

Xk → a â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðè n → ∞ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà 1
n

n∑
k=1

R(n)→ 0, n→∞.
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16. Ïóñòü X = {X(t) = e−αtW (e2αt), t ∈ R}, ãäåW � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ,

êîíñòàíòà α > 0. Äîêàçàòü, ÷òî X � ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ,

è íàéòè åãî ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü.

III. Ýëåìåíòû ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà

17*. Ïóñòü f(t) � íåïðåðûâíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ íà [0,∞).

Äîêàçàòü, ÷òî X = {X(t) =
t∫
0

f(u)dW (u), t ≥ 0} � ãàóññîâñêèé ïðî-

öåññ (W � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ).

18*. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë Èòî
T∫
0

W (t) dW (t), ãäåW � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

19*. Ðåøèòü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dX(t) = aX(t) + bX(t) dW (t), ãäå W = {W (t), t ≥ 0} � âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ, a, b � êîíñòàíòû, à X(0) = X0.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì.í., äîöåíò À.Â. Áóëèíñêèé
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÎ
Ïðîðåêòîð ïî ó÷åáíîé ðàáîòå

À. À. Âîðîíîâ
15 ÿíâàðÿ 2021 ãîäà

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

ïî äèñöèïëèíå: Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà

ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè:
03.03.01 ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿

ôèçòåõ-øêîëà: ÔÀÊÒ

êàôåäðà: òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè

êóðñ: 2
ñåìåñòð: 4

Òðóäîåìêîñòü:
òåîð. êóðñ: áàçîâàÿ ÷àñòü � 3 çà÷åò. åä.

ëåêöèè � 30 ÷àñîâ Ýêçàìåí � 4 ñåìåñòð
ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå)
çàíÿòèÿ � 30 ÷àñîâ
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ � íåò

ÂÑÅÃÎ ÀÓÄÈÒÎÐÍÛÕ ×ÀÑÎÂ � 60 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà
� 45 ÷àñîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèÿ ñîñòàâèëè:
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Í. È. Àìåëüêèí
ê.ô.-ì.í., äîöåíò È. Þ. Ïîëåõèí

Ïðîãðàììà ïðèíÿòà íà çàñåäàíèè
êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè
30 íîÿáðÿ 2020 ãîäà

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé
ä.ô.-ì.í. Ñ. Â. Ñîêîëîâ



1. Ðàâíîâåñèå, óñòîé÷èâîñòü, äâèæåíèå âáëèçè óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû ñ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè (ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé).
Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ãîëîíîìíûõ ñèñòåì (â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ
ñèë).

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìû ïðÿìîãî ìåòîäà
Ëÿïóíîâà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì: òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé-
÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, òåîðåìà ×åòàåâà î
íåóñòîé÷èâîñòè, òåîðåìà Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî îá óñëîâèÿõ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ êîíñåð-
âàòèâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè êîíñåð-
âàòèâíûõ ñèñòåì ïî êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
Ïîíÿòèå î áèôóðêàöèè. Ñëó÷àè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì
ñ ïîòåíöèàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà. Âëèÿíèå ãèðîñêîïè÷å-
ñêèõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë íà óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà
îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòðîãî äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.

Ïåðâûé ìåòîä Ëÿïóíîâà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Òåîðåìà
Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Êðèòå-
ðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äâà ñöåíàðèÿ ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè: äèâåðãåíöèÿ è ôëàòòåð.

Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì âáëèçè óñòîé÷èâîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèå ÷àñòîò. Ãëàâíûå (íîðìàëüíûå)
êîîðäèíàòû. Îáùåå ðåøåíèå. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé.

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ïîä
äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêèõ ñèë. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè. ßâ-
ëåíèå ðåçîíàíñà. Ðåàêöèÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íà
íåãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.

2. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà, âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû,
èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû

Ïåðåìåííûå Ãàìèëüòîíà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà. Êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà â óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ
êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû.

Ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ñêîáêè Ïóàññîíà. Òåî-
ðåìà ßêîáè�Ïóàññîíà. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèé Ãàìèëüòî-
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íà â ñëó÷àå öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò è äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâ-
íûõ ñèñòåì. Óðàâíåíèÿ Óèòòåêåðà.

Äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó. Âà-
ðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ëàãðàíæèàíà ïðè çàìåíå êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Òåîðåìà Ýììè Í¼òåð.

Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû Ïóàíêàðå�Êàðòàíà è Ïóàíêàðå. Îá-
ðàòíûå òåîðåìû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Òåîðåìà Ëè-
óâèëëÿ îá èíâàðèàíòíîñòè ôàçîâîãî îáúåìà ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû. Òåîðåìà Ëè Õóà-÷æóíà îá èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòàõ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ëîêàëüíûé êðèòåðèé êàíîíè÷íî-
ñòè. Êðèòåðèé êàíîíè÷íîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, äîïóñêàþùèå (q, q̃)-îïèñàíèå (ñâîáîäíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ). Ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðè êàíî-
íè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ôàçîâûé ïîòîê ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è åãî èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷å èíòåãðèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ñëó÷àè ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ëèòåðàòóðà

1. Ãàíòìàõåð Ô.Ð. Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå. � 3-å èçä.
� Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2001.

2. Æóðàâë¼â Â.Ô. Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. � 2-å èçä. �
Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2001; 3-å èçä. � Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2008.

3. Ìàðêååâ À.Ï. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà: ó÷åáíèê äëÿ óíèâåðñèòå-
òîâ. � Èçä. 3-å, èñïð. � Ìîñêâà : Èçä-âî ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè-
÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 2001.

4. Àìåëüêèí Í.È. Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà: ó÷åá. ïîñîáèå. � 2-å
èçä. � Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2010.
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5. Àìåëüêèí Í.È. Ëàãðàíæåâà è ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà: ó÷åá. ïî-
ñîáèå. � Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2014.

6. ßêîâåíêî Ã.Í.Êðàòêèé êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. �Ìîñêâà :
ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2006.

7. ßêîâåíêî Ã.Í.Êðàòêèé êóðñ àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè. �Ìîñêâà :
ÁÈÍÎÌ, 2004.

8. Òðóõàí Í.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷:
ó÷åá. ïîñîáèå. � Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2010.

ÇÀÄÀÍÈß

Ïåðâîå çàäàíèå
(ñðîê ñäà÷è ñ 22 ïî 27 ìàðòà 2021 ã.)

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñ 15 ïî 20 ìàðòà 2021 ã.

1. Ðàâíîâåñèå. Ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

14.10, 14.23, 14.36, 14.42

2. Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæå-

íèÿ

17.25
Ò1. Èñïîëüçóÿ ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ïîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ẋ = −f1(x)− f2(y), ẏ = f3(x)− f4(y),

ãäå fi(z) � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
sgn(fi(z)) = sgn(z).

Óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x, y) =
x∫
0

f3(z) dz +
y∫
0

f2(z) dz.

Ò2. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ = 2y3 − x5, ẏ = −x− y3 + y5.

Ò3. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó

ẋ = xy − x3 + y3, ẏ = x2 − y3.

Ò4. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó (α, β > 0)

ẋ = −(x− βy)(1− ax2 − by2), ẏ = −(y + αx)(1− ax2 − by2).
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3. Óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì
15.15, 15.18, 15.21, 15.23

4. Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì

16.1, 16.11, 16.33, 16.47, 16.64, 16.107

5. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì
17.2, 17.8, 17.11 (à), 17.20, 17.28

6. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
18.3, 18.17, 18.31, 18.37, 18.62

Óêàçàíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 18.39 èñïîëüçóéòå íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû. Îòäåëüíî ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ω4 − 3k2ω2 + k4 = 0.

Âòîðîå çàäàíèå

(ñðîê ñäà÷è ñ 10 ïî 15 ìàÿ 2021 ã.)

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñ 3 ïî 8 ìàÿ 2021 ã.

7. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

19.1, 19.9, 19.15, 19.19, 19.35, 19.77

8. Ïåðâûå èíòåãðàëû. Ñêîáêè Ïóàññîíà

20.1, 20.15, 20.16, 20.30

9. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà

21.2, 21.4, 21.12, 21.14, 21.33

10. Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû
22.5, 22.15, 22.24, 22.32

11. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
23.1, 23.2, 23.48, 23.116

12. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
24.1, 24.22, 24.60, 24.63, 24.109
Ò5. Íà ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ íåïîäâèæ-
íûõ ãðàâèòàöèîííûõ öåíòðà, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ìàññèâíóþ
òî÷êó M , êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïëîñêîñòè. Ñîñòàâüòå è ðåøèòå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè
äëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè:
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ξ = r1 + r2, η = r1 − r2, ri � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî i-ãî
ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Íîìåðà çàäà÷ âçÿòû èç ñáîðíèêà Ïÿòíèöêèé Å.Ñ., Òðóõàí Í.Ì.,
Õàíóêàåâ Þ.È., ßêîâåíêî Ã.Í. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé
ìåõàíèêå. � 2-å èçä. � Ìîñêâà : Íàóêà, 1996; 3-å èçä. � Ìîñêâà :
Ôèçìàòëèò, 2002.
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