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1. Ïðåäìåò ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, äèô-

ôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îáîáùåííûå ôóíêöèè. Óðàâ-

íåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, Ïóàññîíà, âîëíîâîå, Ìàêñâåëëà, Øðåäèíãåðà. Ïî-

ñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà ïðèìåðå óðàâíå-

íèÿ äèôôóçèè. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå è èõ êëàññèôèêàöèÿ. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè â ñëó÷àå

äâóõ ïåðåìåííûõ.

2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé

ïåðåìåííîé. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Ôîðìóëà Äà-

ëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè. Îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè. Òåîðåìà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ

çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè. Óñëîâèÿ ñî-

ãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ.

3. Çàäà÷à Êîøè è ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå

ìíîãèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Àïðè-

îðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ðåøåíèÿ îò äàííûõ çàäà÷è. Ïîíÿòèå î êîððåêòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ïî Àäàìàðó). Ïðèìåð Àäàìàðà íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè (äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà).

4. Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî (ñëàáîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ. Ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Ðàñïðîñòðàíåíèå îñîáåííîñòåé. Çàäà÷à

Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ è òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëû Ïóàññîíà è Êèðõãîôà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êî-

íóñ. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè. Îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè.

5. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Âûâîä ôîðìóëû Ïóàññî-

íà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Åäèí-

ñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Êëàññ Òèõîíîâà.

6. Ðàñøèðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ñèììåòðè÷íûé äèôôåðåí-

öèàëüíûé îïåðàòîð è ñâîéñòâà åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé. Ïðèìåðû. Ñîïðÿæåííûå è ñàìîñîïðÿæåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ,

ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ôîðìóëû Ãðèíà è ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà. Êîìïàêòíîñòü îáðàòíîãî ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà ñ îäíîðîäíûìè äàí-

íûìè Äèðèõëå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà è åå

ñëåäñòâèå î ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñàìîñîïðÿæåííîãî

êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
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7. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è

ãðàíè÷íûõ äàííûõ. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà êîíå÷íîì îòðåçêå.

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-

íèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ

äàííûõ.

8. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ñëåäñòâèÿ. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íûõ äàííûõ.

9. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðó-

ãå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå è âî âíåøíîñòè êðóãà. Âíåø-

íèå êðàåâûå çàäà÷è, óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé

îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå è âíå øàðà. Ñôåðè÷åñêèå

ôóíêöèè.

10. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøå-

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ

ñëàáîãî ðåøåíèÿ. Ïðèìåðû. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ñëàáîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè. Ïîâûøåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè.

Èíòåãðàë Ïóàññîíà. Àíàëèòè÷íîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Æàðèíîâ Â.Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2004.

2. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Cáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 4-å èçä., ïåðåðàáîòàííîå è äîïîëíåííîå. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

3. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1988.

4. Óðîåâ Â.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÈÔ ßóçà, 1998.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

5. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1988.
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6. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Íà-

óêà, 1997.

7. Îëåéíèê Î.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005.

8. Ýâàíñ Ë.Ê. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Óíèâåðñèòåòñêàÿ ñåðèÿ. � Ò. 7. �

Íîâîñèáèðñê : ¾Òàìàðà Ðîæêîâñêàÿ¿, 2003.

9. Êîëåñíèêîâà Ñ.È. Ìåòîäû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2015.

10. Ìèõàéëîâà Ò.Â, Õàñàíîâ À.À. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2020.

ÇÀÄÀÍÈß

Íîìåðà âñåõ çàäà÷, çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâûõ, óêàçàíû ïî ïîñëåäíåìó ÷åò-

âåðòîìó èçäàíèþ çàäà÷íèêà [2]. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêî-

ìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå

çâåçäî÷êîé*, íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåíèå ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó

1. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è óêàçàòü òå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, ãäå îí

ñîõðàíÿåòñÿ:

(à) yuxx + 2uxy + xuyy − u2y = 5x;

(á) (x2 + y2 − 1)uxx + xyuyy − ux = 0.

2. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ uxx + 2αuxy + uyy + 4βuyz + 4uzz = 0 ïðè

ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α è β (α, β = const).

3. �2: 2.1(5), 2.2(2,3).

II. Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

4. �2: 2.3(1,2,7), 2.4, 2.11(5), 2.11(8)*.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è óêàçàòü íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðå-

øåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî äàííûìè çàäà÷è:

(à) yuxx+(x−y)uxy−xuyy−ux+uy = 0, u|y=0 = 2x2, uy|y=0 = 2x, 1 < x < 4;

(á) �12: 12.3, 12.4*;

(â) x2uxx− 4y2uyy +xux− 4yuy = 16x4, u|y=1 = 3x4, uy|y=1 = 0, 1 < x < 2;
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(ã) yuxx + (1 + y)uxy + uyy +
(ux+uy)
(1−y) = 0, y < 1,

u|y=0 = x2 + 2x, uy|y=0 = −2x, 0 < x < 3
2 .

6. Ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà è íàéòè ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðå-

øåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî äàííûìè çàäà÷è:

(a) x2uxx − 4y2uyy + xux − 4yuy = 0, x−2 < y < x2, x > 0;

u
∣∣∣
y=1/x2

= 1 + 2x4, u|y=x2 = 2 + x4;

(á) �14: 14.37.

7. Ðåøèòü çàäà÷ó, óêàçàâ íàèáîëüøóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøåíèå îïðåäå-

ëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

uyy − 4uxx = 0, u|y=0 = 0, uy|y=0 = 8x, −2 < x ≤ 0,

u|y=x = 8x2 + 9x3, 0 ≤ x < 1.

III. Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

8. (a) �12: 12.34, 12.42(7);

(á) Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

4utt = uxx + 4t2 cos 2x, (t, x) ∈ R2, u|t=0 = ex, ut|t=0 = x2, x ∈ R.
9. Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó íà ïîëóîñè:

(à) utt = 4uxx − x cos t, t > 0, x > 0,

u|t=0 = x2 + x, ut|t=0 = −4x, x > 0, (u− ux)|x=0 = 4t− cos t, t > 0;

(á) 4utt = uxx − 4te2x, t > 0, x > 0,

u|t=0 = 2 + e2x, ut|t=0 = 0, x > 0, (ux + 2u)|x=0 = 8, t > 0;

(â) �21: 21.4, 21.15, 21.18;

(ã) utt = uxx + 4, t > 0, x > 0,

u|t=0 = 1− x, ut|t=0 = 0 x > 0, (ux + u)|x=0 = 3
2 t

2, t > 0.

IV. Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R2 è R3

10. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

(à) utt =
1
5∆u+2t2 cos(x+2y), t > 0, (x, y, z) ∈ R3, ∆u = uxx+uyy+uzz,

u|t=0 = (2x+ y − z) cos y, ut|t=0 = 1
1+(x−2z)2 , (x, y, z) ∈ R3;

(á) utt = 3∆u+ 18e3t cos(x− y + z), t > 0, (x, y, z)∈R3,

u|t=0 = xy2z, ut|t=0 = 3 cos(x− y + z);

(â) utt = ∆u− 81(t+ 1)2 sh(2x− 2y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = yz3, ut|t=0 = x2 − y2 + z2;

(ã) utt = ∆u+
(

x2

2 − y2

4 − z2

4

)
cos t, (x, y, z) ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = r2sin3r, r =
√
x2 + y2 + z2, ut|t=0 = zey;

(ä) utt = ∆u, (x, y, z) ∈ R3, u|t=0 = e−x2

(y2 − z2), ut|t=0 = 0;

(e) �12: 12.43(4,6), 12.44(2,8).
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â Rn

�13: 13.5(3), 13.2, 13.7(4)*.

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

(à) ut = uxx + sin t, t > 0, x ∈ R, u|t=0 = e−a2x2

;

(á) 10ut = ∆u+ 2x cos(x+ y), t > 0, (x, y) ∈ R2, u|t=0 = (3x+ y)3;

(â) ut = ∆u+ 27(t2 − 1) cos(x+ y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = (x− y + z) sin z − (z − 1)3e−(x−y)2 ;

(ã) ut = ∆u+ 5x2−12y2+7z2

t2+1 , t > 0, (x, y, z) ∈ R3, u|t=0 = 2x e−(x+y)2 ;

(ä) ut = ∆u+(x2+y2−2z2) cos t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3, u|t=0 = x cos(x+y).

II. Ìåòîä Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå
2. Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

(à) utt = uxx − u+ t2 + 2, t > 0, 0 < x < 1,

u|t=0 = sin 3πx, ut|t=0 = x, x ∈ [0; 1], u|x=0 = t2, u|x=1 = t+ t2, t > 0;

(á) utt = uxx − 2 cos 3t, t > 0, 0 < x < π,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, x ∈ [0;π], ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π cos 3t, t > 0;

(â) ut = uxx − u+ t(x2 − 2)/2π, t > 0, 0 < x < π,

u|t=0 = cosx, x ∈ [0;π], ux|x=0 = 0, ux|x=π = t, t > 0;

(ã) utt = uxx + 80(u− t) + x sin t, t > 0, 0 < x < π/2,

u|t=0 = sin 9x, u|t=0 = 1, x ∈ [0;π/2]; u|x=0 = t, ux|x=π/2 = 0, t > 0;

(ä) �20: 20.1(2), 20.5, 20.14(4), 20.56(3)*.

III. Ìåòîä Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíèêå

3. �20 20.21, 20.22

IV. Ìåòîä Ôóðüå â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ ñ êðóãîâûìè ãðàíèöàìè

4. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

(à) �16 16.1(2) (ðåøèòü òàêæå è âíåøíþþ çàäà÷ó ïðè r > 1 ñ òåì æå

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì), 16.3(1);

(á) ∆u = 16r sinφ, 1 < r < 3, ur|r=1 = 3 cos 3φ,

u|r=3 = 9(4 sinφ+ 3 cos 3φ), 0 6 φ 6 2π;

(â) ∆u = 12r2 sin2 φ− 2, r < 1, (ur + u)|r=1 = 5 sin4 φ, 0 6 φ 6 2π;

(ã) ∆u = − 9
r2 cos 3φ, r > 1, (u− ur)|r=1 = cos3 φ, 0 6 φ 6 2π.

5. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ α ∈ R èìååò ðåøåíèå çàäà÷à Íåéìàíà:

∆u = y, r =
√
x2 + y2 < 2,

ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π,

è ðåøèòü çàäà÷ó ïðè òàêèõ α.
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6. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êîëüöå 1 < r < 2.

Îòâåò çàïèñàòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

(a) �16 16.4(2), 16.10(1)*

(á) ∆u = 4 (x−y)2

x2+y2 , (2u− ur)|r=1 = 2xy
x2+y2 , ur|r=2 = 8x2

x2+y2 ;

(â) ∆u = 2 (x−y)2

(x2+y2)3 , ur|r=1 = xy
x2+y2 , (ur + u)|r=2 = (x+y)2

16(x2+y2) .

V. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â òðåõìåðíûõ

îáëàñòÿõ ñî ñôåðè÷åñêèìè ãðàíèöàìè
7. �16: 16.21(4), 16.26(2), 16.29(3), 16.31(1), 16.24*.

8. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ:

(à) ∆u = 6z; r < 1, u|r=1 = 2 sin2 φ sin2 θ + cos3 θ;

(á) ∆u = 1
r4 , r > 2; (u− ur)|r=2 = sin θ cos2 θ

2 sin
(
π
6 − φ

)
, u(∞) = 0;

(â) ∆u = 0; 1/2 < r < 1, u|r=1/2 = 0, u|r=1 = 6 cos2 φ sin2 θ.

VI. Ñëàáûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
9. Ïóñòü D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

∂D è Hk(D) = {u ∈ H := L2(D)|∀α = (α1, ..., αn) : |α| = α1 + ...+

+αn ≤ k, ∂
|α|u
∂xα ∈ L2(D)}− ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé ∥u∥2Hk(D) =

=
∑

|α|≤k ∥
∂|α|u
∂xα ∥2H , à Hk

0 (D)− ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà C∞
0 (D) ïî ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà Hk(D). Ôóíêöèÿ u ∈ H1
0 (D) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíè-

åì îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −∆u = f , åñëè

∀φ ∈ C∞
0 (D) âûïîëíåíî òîæäåñòâî

∫
D
(∇u · ∇φ) dx =

∫
D
fφ dx (ñì.�19).

Äîêàçàòü:

(à) ÷òî ñèëüíîå (êëàññè÷åñêîå) ðåøåíèå u ∈ C2(D) ∩ C(D) îäíîðîäíîé

çàäà÷è Äèðèõëå u|∂D = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ −∆u = f ∈ C(D) ÿâëÿåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è;

(á) íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà ∥∇u∥H ≥ C∥u∥H , ãäå ∥∇u∥H :=
√∫

D
|∇u|2 dx,

òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ

u ∈ H1
0 (D) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (ñíà÷àëà äîêàæèòå

äëÿ u ∈ C∞
0 (D) è äëÿ D = [0, 1]);

(â) ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè v ∈ C∞
0 (D) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥v∥H ≤ C∥∆v∥H ñ íåêîòîðûì C > 0;

(ã) ÷òî íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå < u, v >H1
0 (D)=

∫
D
∇u · ∇v dx

ïîðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå H1
0 (D) íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé;

(ä) ÷òî äëÿ f ∈ H è v ∈ H1
0 (D) íåðàâåíñòâî (f, v)H ≤ C∥f∥H∥v∥H1

0 (D)

âëå÷åò, ÷òî ôóíêöèîíàë F , çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå H1
0 (D)

ôîðìóëîé F (v) = (f, v)H , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì;

(å) ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà ê ôóíêöèîíàëó F â

ïðîñòðàíñòâå H1
0 (D) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < u, v >H1

0 (D)

äàåò òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Ï. Áóðñêèé
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1. Ïðåäìåò ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, äèô-

ôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îáîáùåííûå ôóíêöèè. Óðàâ-

íåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, Ïóàññîíà, âîëíîâîå, Ìàêñâåëëà, Øðåäèíãåðà. Ïî-

ñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà ïðèìåðå óðàâíå-

íèÿ äèôôóçèè. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå è èõ êëàññèôèêàöèÿ. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè â ñëó÷àå

äâóõ ïåðåìåííûõ.

2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé

ïåðåìåííîé. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Ôîðìóëà Äà-

ëàìáåðà. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè. Îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè. Òåîðåìà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ

çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè. Óñëîâèÿ ñî-

ãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ.

3. Çàäà÷à Êîøè è ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå

ìíîãèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Àïðè-

îðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ðåøåíèÿ îò äàííûõ çàäà÷è. Ïîíÿòèå î êîððåêòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ïî Àäàìàðó). Ïðèìåð Àäàìàðà íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè (äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà).

4. Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî (ñëàáîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ. Ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Ðàñïðîñòðàíåíèå îñîáåííîñòåé. Çàäà÷à

Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ è òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëû Ïóàññîíà è Êèðõãîôà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êî-

íóñ. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè. Îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè.

5. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Âûâîä ôîðìóëû Ïóàññî-

íà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Åäèí-

ñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Êëàññ Òèõîíîâà.

6. Ðàñøèðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ñèììåòðè÷íûé äèôôåðåí-

öèàëüíûé îïåðàòîð è ñâîéñòâà åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé. Ïðèìåðû. Ñîïðÿæåííûå è ñàìîñîïðÿæåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ,

ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ôîðìóëû Ãðèíà è ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà. Êîìïàêòíîñòü îáðàòíîãî ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà ñ îäíîðîäíûìè äàí-

íûìè Äèðèõëå (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà è åå

ñëåäñòâèå î ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñàìîñîïðÿæåííîãî

êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

11



7. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è

ãðàíè÷íûõ äàííûõ. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà êîíå÷íîì îòðåçêå.

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-

íèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ

äàííûõ.

8. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ñëåäñòâèÿ. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íûõ äàííûõ.

9. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðó-

ãå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå è âî âíåøíîñòè êðóãà. Âíåø-

íèå êðàåâûå çàäà÷è, óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé

îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå è âíå øàðà. Ñôåðè÷åñêèå

ôóíêöèè.

10. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøå-

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ

ñëàáîãî ðåøåíèÿ. Ïðèìåðû. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ñëàáîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè. Ïîâûøåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè.

Èíòåãðàë Ïóàññîíà. Àíàëèòè÷íîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Æàðèíîâ Â.Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2004.

2. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â., Øàáóíèí Ì.È. Cáîðíèê çàäà÷

ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 4-å èçä., ïåðåðàáîòàííîå è äîïîëíåííîå. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

3. Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Íàóêà, 1988.

4. Óðîåâ Â.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÈÔ ßóçà, 1998.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

5. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1988.
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6. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : Íà-

óêà, 1997.

7. Îëåéíèê Î.À. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2005.

8. Ýâàíñ Ë.Ê. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Óíèâåðñèòåòñêàÿ ñåðèÿ. � Ò. 7. �

Íîâîñèáèðñê : ¾Òàìàðà Ðîæêîâñêàÿ¿, 2003.

9. Êîëåñíèêîâà Ñ.È. Ìåòîäû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2015.

10. Ìèõàéëîâà Ò.Â, Õàñàíîâ À.À. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó

óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2020.

ÇÀÄÀÍÈß

Íîìåðà âñåõ çàäà÷, çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâûõ, óêàçàíû ïî ïîñëåäíåìó ÷åò-

âåðòîìó èçäàíèþ çàäà÷íèêà [2]. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêî-

ìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå

çâåçäî÷êîé*, íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåíèå ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó

1. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ è óêàçàòü òå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, ãäå îí

ñîõðàíÿåòñÿ:

(à) yuxx + 2uxy + xuyy − u2y = 5x;

(á) (x2 + y2 − 1)uxx + xyuyy − ux = 0.

2. Îïðåäåëèòü òèï óðàâíåíèÿ uxx + 2αuxy + uyy + 4βuyz + 4uzz = 0 ïðè

ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α è β (α, β = const).

3. �2: 2.1(5), 2.2(2,3).

II. Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

4. �2: 2.3(1,2,7), 2.4, 2.11(5), 2.11(8)*.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è óêàçàòü íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðå-

øåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî äàííûìè çàäà÷è:

(à) yuxx+(x−y)uxy−xuyy−ux+uy = 0, u|y=0 = 2x2, uy|y=0 = 2x, 1 < x < 4;

(á) �12: 12.3, 12.4*;

(â) x2uxx− 4y2uyy +xux− 4yuy = 16x4, u|y=1 = 3x4, uy|y=1 = 0, 1 < x < 2;

13



(ã) yuxx + (1 + y)uxy + uyy +
(ux+uy)
(1−y) = 0, y < 1,

u|y=0 = x2 + 2x, uy|y=0 = −2x, 0 < x < 3
2 .

6. Ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà è íàéòè ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðå-

øåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî äàííûìè çàäà÷è:

(a) x2uxx − 4y2uyy + xux − 4yuy = 0, x−2 < y < x2, x > 0;

u
∣∣∣
y=1/x2

= 1 + 2x4, u|y=x2 = 2 + x4;

(á) �14: 14.37.

7. Ðåøèòü çàäà÷ó, óêàçàâ íàèáîëüøóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøåíèå îïðåäå-

ëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

uyy − 4uxx = 0, u|y=0 = 0, uy|y=0 = 8x, −2 < x ≤ 0,

u|y=x = 8x2 + 9x3, 0 ≤ x < 1.

III. Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

8. (a) �12: 12.34, 12.42(7);

(á) Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

4utt = uxx + 4t2 cos 2x, (t, x) ∈ R2, u|t=0 = ex, ut|t=0 = x2, x ∈ R.
9. Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó íà ïîëóîñè:

(à) utt = 4uxx − x cos t, t > 0, x > 0,

u|t=0 = x2 + x, ut|t=0 = −4x, x > 0, (u− ux)|x=0 = 4t− cos t, t > 0;

(á) 4utt = uxx − 4te2x, t > 0, x > 0,

u|t=0 = 2 + e2x, ut|t=0 = 0, x > 0, (ux + 2u)|x=0 = 8, t > 0;

(â) �21: 21.4, 21.15, 21.18;

(ã) utt = uxx + 4, t > 0, x > 0,

u|t=0 = 1− x, ut|t=0 = 0 x > 0, (ux + u)|x=0 = 3
2 t

2, t > 0.

IV. Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R2 è R3

10. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

(à) utt =
1
5∆u+2t2 cos(x+2y), t > 0, (x, y, z) ∈ R3, ∆u = uxx+uyy+uzz,

u|t=0 = (2x+ y − z) cos y, ut|t=0 = 1
1+(x−2z)2 , (x, y, z) ∈ R3;

(á) utt = 3∆u+ 18e3t cos(x− y + z), t > 0, (x, y, z)∈R3,

u|t=0 = xy2z, ut|t=0 = 3 cos(x− y + z);

(â) utt = ∆u− 81(t+ 1)2 sh(2x− 2y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = yz3, ut|t=0 = x2 − y2 + z2;

(ã) utt = ∆u+
(

x2

2 − y2

4 − z2

4

)
cos t, (x, y, z) ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = r2sin3r, r =
√
x2 + y2 + z2, ut|t=0 = zey;

(ä) utt = ∆u, (x, y, z) ∈ R3, u|t=0 = e−x2

(y2 − z2), ut|t=0 = 0;

(e) �12: 12.43(4,6), 12.44(2,8).
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ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 3�8 ìàÿ)

I. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â Rn

�13: 13.5(3), 13.2, 13.7(4)*.

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

(à) ut = uxx + sin t, t > 0, x ∈ R, u|t=0 = e−a2x2

;

(á) 10ut = ∆u+ 2x cos(x+ y), t > 0, (x, y) ∈ R2, u|t=0 = (3x+ y)3;

(â) ut = ∆u+ 27(t2 − 1) cos(x+ y + z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u|t=0 = (x− y + z) sin z − (z − 1)3e−(x−y)2 ;

(ã) ut = ∆u+ 5x2−12y2+7z2

t2+1 , t > 0, (x, y, z) ∈ R3, u|t=0 = 2x e−(x+y)2 ;

(ä) ut = ∆u+(x2+y2−2z2) cos t, t > 0, (x, y, z) ∈ R3, u|t=0 = x cos(x+y).

II. Ìåòîä Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåçêå
2. Ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

(à) utt = uxx − u+ t2 + 2, t > 0, 0 < x < 1,

u|t=0 = sin 3πx, ut|t=0 = x, x ∈ [0; 1], u|x=0 = t2, u|x=1 = t+ t2, t > 0;

(á) utt = uxx − 2 cos 3t, t > 0, 0 < x < π,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, x ∈ [0;π], ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π cos 3t, t > 0;

(â) ut = uxx − u+ t(x2 − 2)/2π, t > 0, 0 < x < π,

u|t=0 = cosx, x ∈ [0;π], ux|x=0 = 0, ux|x=π = t, t > 0;

(ã) utt = uxx + 80(u− t) + x sin t, t > 0, 0 < x < π/2,

u|t=0 = sin 9x, u|t=0 = 1, x ∈ [0;π/2]; u|x=0 = t, ux|x=π/2 = 0, t > 0;

(ä) �20: 20.1(2), 20.5, 20.14(4), 20.56(3)*.

III. Ìåòîä Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíèêå

3. �20 20.21, 20.22

IV. Ìåòîä Ôóðüå â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ ñ êðóãîâûìè ãðàíèöàìè

4. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

(à) �16 16.1(2) (ðåøèòü òàêæå è âíåøíþþ çàäà÷ó ïðè r > 1 ñ òåì æå

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì), 16.3(1);

(á) ∆u = 16r sinφ, 1 < r < 3, ur|r=1 = 3 cos 3φ,

u|r=3 = 9(4 sinφ+ 3 cos 3φ), 0 6 φ 6 2π;

(â) ∆u = 12r2 sin2 φ− 2, r < 1, (ur + u)|r=1 = 5 sin4 φ, 0 6 φ 6 2π;

(ã) ∆u = − 9
r2 cos 3φ, r > 1, (u− ur)|r=1 = cos3 φ, 0 6 φ 6 2π.

5. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ α ∈ R èìååò ðåøåíèå çàäà÷à Íåéìàíà:

∆u = y, r =
√
x2 + y2 < 2,

ur|r=2 = sin3 φ+ α cos2 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π,

è ðåøèòü çàäà÷ó ïðè òàêèõ α.
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6. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êîëüöå 1 < r < 2.

Îòâåò çàïèñàòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

(a) �16 16.4(2), 16.10(1)*

(á) ∆u = 4 (x−y)2

x2+y2 , (2u− ur)|r=1 = 2xy
x2+y2 , ur|r=2 = 8x2

x2+y2 ;

(â) ∆u = 2 (x−y)2

(x2+y2)3 , ur|r=1 = xy
x2+y2 , (ur + u)|r=2 = (x+y)2

16(x2+y2) .

V. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â òðåõìåðíûõ

îáëàñòÿõ ñî ñôåðè÷åñêèìè ãðàíèöàìè
7. �16: 16.21(4), 16.26(2), 16.29(3), 16.31(1), 16.24*.

8. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ:

(à) ∆u = 6z; r < 1, u|r=1 = 2 sin2 φ sin2 θ + cos3 θ;

(á) ∆u = 1
r4 , r > 2; (u− ur)|r=2 = sin θ cos2 θ

2 sin
(
π
6 − φ

)
, u(∞) = 0;

(â) ∆u = 0; 1/2 < r < 1, u|r=1/2 = 0, u|r=1 = 6 cos2 φ sin2 θ.

VI. Ñëàáûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
9. Ïóñòü D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

∂D è Hk(D) = {u ∈ H := L2(D)|∀α = (α1, ..., αn) : |α| = α1 + ...+

+αn ≤ k, ∂
|α|u
∂xα ∈ L2(D)}− ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé ∥u∥2Hk(D) =

=
∑

|α|≤k ∥
∂|α|u
∂xα ∥2H , à Hk

0 (D)− ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà C∞
0 (D) ïî ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà Hk(D). Ôóíêöèÿ u ∈ H1
0 (D) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíè-

åì îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −∆u = f , åñëè

∀φ ∈ C∞
0 (D) âûïîëíåíî òîæäåñòâî

∫
D
(∇u · ∇φ) dx =

∫
D
fφ dx (ñì.�19).

Äîêàçàòü:

(à) ÷òî ñèëüíîå (êëàññè÷åñêîå) ðåøåíèå u ∈ C2(D) ∩ C(D) îäíîðîäíîé

çàäà÷è Äèðèõëå u|∂D = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ −∆u = f ∈ C(D) ÿâëÿåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è;

(á) íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà ∥∇u∥H ≥ C∥u∥H , ãäå ∥∇u∥H :=
√∫

D
|∇u|2 dx,

òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ

u ∈ H1
0 (D) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (ñíà÷àëà äîêàæèòå

äëÿ u ∈ C∞
0 (D) è äëÿ D = [0, 1]);

(â) ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè v ∈ C∞
0 (D) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥v∥H ≤ C∥∆v∥H ñ íåêîòîðûì C > 0;

(ã) ÷òî íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå < u, v >H1
0 (D)=

∫
D
∇u · ∇v dx

ïîðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå H1
0 (D) íîðìó, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé;

(ä) ÷òî äëÿ f ∈ H è v ∈ H1
0 (D) íåðàâåíñòâî (f, v)H ≤ C∥f∥H∥v∥H1

0 (D)

âëå÷åò, ÷òî ôóíêöèîíàë F , çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå H1
0 (D)

ôîðìóëîé F (v) = (f, v)H , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì;

(å) ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà ê ôóíêöèîíàëó F â

ïðîñòðàíñòâå H1
0 (D) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < u, v >H1

0 (D)

äàåò òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.Ï. Áóðñêèé
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1. Жесткие задачи Коши для систем обыкновенных дифференциальных

уравнений (ЖС ОДУ). Методы численного решения жестких систем

ОДУ: одношаговые (неявные методы Рунге-Кутты, методы

Розенброка) и многошаговые (формулы дифференцирования назад).

*Методы Гира в представлении Нордсика. *Исследование схем на

А-устойчивость, L-устойчивость . 

2. Численные методы решения краевых задач для ОДУ. Методы

решения линейных краевых задач (метод построения общего

решения, конечно-разностный метод для линейного уравнения

второго порядка, прогонка). Методы решения нелинейных краевых

задач (метод стрельбы, метод квазилинеаризации). *Метод конечных

элементов. Задача на собственные значения (Штурма–Лиувилля).

*Понятие жесткой краевой задачи.

3. Численные методы решения задач, описываемых

дифференциальными уравнениями в частных производных. Методы

построения аппроксимирующих разностных уравнений для

уравнений в частных производных. Аппроксимация, устойчивость,

сходимость. Исследование разностных схем на устойчивость.

Принцип максимума, спектральный признак устойчивости, принцип

замороженных коэффициентов. *Элементы теории Самарского об

исследовании устойчивости двухслойных схем на основе

энергетических неравенств.

4. Численные методы решения уравнений в частных производных

гиперболического типа на примере уравнения переноса и волнового

уравнения. *Теорема Годунова о связи порядка аппроксимации и

монотонности для линейных разностных схем.

5. Корректная постановка краевых условий для системы уравнений с

частными производными гиперболического типа. Характеристики,

инварианты Римана. Разностные схемы для характеристической

формы записи системы. Нелинейное уравнение Хопфа. *Понятие о

сильных и слабых разрывах, скорость движения сильного разрыва.

6. Численные методы решения линейных уравнений в частных

производных параболического типа. *Квазилинейное уравнение

теплопроводности и его автомодельное решение.

Численное решение многомерных уравнений теплопроводности.

Методы расщепления.

7. Численные методы решения уравнений в частных производных

эллиптического типа. Разностная схема «крест» для численного

решения уравнений Лапласа, Пуассона. Итерационные методы для

численного решения возникающих систем линейных уравнений.

Принцип установления для решения стационарных задач. *Оценка
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3 

 

количества итераций, необходимых для достижения заданной 

точности при использовании различных методов.  

8. *Введение в методы решения уравнений газовой динамики. 

 

Литература 

(Основная) 

1. Рябенький В.С. Введение в вычислительную математику. – Москва : Наука–

Физматлит, 1994. – 335 с.; 3-е изд. М.: Физматлит, 2008. – 288 с. 

(Физтеховский учебник). 

2. Федоренко Р.П. Введение в вычислительную физику / под редакцией А.И. 

Лобанова. 2-е изд. – Москва : Изд-во МФТИ, 1994. – 528 с., Долгопрудный: 

Интеллект, 2008. – 504 с. (Физтеховский учебник). 

3. Лобанов А.И., Петров И.Б. Лекции по вычислительной математике. – Москва 

: Интернет–Университет информационных технологий, 2006. – 522 с. 

4. Аристова Е.Н., Лобанов А.И. Практические занятия по вычислительной 

математике в МФТИ. Часть II. – Москва : МФТИ, 2015. – 310 с. 

5.  

(Дополнительная) 

1. Калиткин Н.Н. Численные методы. – Санкт-Петербург : БХВ-Петербург, 

2011. – 592 с. 

2. Лабораторный практикум «Основы вычислительной математики». – 2-е изд, 

исправленное и дополненное / В. Д. Иванов, В. И. Косарев, А. И. Лобанов, 

И. Б. Петров, В. Б. Пирогов, В. С. Рябенький, Т. К. Старожилова, 

А. Г. Тормасов, С. В. Утюжников, А. С. Холодов. – Москва : Изд-во МЗ-пресс, 

2003 — 196 с. 

3. Хайрер Э., Ваннер Г. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Жесткие и дифференциально-алгебраические задачи. – Москва : Мир, 1999. – 

685 с. 

4.  Самарский А А., Гулин А В. Численные методы. – Москва : Наука, 1989. 

                                                                                                                           

Аудиторная контрольная работа — вторая декада марта 

 

 

Задание 1 (срок сдачи - вторая неделя марта) 

 
Задачи из пособия [5].  

IX.7.7, IX.7.11*, IX.7.15 7), IX.7.18, IX.7.19, IX.7.20, 

X.7.1, X.7.2, X.7.3, X.7.4, X.7.5, X.7.10, X.7.12, X.7.13, X.7.19, X.8.12, 

XI.8.1, XI.8.2 в, XI.8.3, XI.8.4 в, д, XI.8.5, XI.8.10 б, XI.9.1, XI.9.3. 

*Одна задача из раздела X.9 или XI.9 по согласованию с преподавателем 

*Лабораторные работы по курсу «Вычислительная математика»: 
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1. Жесткая задача Коши для систем ОДУ. 

2. Краевая задача для систем ОДУ. 

 

Потоковая контрольная работа — первая декада мая 

 

 

Задание 2 (срок сдачи 20–31 апреля) 

 
Задачи из пособия [5].  

XII.7.1, XII.7.2, XII.7.3, XII.7.4, XII.7.6, XII.7.8, XII.7.15, XII.7.19, XII.7.27, 

XIII.7.3, XIII.8.2, XIII.9.1, XIII.9.2, XIII.9.7, XIII.9.8, XIII.9.9, XIII.9.17, 

XIV.7.3, XIV.8.5, XIV.9.1, XIV.9.2 в, г, ж, XIV.9.6, XIV.9.8 (кабаре), 

XIV.9.11 а, XIV.9.14 б, 

XV.6.3, XV.7.1, XV.7.4 

* Лабораторные работы по курсу «Вычислительная математика»: 

1. Уравнение переноса. 

2. Уравнение теплопроводности. 

4.* Курсовая работа – самостоятельная реализация разностной схемы для 

нелинейного уравнения в частных производных или системы нелинейных 

уравнений в частных производных (по согласованию с преподавателем) 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА
1. Волновые свойства частиц
Волна де Бройля. Волновой пакет. Фазовая и групповая ско-

рости волн, соответствующих свободной частице. Уравнение Шредин-
гера. Оператор Гамильтона. Общее решение уравнения Шрединге-
ра в случае, когда гамильтониан не зависит от времени. Стационар-
ное уравнение Шредингера. Статистическая интерпретация волновой
функции. Стационарные состояния. Одномерное движение. Потенци-
альная яма. Дискретный и непрерывный энергетические спектры.

2. Операторы физических величин
Условие нормировки волн де Бройля. Средние значения коор-

динаты и импульса. Операторы координаты и импульса. Постановка
задачи на собственные функции и собственные значения операторов.

3. Математический аппарат квантовой
механики

Состояние и волновая функция. Принцип суперпозиции состо-
яний. Дираковская формулировка квантовой механики. Вектор состо-
яния. Наблюдаемые и операторы физических величин. Линейные и
эрмитовые операторы. Условия ортогональности и полноты для соб-
ственных функций операторов физических величин. Нормировка соб-
ственных функций на единицу и δ-функцию. Квантовый бит (кубит).
Квантовая криптография.

4. Одновременная (совместная) измеримость
физических величин

Условия одновременной измеримости физических величин.
Коммутаторы. Соотношение неопределенностей.

5. Квантовая динамика частицы
Уравнение непрерывности для плотности вероятности. Плот-

ность тока вероятности. Коэффициенты прохождения и отражения.
Оператор изменения во времени физической величины. Интегралы
движения. Коммутаторы и скобки Пуассона. Производные по времени
операторов координаты и импульса частицы в потенциальном поле.
Теоремы Эренфеста. Движение в периодическом поле.

6. Теория представлений
Матричные представления. Унитарные преобразования векто-

ров состояний и операторов. Координатное и импульсное представле-
ния. Оператор эволюции. Представления Шредингера и Гайзенберга.
Уравнения Гайзенберга для операторов физических величин.
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7. Операторные методы в квантовой механике
Операторы â и â+ в теории линейного гармонического осцил-

лятора. Энергетический спектр линейного гармонического осцилля-
тора. Построение собственных функций осциллятора в координатном
представлении с помощью операторов â и â+. Связь n-го состояния
осциллятора с основным.

8. Угловой момент
Повороты и оператор углового момента. Изотропность про-

странства и сохранение углового момента в квантовой механике. Ком-
мутационные соотношения для операторов углового момента. Систе-
ма собственных векторов операторов ĵ

2
и ĵz. Спин частицы. Матрицы

Паули. Сфера Блоха. Оператор орбитального момента частицы в ко-
ординатном представлении. Сферические гармоники.

9. Движение в центрально-симметричном поле
Разделение переменных в квантово-механической задаче двух

тел. Центрально-симметричное поле. Гамильтониан частицы в сфери-
ческих координатах. Разделение переменных в центрально-симметрич-
ном поле. Уравнение для радиальной функции.

10. Атом водорода
Атом водорода. Атомная система единиц. Энергетический

спектр и радиальные волновые функции стационарных состояний ато-
ма водорода. Главное и радиальное квантовые числа. Кратность вы-
рождения уровней. Кулоновское (случайное) вырождение.

11. Квазиклассическое приближение
Критерий применимости квазиклассического приближения.

Вид волновой функции в квазиклассическом приближении. Связь
между двумя квазиклассическими решениями, взятыми по разные сто-
роны от точки поворота. Условия квантования Бора–Зоммерфельда.
Вероятность проникновения частицы через барьер в квазиклассиче-
ском приближении.
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1-е ЗАДАНИЕ

УПРАЖНЕНИЯ

1.C Найти операторы, эрмитово сопряженные и обратные по отно-
шению к операторам: (а) инверсии Î и (б) трансляции T̂a.

2. Доказать, что операторы координаты, импульса и энергии эрми-
товы.

3. Доказать, что оператор Â+Â является эрмитовым (при любом
Â) и ⟨ψ|Â+Â|ψ⟩ ≥ 0 (при любом ψ).

4.C Найти собственные значения и собственные функции оператора
инверсии Î.

5.C Найти собственные значения и собственные функции оператора
трансляции T̂a.

6. Убедитесь в справедливости следующих соотношений:[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂,[

Â, B̂Ĉ
]
= B̂

[
Â, Ĉ

]
+
[
Â, B̂

]
Ĉ.

7. Раскройте следующие коммутаторы:[
x̂, p̂2x

]
, [U(x), p̂x] ,

[
T̂a, x̂

]
,

[
T̂a, p̂x

]
.

8. Найти явный вид оператора eiφÎ .

9. Получить разложение

eξÂB̂e−ξÂ = B̂ + ξ
[
Â, B̂

]
+

1

2!
ξ2

[
Â,

[
Â, B̂

]]
+ ...

10. Упростить следующее выражение:

eiap̂/~U(r)e−iap̂/~,

где a – постоянный вектор.
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ЗАДАЧИ

1.C Частица массы m движется в одномерном потенциальном ”ящи-
ке” с бесконечно высокими стенками:

U(x) =

{
0, 0 < x < a,
+∞, x < 0, x > a.

Найти уровни энергии En и нормированные волновые функции
ψn(x) стационарных состояний. Вычислить средние значения ⟨x⟩,
⟨p⟩, ⟨(∆x)2⟩ и ⟨(∆p)2⟩ для n-го стационарного состояния. Обсу-
дить величину ⟨(∆x)2⟩⟨(∆p)2⟩ в связи с соотношением неопреде-
ленностей.

Нарисуйте траектории движения классической частицы в фазо-
вом пространстве (x, p), отвечающие энергиям En. Исследуйте,
как меняется площадь в фазовом пространстве, охватываемая
каждой такой траекторией, при переходе от одного стационарно-
го состояния к другому (”фазовый объем, приходящийся на одно
квантовое состояние”).

2.C Частица массы m совершает финитное движение в одномерной
”прямоугольной” потенциальной яме конечной глубины:

U(x) =

{
−U0, |x| < a,
0, |x| > a.

Найти уровни энергии En и волновые функции ψn(x) стацио-
нарных состояний. Исследуйте, существуют ли связанные состо-
яния в ”прямоугольной” потенциальной яме фиксированной ши-
рины 2a, если U0 → 0? Согласуется ли результат с соотношением
неопределенностей?

Можно ли, напротив, получить решение задачи 1 предельным
переходом U0 → ∞?

Воспользуйтесь полученными результатами для оценки числа
уровней электрона в металлическом образце (глубина потенциа-
ла U0 = 10 эВ примерно равна работе выхода), если (а) a = 0.1 нм
(”атом”); (б) a = 10 нм (”наночастица”); (в) a = 1 см (”макроско-
пический образец”).

3. Найти уровни энергии и волновые функции стационарных со-
стояний для частицы массы m в одномерной потенциальной яме
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следующего вида:

U(x) =

 +∞, x < 0,
−U0, 0 < x < a,
0, x > a.

Что здесь можно сказать о связанных состояниях при фиксиро-
ванном a и U0 → 0?

4.C Частица массы m совершает финитное движение в одномерной
модельной потенциальной яме, вид которой может быть пред-
ставлен δ-функцией:

U(x) = −~2æ0

m
δ(x),

где æ0 – параметр ямы. Покажите, что в этой яме имеется толь-
ко одно связанное состояние; найдите энергию уровня и волно-
вую функцию частицы в координатном представлении. Вычис-
лить ⟨x⟩, ⟨p⟩, ⟨(∆x)2⟩ и ⟨(∆p)2⟩ в этом состоянии.

5.C Частица массы m находится в связанном состоянии в δ-потенци-
але (см. задачу 4). В момент t = 0 происходит мгновенное измене-
ние параметра ямы от æ0 до æ1. Найти вероятность ”ионизации”,
т.е. перехода в непрерывный спектр. Обсудить эволюцию вол-
новой функции частицы сразу после ионизации в случае, когда
æ1 = 0.

6. Частица массы m движется в одномерном потенциальном поле
вида

U(x) =

{
+∞, x < 0,
−Aδ(x− a), x > 0.

Найти зависимость числа связанных состояний от параметров a
и A. Нарисовать графики волновых функций связанных состоя-
ний.

7.C Частица массы m совершает финитное движение в одномерном
потенциальном поле вида

U(x) = −~2æ0

m
(δ(x+ a) + δ(x− a)) ,

где æ0 – параметр потенциала. Найти энергии уровней и волно-
вые функции стационарных состояний. Как зависит число свя-
занных состояний от параметров a и æ0? Сравнить с результата-
ми задачи 6.
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Рассматривая эту задачу как модель молекулярного иона водо-
рода H2, исследуйте зависимость энергий уровней от a при фик-
сированном æ0.

8.C Покажите, что в случае æ0a ≫ 1 задачи 7 связанные состоя-
ния представляют собой дублет близко расположенных уровней.
В этом же пределе æ0a ≫ 1 найдите вероятность нахождения
частицы в момент t в правой яме (x = a), если при t = 0 она
находилась в левой яме (x = −a). Обсудите связь со структурой
низколежащих уровней молекулы аммиака NH3.

9.∗ Частица массы m движется в одномерном потенциальном поле
вида

U(x) =

{
Aδ(x), |x| < a,
+∞, |x| > a,

где A > 0. Найти энергии уровней и волновые функции стаци-
онарных состояний. В случае, когда maA/~2 ≫ 1, исследуйте
положения уровней в нижней части спектра.

10.C Частица массы m движется в одномерном периодическом поле
вида

U(x) = −~2æ0

m

n=∞∑
n=−∞

δ(x− na),

где æ0 и a – параметры потенциала. Исследуйте, при каких от-
рицательных и положительных энергиях E частицы такое дви-
жение возможно. Покажите, что имеются зоны ”разрешенных” и
”запрещенных” энергий.
Исследуйте, что происходит с ширинами зон в предельных слу-
чаях æ0a≫ 1 (сильная связь) и æ0a≪ 1 (слабая связь).

11.∗ Пусть в некоторый фиксированный момент t состояние частицы
массы m описывается волновой функцией ψ0(x) такой, что ⟨x⟩ =
= x0, ⟨p⟩ = p0, а произведение неопределенностей координаты и
импульса этой частицы принимает минимальное значение, т.е.

⟨(x̂− x0)
2⟩⟨(p̂− p0)

2⟩ = ~2

4
.

Состояние частицы, которое описывается такой волновой функ-
цией ψ0(x), называется ”когерентным”. Докажите, что

ψ0(x) =
1

(2πσ2
x)

1/4
e
i
p0x
~ − (x−x0)

2

4σ2
x , σ2

x ≡ ⟨(x̂− x0)
2⟩.
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Исследуйте, как меняется во времени волновая функция свобод-
ной частицы Ψ(x, t) (и |Ψ(x, t)|2), если Ψ(x, 0) = ψ0(x).

12.C Частица массыm свободно движется вдоль оси x с энергией E и в
области x > 0 попадает в область действия потенциала, который
имеет вид: (а) прямоугольной потенциальной ямы ширины a и
глубины U0, (б) прямоугольного потенциального барьера шири-
ны a и высоты U0. Найдите коэффициенты прохождения T (E) и
отражения R(E) частицы от указанных потенциалов; нарисуйте
графики. Существуют ли энергии, при которых ямы и барьеры
полностью прозрачны для падающих частиц? Если ”да”, то сфор-
мулируйте, чем определяются эти энергии. Если ”нет”, нарисуйте
котика.

В случае потенциальной ямы предложите способ оценки энергии
E0, выше которой квантовые ответы практически совпадают с
классическими. Какова эта энергия при прохождении электрона
сквозь наноскопический слой металла: a = 10 нм и U0 = 10 эВ?

13. Частица массы m свободно движется вдоль оси x с энергией E и
попадает в область действия δ-потенциала (см. задачу 4). Найди-
те коэффициенты прохождения T (E) и отражения R(E) части-
цы; нарисуйте графики.
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2-е ЗАДАНИЕ

УПРАЖНЕНИЯ

1. Как выглядят в импульсном представлении операторы коорди-
наты и импульса?

2. Воспользовавшись операторами понижения и повышения, â и â+,
найти средние значения операторов x̂2, x̂4 и x̂2k+1, а также p̂2, p̂4
и p̂2k+1 в n-м стационарном состоянии линейного гармонического
осциллятора. Обсудить величину ⟨x2⟩⟨p2⟩ в связи с соотношени-
ем неопределенностей. Вычислите ⟨x̂p̂⟩ и объясните полученный
ответ.

3. Найти явный вид операторов понижения и повышения, â(t) и
â+(t), для линейного гармонического осциллятора в представле-
нии Гайзенберга.

4. Доказать эрмитовость оператора орбитального момента.

5.C Раскройте следующие коммутаторы:[
l̂i, xj

]
,

[
l̂i, p̂j

]
,

[
l̂i, l̂j

]
,

[
l̂i, p̂

2
]
,

[
l̂i, (rp̂)

]
,[

l̂i, U(r)
]
,

[
l̂z, U(ρ)

]
(ρ =

√
x2 + y2),

[
l̂i, l

2
]
.

6.C Воспользовавшись явным видом матриц Паули, доказать спра-
ведливость следующих соотношений:

σkσl = δkl + ieklmσm,

(σA)(σB) = (AB) + i(σ[A×B]),

где A и B – произвольные векторы.

7.C Найти явный вид оператора eiα(σn).

8. Покажите, что два состояния, изображаемые на сфере Блоха
противоположными точками, ортогональны друг другу.

9. Построить матрицы операторов углового момента ĵx, ĵy, ĵz, а
также ĵ2, ĵ+ и ĵ− для квантовой системы с угловым моментом
j = 1. Как выглядят собственные векторы операторов ĵ2 и ĵz?
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10. Найти собственные значения и собственные векторы спинового
оператора ĵn = (̂jn) для квантовой системы с угловым моментом
j = 1.

11. Эрмитовый оператор с дискретным спектром f̂(λ) зависит от па-
раметра λ. Соответственно собственные значения, fn(λ), и соб-
ственные векторы, |n(λ)⟩, этого оператора также зависят от λ.
Доказать следующее соотношение:

∂fn(λ)

∂λ
= ⟨n|∂f̂(λ)

∂λ
|n⟩.

12. Потенциальная энергия взаимодействия двух частиц с массами
m1 иm2, U(|r1 − r2|), зависит только от расстояния между части-
цами. Запишите стационарное уравнение Шредингера, определя-
ющее волновую функцию состояния этих частиц с определенной
энергией E. Покажите, что для решения этого уравнения удобно
воспользоваться следующими переменными:

R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

, r = r1 − r2.

Какой вид принимает при этом волновая функция Ψ(r1, r2)?

13.C Релятивистские поправки к энергии стационарного состояния
|nlm⟩ атома водорода определяются средними значениями опе-
раторов p̂4 и 1/r3. Найти эти средние значения, а также средние
значения операторов 1/r и 1/r2 в состоянии |nlm⟩.

ЗАДАЧИ

1.C Как выглядит стационарное уравнение Шредингера для зада-
чи 4 из 1-го задания в импульсном представлении? Найти реше-
ние этого уравнения, описывающее связанное состояние части-
цы. Преобразуйте найденную волновую функцию частицы в им-
пульсном представлении в волновую функцию в координатном
представлении и удостоверьтесь в правильности ответа.

2.C Частица массы m движется в потенциале трехмерного изотроп-
ного осциллятора:

U(r) =
mω2r2

2
.
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Найти энергии уровней, кратности их вырождения, а также вол-
новые функции стационарных состояний, разделяя переменные:
(а) в декартовых координатах, (б) в сферических координатах.
Обсудить связь задачи с моделью ядерных оболочек и получить
первые магические числа: 2, 8, 20.
Сравните последовательность уровней 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d . . .
трехмерного изотропного осциллятора и атома водорода. Опре-
делите четности стационарных состояний. Может ли осциллятор,
находяшийся в состоянии с определенной энергией, обладать по-
стоянным (ненулевым) электрическим дипольным моментом?

3.C Исходя из свойств оператора углового момента ĵ и векторного
оператора Â при преобразованиях поворота, получить коммута-
ционные соотношения [

ĵi, Âk

]
= ieiklÂl.

Рассмотреть повороты: (а) изменяется физическая система, (б)
поворачивается система координат, а физическая система оста-
ется неизменной.

4.C Найти собственные значения и собственные векторы спинового
оператора σ̂n = (σ̂n), где n – единичный вектор с составляющи-
ми:

n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

Обсудите случаи, когда вектор n направлен вдоль осей x, y и z.
Пусть электрон находится в состоянии с проекцией спина на ось
z, равной 1/2. Найти вероятность того, что проекция спина этого
электрона на направление n равна 1/2 (или −1/2).

5.C Отрицательно заряженный мюон находится в связанном стаци-
онарном состоянии. В момент времени t = 0, когда ”включается”
магнитное поле H, направленное по оси x, спиновое состояние

мюона описывается функцией |χ(0)⟩ =
(

1
0

)
. Какой функцией

|χ(t)⟩ описывается спиновое состояние мюона во все последую-
щие моменты времени в представлении Шредингера? Как вы-
глядит оператор спина мюона ŝ(t) в представлении Гайзенберга?
Найти вектор поляризации мюона P(t) = 2⟨χ|ŝ|χ⟩ как функцию
времени, пользуясь представлениями Шредингера и Гайзенберга.
Какое движение совершает в пространстве вектор P(t)? Меняет-
ся ли во времени длина |P(t)| вектора поляризации?
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6. Найти уровни энергии частицы с орбитальным моментом l = 0 в
трехмерной потенциальной яме:

U(r) =

{
−U0, r < a,
0, r > a.

7.C Частица массы m движется в трехмерной потенциальной яме с
”плоским” дном и бесконечно высокими стенками:

U(r) =

{
0, r < a,
∞, r > a.

Найти уровни энергии и волновые функции стационарных со-
стояний. Сравнить последовательность уровней 1s, 2s, 2p, 3s, 3p,
3d. . . в этой задаче с тем, что получалось для трехмерного изо-
тропного осциллятора и атома водорода.

8.∗ Частица массы m движется в мелкой двумерной потенциальной
яме с ”плоским” дном:

U(ρ) =

{
−U0, ρ < a,
0, ρ > a.

Покажите, что при сколь угодно малом U0 существует связан-
ное стационарное состояние частицы в этом потенциале. Найти
энергию этого состояния.

9. Как выглядит стационарное уравнение Шредингера для ато-
ма водорода в импульсном представлении? Как выглядит реше-
ние этого уравнения, отвечающее минимальной энергии (волно-
вая функция основного состояния атома водорода в импульсном
представлении)? Найти среднее значение операторов r2, r−1 и p̂2

для основного состояния атома водорода.

10.C Атом водорода находится в стационарном состоянии с главным
квантовым числом n = 2. Может ли он обладать постоянным
(ненулевым) электрическим дипольным моментом? Если ”да”, то
каково максимальное значение дипольного момента атома d =
= ⟨ψ|er|ψ⟩? Как выглядит волновая функция ψ(r), описываю-
щая состояние с максимальным электрическим дипольным мо-
ментом?

11.C Частица массы m совершает финитное движение в одномерном
потенциале U(x). Воспользовавшись квазиклассическим прибли-
жением, найдите уровни энергии и нормированные волновые
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функции связанных состояний для случаев:

(а) U(x) = mω2x2/2,

(б) U(x) =

{
∞, x < 0,
mω2x2/2, x > 0.

В случае (а) (одномерный гармонический осциллятор) приведите
волновые функции в квазиклассическом приближении к такому
виду, чтобы было ясно, что они обладают нужной четностью.
Для первых трех состояний постройте графики волновых функ-
ций, найденных в квазиклассическом приближении, и сравните
их с графиками точных волновых функций.

12. Частица массы m совершает финитное движение в одномерном
потенциале:

U(x) =

{
+∞, x < 0
Fx, x > 0.

Воспользовавшись квазиклассическим приближением, найдите
уровни энергии и нормированные волновые функции связанных
состояний. Обсудите связь этой задачи с квантованием энергии
движения нейтрона в гравитационном поле Земли вблизи по-
верхности, отражающей нейтроны (многие вещества отталкива-
ют нейтроны с энергиями менее 100 нэВ; такие нейтроны назы-
вают ультрахолодными). Найдите энергии первых трех уровней
ультрахолодных нейтронов в гравитационном поле Земли.

13. В квазиклассическом приближении вычислите коэффициент про-
хождения для прямоугольного барьера из задачи 12 первого за-
дания. Сравните полученный результат с точным ответом. Ука-
жите, при выполнении какого условия и с какой точностью ква-
зиклассический результат соответствует точному.

14.C Частица массы m c энергией E ”заперта” в области r < r0, где
U(r) = −U0, высоким потенциальным барьером:

U(r) = 2Ze2/r, r > r0; E ≪ 2Ze2/r0.

Воспользовавшись квазиклассическим приближением, найдите
коэффициент прохождения сквозь барьер. Обсудите связь этой
задачи с элементарной теорией α-распада и получите закон
Гейгера–Неттола.
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15. Частица массы m совершает финитное движение в одномерном
потенциале U(x); En – энергии стационарных состояний. Вос-
пользовавшись квазиклассическим приближением, найдите из-
менения δEn энергий стационарных состояний при малом изме-
нении потенциала: U(x) → U(x) + δU(x).

Задачи и упражнения со значком C необходимо рассмотреть на семи-
наре.
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 1 и ЗАДАНИЕ 1
(cрок проведения и сдачи 15–20 марта)

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 2 и ЗАДАНИЕ 2
(cрок проведения и сдачи 10–15 мая)
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Тел. (495) 408-58-22, е-mail: rio@mipt.ru 

___________________________________________________________ 
Отдел оперативной полиграфии «Физтех-полиграф» 

141700, Московская обл., г. Долгопрудный, Институтский пер., 9 

Тел. (495) 408-84-30, е-mail: polygraph@mipt.ru 
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