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1. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà è òåîðåìà îá îòäåëèìîñòè â ëèíåéíîì íîðìèðî-

âàííîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñîïðÿæ�åííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà Ðèññà�Ôðåøå î ïðåäñòàâëåíèè ñî-

ïðÿæ�åííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

3. Cëàáàÿ òîïîëîãèÿ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå è ñëàáàÿ* òîïîëîãèÿ â

ñîïðÿæ�åííîì ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ñëàáî* íåïðåðûâ-

íîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.

4. Òåîðåìà Ìàçóðà î ñëàáîì çàìûêàíèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íîðìèðîâàí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà.

5. Òåîðåìà Áàíàõà�Àëàîãëó. Ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òåîðå-

ìà î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè çàìêíóòîãî øàðà â ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

6. Îïåðàòîð, ñîïðÿæ�åííûé ê ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó. Ðàâåí-

ñòâî íîðì ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà è åãî ñîïðÿæ�åííîãî.

7. Ñâÿçü ÿäðà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

åãî ñîïðÿæ�åííîãî. Ñâÿçü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî

îïåðàòîðà è ÿäðà åãî ñîïðÿæ�åííîãî.

8. Áàíàõîâû àëãåáðû. Áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-

ðîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

9. Ñïåêòð è ðåçîëüâåíòà ýëåìåíòà áàíàõîâîé àëãåáðû. Òåîðåìà î ñïåêòðàëü-

íîì ðàäèóñå. Òåîðåìà Ãåëüôàíäà�Ìàçóðà.

10. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà è òåîðåìà î ñïåêòðå äëÿ êîìïàêòíîãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

11. Ýðìèòîâî�ñàìîñîïðÿæ�åííûå ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñâîéñòâà èõ ñïåêòðà. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèä-

òà.

12. Èäåàëû è ãîìîìîðôèçìû â áàíàõîâîé àëãåáðå. Ìíîæåñòâî ìàêñèìàëü-

íûõ èäåàëîâ è ñïåêòð ýëåìåíòà áàíàõîâîé àëãåáðû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëü-

ôàíäà.

13. Èíâîëþöèÿ è B∗�àëãåáðû, òåîðåìà Ãåëüôàíäà�Íàéìàðêà. Ýðìèòîâû

(ñàìîñîïðÿæ�åííûå) ýëåìåíòû B∗�àëãåáðû è èõ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

14. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå êàêB∗�àëãåáðà. Îãðàíè÷åííûå íîðìàëüíûå, ñàìîñîïðÿæ�åííûå,

óíèòàðíûå îïåðàòîðû. Îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû.

15. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îãðàíè÷åííûõ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îãðàíè÷åííîãî íîðìàëü-

íîãî îïåðàòîðà.
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ÇÀÄÀÍÈß

Ëèòåðàòóðà

1. Âëàñîâ Â. Â., Êîíîâàëîâ Ñ. Ï., Êóðî÷êèí Ñ. Â., Çàäà÷è ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëè-

çó. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2000.

ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ñîïðÿæ�åííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà è Ðèññà�

Ôðåøå

� 9: 1; 3; 4; 5; 7; 9; 11.

II. Ñëàáàÿ è ñëàáàÿ* òîïîëîãèÿ

� 10: 3; 4; 6; 7; 14.

1.1. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

ðåôëåêñèâíî.

1.2. Äîêàçàòü, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâåX ñëàáîå çàìûêàíèå ñôåðû S1(0) = { x ∈ X : ∥x∥ = 1 } ðàâíî øàðó
B1(0) = { x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1 }.
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1.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ S1(0), ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ, òî

ñëàáîå ñåêâåíöèàëüíîå çàìûêàíèå ñôåðû S1(0) ðàâíî øàðó B1(0).

1.4. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòü, ÷òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ â X è ñëàáàÿ* òîïîëîãèÿ â X∗ íåìåò-

ðèçóåìû.

1.5. Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ ℓ∞ âèäà

xn(k) = cos(k) äëÿ k ≤ n; xn(k) = sin(k) äëÿ k > n,

íà ñëàáóþ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå ℓ∞. Ðàññìàòðèâàÿ ℓ∞ êàê ñîïðÿ-

æ�åííîå ê ïðîñòðàíñòâó ℓ1, èññëåäîâàòü â í�åì ñëàáóþ* ñõîäèìîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè xn.

1.6. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèîíàëà f ∈ ℓ∗∞, íå äîñòèãàþùåãî ñâîåé íîðìû.

1.7. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, òàêîãî,

÷òî çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â åãî ñîïðÿæ�åííîì ïðîñòðàíñòâå X∗ íå

ÿâëÿåòñÿ ñëàáî* ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì.

1.8. Äîêàçàòü, ÷òî â ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X çàìêíóòûé

åäèíè÷íûé øàð B1(0) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì.

1.9. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X åãî çàìêíó-

òîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâó-

åò y ∈M , òàêîé, ÷òî ∥x− y∥ = ρ(x,M).

1.10. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Y � ëèíåéíîå íîð-

ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð A ∈ L(X,Y ). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî A(B1(0)) ñèëüíî çàìêíóòî â Y .

III. Ñîïðÿæ�åííûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

� 11: 1; 3; 10; 12.

1.11. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A : L2(0,+∞) → c âèäà

(Ax)(k) =

k∫
0

x(t)

1 + t
dt, ∀ k ∈ N, ∀x ∈ L2[0,+∞)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, è íàéòè åãî ñîïðÿæ�åííûé. Èññëåäîâàòü ìíîæå-

ñòâî A(B1(0)) íà âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü è çàìêíóòîñòü â ïðîñòðàíñòâå c.
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1.12. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A : ℓ1 → L3(0,+∞) âèäà

(Ax)(t) =
∞∑
k=1

x(k)√
k +

√
t
, ï. â. t > 0, ∀x ∈ ℓ1

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, è íàéòè åãî ñîïðÿæ�åííûé. Èññëåäîâàòü ìíîæå-

ñòâî A(B1(0)) íà âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü è çàìêíóòîñòü â ïðîñòðàíñòâå

L3(0,+∞).

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Áàíàõîâû àëãåáðû

2.1. Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà, x ∈ A, y ∈ A.

à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x è xy îáðàòèìû â A, òî îáðàòèì è y;

á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xy è yx îáðàòèìû â A, òî îáðàòèìû x è y;

â) Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî ìîæåò áûòü xy = e ̸= yx (íàïðèìåð, ðàñ-

ñìîòðèòå îïåðàòîðû ïðàâîãî è ëåâîãî ñäâèãà â ℓ1);

ã) Åñëè dimA < +∞, òî yx = e ðàâíîñèëüíî xy = e;

ä) Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò e − yx îáðàòèì, åñëè îáðàòèì ýëåìåíò e − xy

(åñëè z = (e− xy)−1, òî ðàññìîòðèòå e+ yzx);

å) Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ ∈ σ(xy) è λ ̸= 0. Äîêàçàòü, ÷òî λ ∈ σ(yx).

Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî σ(xy) ìîæåò ñîäåðæàòü íîëü, òîãäà êàê

σ(yx) íóëÿ íå ñîäåðæèò;

�å) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x îáðàòèì, òî σ(xy) = σ(yx);

æ) Äîêàçàòü, ÷òî xy è yx âñåãäà èìåþò îäèí è òîò æå ñïåêòðàëüíûé

ðàäèóñ (âîñïîëüçóéòåñü (xy)n = x(yx)n−1y);

ç) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè P (x) = 0 äëÿ êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà P , òàêîãî,

÷òî P (0) ̸= 0, òî x îáðàòèì.

2.2. Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà, ìíîæåñòâî

G(A) =
{
x ∈ A : ∃x−1 ∈ A

}
.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G(A) îòêðûòî â A;

á) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè x ìíîæåñòâà G(A) è äëÿ

ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ G(A), ñõîäÿùåéñÿ ê x, âûïîëíåíî∥∥x−1
n

∥∥ → ∞ ïðè n→ ∞.
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2.3. Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà, òàêàÿ, ÷òî

∃M > 0 ∀x, y ∈ A ⇒ ∥x∥ ∥y∥ ≤M∥xy∥.

Äîêàçàòü, ÷òî A èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà C.

2.4. Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà, x ∈ A. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà V ⊂ C âèäà σ(x) ⊂ V ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0, òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ A âèäà ∥y − x∥ < δ âûïîëíåíî σ(y) ⊂ V .

II. Ñïåêòð è ðåçîëüâåíòà

� 7: 1; 7; 11; 13; 15.

� 11: 9.

2.5. Íàéòè ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà Âîëüòåððà A : L2[0, 1] → L2[0, 1]

âèäà

(Af)(x) =

x∫
0

f(t) dt, x ∈ [0, 1], f ∈ L2[0, 1].

2.6. Ïóñòü ÷èñëî a ̸= 0. Íàéòè ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè

Ta : L2(R) → L2(R) âèäà (Taf)(x) = f(x + a) äëÿ âñåõ f ∈ L2(R) è ï. â.

x ∈ R.

III. Ýðìèòîâî�ñàìîñîïðÿæ�åííûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

� 11: 5; 7; 11; 13.

� 12: 18.

2.7. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð A ∈ L(H). Ïóñòü îïå-

ðàòîð A∗A êîìïàêòåí. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòíûì.

2.8. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð èíâåðñèè J : L2(R) → L2(R) âèäà

(Jf)(x) = f(−x), x ∈ R, f ∈ L2(R),

ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâî�ñàìîñîïðÿæ�åííûì, è íàéòè åãî ñïåêòð è ðåçîëüâåí-

òó.

2.9. Ïóñòü A : L2[0, 1] → L2[0, 1] � îïåðàòîð Âîëüòåððà (ñì. çàäà÷ó 12.18).

Íàéòè ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó ýðìèòîâî�ñàìîñîïðÿæ�åííûõ îïåðàòîðîâA∗A

è AA∗.

IV. Èäåàëû è ãîìîìîðôèçìû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà
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2.10. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C1[0, 1] ñ íîðìîé

∥f∥c1 = ∥f∥c + ∥f ′∥c

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî

óìíîæåíèÿ. Íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ýòîé áàíàõîâîé àë-

ãåáðû. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C1[0, 1] íàéòè å�å ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëü-

ôàíäà f̂ .

2.11. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

ℓ1 =

{
x : Z → C

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

|x(k)| < +∞

}
ñ íîðìîé ∥x∥1 =

∞∑
k=−∞

|x(k)|

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

(xy)(n) =

+∞∑
k=−∞

x(n− k)y(k), n ∈ Z, x, y ∈ ℓ1.

Äîêàçàòü, ÷òî ℓ1 ñ òàêèì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíà-

õîâîé àëãåáðîé. Íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ýòîé áàíàõîâîé

àëãåáðû. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ ℓ1 íàéòè åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëü-

ôàíäà x̂.

2.12. Ïócòü A � áàíàõîâà àëãåáðà, ýëåìåíòû x ∈ A è y ∈ A òàêîâû, ÷òî

xy = yx. Äîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ýëåìåíòà x + y íå ïðå-

âîñõîäèò ñóììû ñïåêòðàëüíûõ ðàäèóñîâ x è y, à ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ýëåìåíòà xy íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ðàäèóñîâ x è y.

V. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

2.13. Íàéòè ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ýðìèòîâî�ñàìîñîïðÿæ�åííîãî îïå-

ðàòîðà èíâåðñèè J : L2(R) → L2(R) (ñì. çàäà÷ó 2.8).

2.14. Ïóñòü A : L2[0, 1] → L2[0, 1] � îïåðàòîð Âîëüòåððà (ñì. çàäà÷ó 12.18

èëè çàäà÷ó 2.5). Íàéòè ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýðìèòîâî�ñàìî-

ñîïðÿæ�åííûõ îïåðàòîðîâ A∗A è AA∗.

2.15. Ïóñòü ôóíêöèÿ h ∈ L∞[0, 1], ëèíåéíûé îïåðàòîð A : L2[0, 1] → L2[0, 1]

èìååò âèä

(Af)(x) = h(x)f(x) ï. â. x ∈ [0, 1], ∀ f ∈ L2[0, 1].

Äîêàçàòü, ÷òî A � íîðìàëüíûé îïåðàòîð, íàéòè åãî íîðìó, ñïåêòð (óêà-

çàâ âñå êîìïîíåíòû ñïåêòðà) è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå.
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2.16. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü íîðìàëüíûé îïåðàòîð

A ∈ L(H) èìååò ñ÷�åòíûé ñïåêòð

σ(A) =
{
λk

}∞
k=1

è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå E. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð y ∈ ImA åñëè è

òîëüêî åñëè

y ∈ (KerA)⊥ è
∑

k:λk ̸=0

∥∥E(λk)y
∥∥2

|λk|2
< +∞.

2.17. ÏóñòüH� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî îñòàòî÷íûé ñïåêòð

íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ L(H) ïóñò.

2.18. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî

òî÷å÷íûé ñïåêòð íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ L(H) íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòåí.

2.19. Ïóñòü íîðìàëüíûé îïåðàòîð A ∈ L(H) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H òàêîâ, ÷òî |A| = |A − I|, ãäå I - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H. Äëÿ

ëþáîãî x ∈ H íàéòè (A+A∗)(x).

2.20. Íàéòè ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà òðàíñëÿ-

öèè Ta : L2(R) → L2(R) (ñì. çàäà÷ó 2.6). Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà |T+T ∗|
è êëàññèôèöèðîâàòü åãî êîìïîíåíòû.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ê.ô.-ì. í., äîöåíò Ð.Â. Êîíñòàíòèíîâ
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1. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåç-

êå. Ìåòîä Ôóðüå. Ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé çàäà÷è íà êîíå÷íîì îòðåçêå

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ìåòîä ðàç-

äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ îäíîðîäíîãî è íåîäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèé. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

íà÷àëüíîãî è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è ïðè íåîä-

íîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

2. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû íà îòðåç-

êå. Ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ñòðóíû ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöà-

ìè. Åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ (ìåòîä èíòåãðàëà ýíåðãèè). Ïîñòðîåíèå

ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ôóðüå (ñëó÷àè îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèé). Îáîñíîâàíèå ìåòîäà, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ. Ñóùåñòâî-

âàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

3. Ôóíêöèè Áåññåëÿ è èõ ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷ íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êðóãëîé ìåìáðàíû. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóãå ïðè

îäíîðîäíîì êðàåâîì óñëîâèè Äèðèõëå. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà è èõ

ñâîéñòâà. Ôóíêöèè Áåññåëÿ, íåîãðàíè÷åííûå â íóëå. Ïðåäñòàâëåíèå ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðóãëîé ìåìáðàíû ñ çàêðåï-

ë¼ííûìè êðàÿìè ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ. Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé è ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

(áåç äîêàçàòåëüñòâà).

4. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà â R3. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D(Rn). Ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ôóíêöèé â D(Rn). Ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé

D′(Rn), ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç D′(Rn). Ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè è ðåãóëÿðíûå îáîáù¼ííûå ôóíêöèè. Äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ Ëàïëàñà â R3.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â R3 è èõ ñâîéñòâà. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìà è ìèíèìóìà.

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, åäèíñòâåííîñòü

êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå; ðåøåíèå çà-

äà÷è Äèðèõëå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà. Ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè

Ãðèíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ øàðà. Ôîðìóëà Ïóàñ-
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ñîíà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå. Òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ, òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé. Ïðåîáðàçîâàíèå Êåëüâèíà. Ðåãóëÿðíîñòü ïîâåäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîñòàíîâêà âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â R3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âíåøíèõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåé-

ìàíà â R3.

5. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â R3. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå Ëà-

ïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè êàê ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè íà åäèíè÷íîé ñôåðå S1.

Øàðîâûå ôóíêöèè (ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ëåæàíä-

ðà. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà è ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Âûðà-

æåíèå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé

â L2(S1). Ðåøåíèå çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà â øàðå è øàðîâîì ñëîå â

ôîðìå ðÿäîâ ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì.

6. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòî-

ðîãî ðîäà. Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåïðåðûâíûìè è

ïîëÿðíûìè ÿäðàìè â ïðîñòðàíñòâå C(G). Ñîþçíîå óðàâíåíèå. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòî-

ðà.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè. Ñâåäåíèå èõ ê ñè-

ñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà â ýòîì

ñëó÷àå.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè è ïîëÿðíûìè ÿäðàìè. Óðàâ-

íåíèå ñ ìàëûì ïî íîðìå îïåðàòîðîì. Ðÿä Íåéìàíà.

Ñâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëÿðíûìè ÿäðàìè ê óðàâíåíèÿì ñ

âûðîæäåííûìè ÿäðàìè. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà â îáùåì ñëó÷àå.

Óðàâíåíèÿ ñ ýðìèòîâûìè ÿäðàìè. Ñèììåòðè÷íîñòü èíòåãðàëüíîãî îïå-

ðàòîðà ñ ýðìèòîâûì ÿäðîì. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ÷èñåë. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà äëÿ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè

ýðìèòîâûìè ÿäðàìè.

7. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Øòóðìà�Ëèó-

âèëëÿ; å¼ ñóùåñòâîâàíèå, ñèììåòðè÷íîñòü, íåïðåðûâíîñòü. Ñâåäåíèå çà-

äà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ýðìèòîâûì ÿä-

ðîì. Ñâîéñòâà ñïåêòðà è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ñòåêëîâà.
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8. Ïîòåíöèàëû. Îáúåìíûé ïîòåíöèàë è åãî ñâîéñòâà. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî

ñëîÿ, åãî íåïðåðûâíîñòü â R3. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ. Ôîðìóëà Ãàóññà,

ñêà÷îê ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü. Ïðà-

âèëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ôîðìóëà

äëÿ ñêà÷êà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.

Ñâåäåíèå çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ïîñðåä-

ñòâîì ïîòåíöèàëîâ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðî-

äà íà ãðàíèöå. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå

è âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà.

Ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å èçä. �Ìîñêâà : Íàóêà,

1988.

2. ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ., ÆàðèíîâÂ.Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2-å èçä. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2008.

3. ÒèõîíîâÀ.Í., ÑàìàðñêèéÀ.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 7-å èçä. �

Ìîñêâà : Èçä-âî ÌÃÓ, Íàóêà, 2004.

4. ÏåòðîâñêèéÈ. Ã. Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � 3-å èçä. �

Ìîñêâà : Ôèçìàòãèç, 1961.

5. ÓðîåâÂ.Ì. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. �Ìîñêâà : ÌÖÍÌÎ, 2001.

6. ÏàëüöåâÁ.Â. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè: ó÷åá.-ìåòîä. ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2000.

7. ÇóáîâÂ.È. Ôóíêöèè Áåññåëÿ: ó÷åá.-ìåòîä. ïîñîáèå. �Ìîñêâà : ÌÔÒÈ, 2007.

ÇÀÄÀÍÈß

Âñå íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû ïî êíèãå: Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï., Ìèõàéëîâà Ò.Â.,

Øàáóíèí Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 5-å èçä., ïåðå-

ðàá. è äîï. �Ìîñêâà : Ôèçìàòëèò, 2016.

Çàìå÷àíèÿ

1. Çàäà÷è ñ ïîä÷¼ðêíóòûìè íîìåðàìè ðåêîìåíäîâàíî ðàçîáðàòü íà ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

2. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå *, ÿâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ.
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ÏÅÐÂÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 15�20 ìàðòà)

I. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà îòðåçêå. Ìåòîä

Ôóðüå

1. 20.50(1,á); 20.14(4); 20.56(5); 20.16(5); 20.3(3).

2. Ðåøèòü ñìåøàííûå çàäà÷è:

à) utt = uxx − 2 cos 3t, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π cos 3t, t ≥ 0,

u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ π;

á) ut = uxx + e−9t(2πx+ 1− 9t), 0 < x < π
2 , t > 0,

u|x=0 = te−9t, ux|x=π
2
= π, t ≥ 0,

u|t=0 = πx− sinx, 0 ≤ x ≤ π
2 ;

â) 4utt = uxx + u− x− 3
4 cos

x
2 , 0 < x < π, t > 0,

u|t=0 = x+ cos x
2 , ut|t=0 = π − x, x ∈ [0, π],

ux|x=0 = 1, u|x=π = π, t ≥ 0;

ã) ut = uxx − u+ 1
2π t(x

2 − 2), 0 < x < π, t > 0,

u|t=0 = cosx, x ∈ [0, π],

ux|x=0 = 0, ux|x=π = t, t ≥ 0.

II. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ìåòîä Ôóðüå

1. 20.59; 20.22; 20.21.

III. Ôóíêöèè Áåññåëÿ è èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äëÿ

êðóãëîé ìåìáðàíû

1. 20.34(2); 20.37(2); 20.62(2); 20.60(2); 20.38*.

2. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, è ïóñòü

−∆uk = λkuk, (x, y) ∈ D,
∂uk
∂n

∣∣∣∣
∂D

= 0,

uk ∈ C2(D) ∩ C1(D), uk ̸≡ 0, k = 1, 2, λ1 ̸= λ2.

Äîêàçàòü, ÷òî ∫∫
D

u1(x, y)u2(x, y) dx dy = 0.

3. Ïóñòü 0 < µ1 < µ2 < . . . � êîðíè óðàâíåíèÿ J ′
2(µ) = 0. Ñ ïîìîùüþ

ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàçàòü, ÷òî∫ 1

0

rJ2(µmr)J2(µnr) dr = 0, åñëè m ̸= n.

4. Íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè u(x, y) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ çàäà÷è

−∆u = λu, (x, y) ∈ D =
{
(x, y) : y > 0, x2 + y2 < R2

}
, u|∂D = 0.
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5. Ðåøèòü ñìåøàííûå çàäà÷è (f(r) è g(r) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè):

à) utt = 4∆u+ f(r) cos2 φ, (t > 0, r < 3, 0 ≤ φ ≤ 2π),

u|r=3 = 0, (t ≥ 0, 0 ≤ φ ≤ 2π),

u|t=0 = ut|t=0 = 0, (r ≤ 3, 0 ≤ φ ≤ 2π), f(3) = 0;

á) ut =
1
9∆u− 2u+ e−tf(r) sin 3φ, (t > 0, r < 4, 0 ≤ φ ≤ 2π),

u|r=4 = 0, (t ≥ 0, 0 ≤ φ ≤ 2π),

u|t=0 = g(r) · sin 2φ, (r ≤ 4, 0 ≤ φ ≤ 2π),

f(4) = 0, g(4) = 0;

â) ut = 9∆u− 2u+ J2

(
µ
(2)
3

2 r

)
cos 2φ, (t > 0, r < 2, 0 ≤ φ ≤ 2π),

u|r=2 = 0, (t ≥ 0, 0 ≤ φ ≤ 2π),

u|t=0 = g(r) · cos(2φ+ π/4), (r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π),

g(2) = 0, µ
(2)
3 � ïîëîæèòåëüíûé íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà

J2(x).

6. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ êðóãà:

ut = ∆u, t > 0, r < 2, 0 ≤ φ ≤ 2π;

u|t=0 = (r − 2)2, r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π;

u|r=2 = 16t sin 5φ, t ≥ 0, 0 ≤ φ ≤ 2π.

IV. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà â R3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è

Äèðèõëå

1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ E(x) = − 1
4π|x| ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â R3.

2. 17.1(1,2); 17.2(1,2); 17.7; 17.4(1,2,7); 17.8(2).

3. Íàéòè îãðàíè÷åííûå â D = {x = (x1, x2, x3): x1 ∈ R1, x2 > 0, x3 > 0}
ðåøåíèÿ çàäà÷:

à) ∆u = 0, x ∈ D, u|x2=0 = 0, u|x3=0 = cos 4x1 · sin 3x2;
á) ∆u = 0, x ∈ D, ux2 |x2=0 = 0, u|x3=0 = (x21 + x22 + 1)−1/2.

ÂÒÎÐÎÅ ÇÀÄÀÍÈÅ
(ñðîê ñäà÷è 10�15 ìàÿ)

I. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

1. 5.20; 5.22; 5.23(4,8); 5.25(2).

2. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà èíòåãðàëü-

íîãî îïåðàòîðà è ðåøèòü ïðè âñåõ λ óðàâíåíèå

u(x) = λ

∫ π/2

−π/2

(sinx+ y cosx)u(y) dy + f(x),

16



−π/2 ≤ x ≤ π/2, f(x) ∈ C
([

−π
2
,
π

2

])
.

Íàéòè óñëîâèÿ åãî ðàçðåøèìîñòè ïðè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ λ,

à òàêæå åãî ðåçîëüâåíòó R(x, y;λ). Ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü

òåîðåì Ôðåäãîëüìà íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è.

3. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

u(x) =
30

115

∫ 1

0

(
e

x2+y2

2 − cos(x+ 2y)

)
u(y) dy +

95

1 + x2
, 0 ≤ x ≤ 1.

4. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà è ðåøèòü

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ λ, a, b óðàâíåíèå:

u(x) = λ

∫ +π/2

−π/2

(|y| sin |x|+ |x|y)u(y)dy + a|x|+ bx, x ∈ [−π
2
,+

π

2
].

5. 5.34; 5.41(1,4); 5.43(2); 5.44*.

II. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

1. 15.1(4,5); 15.4(1,2); 15.21(2,4); 15.15(1,7); 15.17.

2. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà ñâåñòè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ çàäà÷ó

x2y′′ − xy′ + y = λx3y + f(x), 1/2 < x < 1,

2y (1/2)− y′ (1/2) = 0, y(1) = 0.

III. Ïîòåíöèàëû

1. 18.6(5); 18.7(1); 18.16; 18.19(1); 18.22(1); 18.33(1).

2. Ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëîâ ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

âíóòðè è âíå øàðà |x| < R â R3.

Óêàçàíèå. Ðåøåíèå ðåêîìåíäóåòñÿ èñêàòü â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ

ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.

Ñîñòàâèòåëü çàäàíèÿ ä.ô.-ì. í., ïðîôåññîð Â.È. Çóáîâ
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1. Жесткие задачи Коши для систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений (ЖС ОДУ). Методы численного решения жестких систем 

ОДУ: одношаговые (неявные методы Рунге–Кутты, методы 

Розенброка) и многошаговые (формулы дифференцирования назад). 

*Методы Гира в представлении Нордсика. *Исследование схем на  

А-устойчивость, L–устойчивость . 

2. Численные методы решения краевых задач для ОДУ. Методы 

решения линейных краевых задач (метод построения общего 

решения, конечно-разностный метод для линейного уравнения 

второго порядка, прогонка). Методы решения нелинейных краевых 

задач (метод стрельбы, метод квазилинеаризации). *Метод конечных 

элементов. Задача на собственные значения (Штурма–Лиувилля). 

*Понятие жесткой краевой задачи.  

3. Численные методы решения задач, описываемых 

дифференциальными уравнениями в частных производных. Методы  

построения аппроксимирующих разностных уравнений для 

уравнений в частных производных. Аппроксимация, устойчивость, 

сходимость. Исследование разностных схем на устойчивость. 

Принцип максимума, спектральный признак устойчивости, принцип 

замороженных коэффициентов. *Элементы теории Самарского об 

исследовании устойчивости двухслойных схем на основе 

энергетических неравенств. 

4.  Численные методы решения уравнений в частных производных 

гиперболического типа на примере уравнения переноса и волнового 

уравнения. *Теорема Годунова о связи порядка аппроксимации и 

монотонности для линейных разностных схем. 

5. Корректная постановка краевых условий для системы уравнений с 

частными производными гиперболического типа. Характеристики, 

инварианты Римана. Разностные схемы для характеристической 

формы записи системы. Нелинейное уравнение Хопфа. *Понятие о 

сильных и слабых разрывах, скорость движения сильного разрыва. 

6. Численные методы решения линейных уравнений в частных 

производных параболического типа. *Квазилинейное уравнение 

теплопроводности и его автомодельное решение.  

Численное решение многомерных уравнений теплопроводности. 

Методы расщепления. 

7. Численные методы решения уравнений в частных производных 

эллиптического типа. Разностная схема «крест» для численного 

решения уравнений Лапласа, Пуассона. Итерационные методы для 

численного решения возникающих систем линейных уравнений. 

Принцип установления для решения стационарных задач. *Оценка 
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количества итераций, необходимых для достижения заданной 

точности при использовании различных методов.  

8. *Введение в методы решения уравнений газовой динамики. 

 

Литература 

(Основная) 

1. Рябенький В.С. Введение в вычислительную математику. – Москва : Наука–

Физматлит, 1994. – 335 с.; 3-е изд. Москва : Физматлит, 2008. — 288 с. 

(Физтеховский учебник). 

2. Федоренко Р.П. Введение в вычислительную физику / под редакцией А. И. 

Лобанова. – 2-е изд. – Москва : Изд-во МФТИ, 1994. – 528 с.,   

Долгопрудный: Интеллект, 2008. 504 с. (Физтеховский учебник). 

3. Лобанов А.И., Петров И.Б. Лекции по вычислительной математике. – Москва 

: Интернет–Университет информационных технологий, 2006. — 522 с. 

4. Аристова Е.Н., Лобанов А.И. Практические занятия по вычислительной 

математике в МФТИ. Часть II. – Москва : МФТИ, 2015. – 310 с. 

 

(Дополнительная) 

1. Калиткин Н.Н. Численные методы. – Санкт-Петербург : БХВ-Петербург, 

2011. – 592 с. 

2. Лабораторный практикум «Основы вычислительной математики». 2-е изд, 

исправленное и дополненное / В. Д. Иванов, В. И. Косарев, А. И. Лобанов, 

И. Б. Петров, В. Б. Пирогов, В. С. Рябенький, Т. К. Старожилова, 

А. Г. Тормасов, С. В. Утюжников, А. С. Холодов. – Москва : Изд-во МЗ-пресс, 

2003. – 196 с. 

3. Хайрер Э., Ваннер Г. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Жесткие и дифференциально-алгебраические задачи. – Москва : Мир, 1999. – 

685 с. 

4.  Самарский А А., Гулин А В. Численные методы. – Москва : Наука, 1989. 

 

Аудиторная контрольная работа — вторая декада марта 

 

Задание 1 (срок сдачи –– вторая неделя марта) 
 

Задачи из пособия [4].  

IX.7.7, IX.7.11*, IX.7.15 7), IX.7.18, IX.7.19, IX.7.20, 

X.7.1, X.7.2, X.7.3, X.7.4, X.7.5, X.7.10, X.7.12, X.7.13, X.7.19, X.8.12, 

XI.8.1, XI.8.2 в, XI.8.3, XI.8.4 в, д, XI.8.5, XI.8.10 б, XI.9.1, XI.9.3. 

*Одна задача из раздела X.9 или XI.9 по согласованию с преподавателем 

*Лабораторные работы по курсу «Вычислительная математика»: 

1. Жесткая задача Коши для систем ОДУ. 

2. Краевая задача для систем ОДУ. 
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Потоковая контрольная работа — первая декада мая 

 

Задание 2 (срок сдачи 20–31 апреля) 
 

Задачи из пособия [4].  

XII.7.1, XII.7.2, XII.7.3, XII.7.4, XII.7.6, XII.7.8, XII.7.15, XII.7.19, XII.7.27, 

XIII.7.3, XIII.8.2, XIII.9.1, XIII.9.2, XIII.9.7, XIII.9.8, XIII.9.9, XIII.9.17, 

XIV.7.3, XIV.8.5, XIV.9.1, XIV.9.2 в,г,ж, XIV.9.6, XIV.9.8 (кабаре), 

XIV.9.11 а, XIV.9.14 б, 

XV.6.3, XV.7.1, XV.7.4 

* Лабораторные работы по курсу «Вычислительная математика»: 

1. Уравнение переноса. 

2. Уравнение теплопроводности. 

4.* Курсовая работа – самостоятельная реализация разностной схемы для 

нелинейного уравнения в частных производных или системы нелинейных 

уравнений в частных производных (по согласованию с преподавателем). 
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КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА

I. Введение
Экспериментальные предпосылки возникновения квантовой тео-

рии. Гипотезы Планка и Эйнштейна. Гипотеза де Бройля. Волновая
функция и ее физическая интерпретация. Волновой пакет. Принцип
линейной суперпозиции состояний. Уравнение Шредингера.

II. Математический аппарат
квантовой теории

Состояния физической системы как векторы гильбертова простран-
ства. Динамические переменные – эрмитовы операторы в простран-
стве состояний. Проблема собственных значений эрмитовых операто-
ров. Понятие о дискретном и непрерывном спектре. Вероятностная
интерпретация коэффициентов разложения по собственным векторам.
Формула для вычисления среднего значения физической величины.

Соотношение неопределенностей для динамических переменных,
представляемых некоммутирующими операторами. Одновременная из-
меримость физических величин.

III. Временная эволюция физической
системы

Представление Шредингера и представление Гайзенберга. Гайзен-
берговские уравнения движения. Квантовые скобки Пуассона. Фун-
даментальные коммутационные соотношения. Интегралы движения в
квантовой теории. Теоремы Эренфеста.

IV. Уравнение Шредингера и его свойства
Элементы теории представлений. Координатное и импульсное пред-

ставления. Временное уравнение Шредингера. Уравнение непрерывно-
сти. Плотность вероятности и плотность тока вероятности. Нормиров-
ка волновой функции в случае дискретного и непрерывного спектра.
Стационарное уравнение Шредингера.

V. Одномерное движение
Свободная частица. Потенциальная яма. Дискретный спектр и свя-

занные состояния в одномерном и двумерном случаях.
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Непрерывный спектр. Коэффициенты отражения и прохождения.
Туннельный эффект.

Линейный гармонический осциллятор в координатном и в импульс-
ном представлении. Повышающие и понижающие операторы. Коге-
рентные состояния осциллятора.

Движение в одномерном периодическом поле. Теорема Флоке. Ква-
зиимпульс. Теорема Блоха. Зоны энергии.

VI. Движение в поле центрально-
симметричного потенциала

Угловой момент в квантовой механике. Операторы момента ко-
личества движения и квадрата момента. Собственные значения и соб-
ственные функции. Сложение моментов. Коэффициенты Клебша–Гор-
дана.

Радиальное уравнение Шредингера. Пространственно-изотропный
осциллятор. Водородоподобный атом. Энергетический спектр, волно-
вые функции. Вырождение.

VII. Спин электрона
Гипотеза Уленбека и Гаудсмита. Оператор спина. Матрицы Пау-

ли и их свойства. Спиновая волновая функция. Уравнение Паули для
электрона во внешнем поле. Градиентная инвариантность. Методы из-
мерения спина.

VIII. Симметрии в квантовой механике
и законы сохранения

Инвариантность квантово-механической системы относительно
групп преобразований. Симметрии физической системы и законы со-
хранения. Группа пространственных трансляций и закон сохранения
импульса. Группа временных трансляций и закон сохранения энергии.
Группа трехмерных вращений и закон сохранения орбитального мо-
мента. Неприводимые представления группы трехмерных вращений.
Спин и полный момент. Группа пространственной инверсии и закон
сохранения четности. Группа обращения времени.
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ЗАДАНИЕ

Первое задание

1. с Найти уровни энергии и собственные функции частиц:
а) в потенциальной яме вида

U(x) =

{
−U0, |x| < a ,
0, |x| > a ;

б) в потенциальной яме вида

U(x) =

 ∞, x 6 0 ,
−U0, 0 < x < a ,
0, x > a .

Указать условие существования дискретного уровня энергии в
такой яме.

2. с Найти уровни энергии и собственные функции частицы в по-
тенциальном ящике

U(x) =

{
0, 0 < x < a ,
∞, x 6 0, a 6 x .

Найти ⟨x̂⟩ и ⟨∆x̂2⟩ для n-го стационарного состояния. Исполь-
зуя формулу ∂En/∂λ = ⟨n|∂Ĥ/∂λ|n⟩, вычислить силу, с которой
частица действует на стенку потенциального ящика. Найти фа-
зовый объем, приходящийся на одно квантовое состояние.

3. Найти коэффициенты прохождения и отражения:
а) для прямоугольной ямы;
б) для прямоугольного потенциального барьера.

4. с Найти собственное значение энергии и собственную функцию
связанного состояния частицы в поле

U(x) = −~2

m
κ0δ(x).

Найти ⟨x̂⟩, ⟨x̂2⟩ ⟨p̂⟩, ⟨p̂2⟩, проверить, выполняется ли соотноше-
ние неопределенностей.
Найти вероятность «ионизации» при внезапном изменении па-
раметра ямы от κ0 до κ1. Найти коэффициенты отражения и
прохождения частицы в этом поле.
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5. с Найти уровни энергии и собственные функции связанных со-
стояний частицы в поле:

U(x) = −~2

m
κ0 {δ(x+ a) + δ(x− a)} .

Особо рассмотреть случай (κ0a≫ 1).
Пусть при t = 0 волновая функция частицы имеет вид

ψ(x, 0) ≃ Ae−κ0|x−a|.

Найти вероятность того, что частица в момент t локализована
вблизи точки x = −a.

6. с Найти разрешенные зоны энергии для частицы, движущейся в
одномерном периодическом поле вида

U(x) = −~2

m
κ0

∞∑
n=−∞

δ(x− na).

Рассмотреть предельные случаи:

а) κ0a≫ 1 (сильная связь).
Особо рассмотреть первую разрешенную зону;
б) κ0a≪ 1 (слабая связь).

7. Определить волновые функции частицы в однородном поле

U(x) = −Fx.

8. a) Частица движется в потенциальном поле

U(x) =
mω2x2

2
.

Определить вероятность нахождения частицы вне классических
границ для основного состояния.
б) Найти энергетические уровни частицы, движущейся в потен-
циальном поле вида

U(x) =

 ∞, x 6 0,
mω2x2

2
, x > 0.
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9. с Проверить эрмитовость основных операторов (координаты, им-
пульса, момента импульса, гамильтониана). Проверить справед-
ливость соотношений (условий полноты):∑

n

|n⟩⟨n| = 1;

∫
|λ⟩⟨λ|dλ = 1.

Показать, что Â+Â – эрмитов оператор (при любом Â) и что
⟨Â+Â⟩ > 0.

10. с Найти
а) собственные значения и собственные функции оператора ин-
версии Î;
б) собственные значения и собственные функции оператора транс-
ляции T̂a.

11. Доказать справедливость соотношения

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂.

Раскрыть коммутаторы:

[p̂i, f(r)] ,

[
x̂, exp(

i

~
ap̂x)

]
,
[
p̂2i , f(r)

]
, где r =

√
x2 + y2 + z2;

[
L̂i, x̂k

]
,
[
L̂i, p̂k

]
,
[
L̂i, L̂k

]
,
[
L̂i, f(r)

]
,
[
L̂i, p̂kp̂l

]
,
[
L̂i, r̂

2
]
,[

L̂i, p̂
2
]
,
[
L̂i, (p̂r̂)

]
,
[
L̂i, (p̂r̂)p̂k

]
,
[
L̂z, L̂±

]
,
[
L̂+, L̂−

]
.

12. с Доказать справедливость соотношения:

eξÂB̂e−ξÂ = B̂ + ξ[Â, B̂] +
ξ2

2!

[
Â, [Â, B̂]

]
+ · · ·

Используя данное соотношение, преобразовать выражение
e−iap̂/~Û(r)eiap̂/~, где a = const.

Второе задание

13. с Пусть z – произвольное комплексное число, состояние |z⟩ по-
лучается из основного состояния гармонического осциллятора:
|z⟩ = exp(zâ+)|0⟩. Доказать, что

⟨z|Ĥ|z⟩
⟨z|z⟩

= ~ω
(
|z|2 + 1

2

)
,

где Ĥ – гамильтониан гармонического осциллятора с частотой ω.
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14. Показать, что в состоянии |l,m⟩ (определена проекция на ось z)
выполняются соотношения:

а) ⟨̂lx⟩ = ⟨̂ly⟩ = 0,

б) ⟨̂lx̂ly⟩ = −⟨̂lŷlx⟩ = im/2,

в) ⟨̂l2x⟩ = ⟨̂l2y⟩ = ⟨∆̂l2x⟩ = 1
2

[
l(l + 1)−m2

]
.

15. Найти собственные значения и собственные функции спиновых
операторов:

а) σ̂x, σ̂y, σ̂z;
б) σ̂n = (σ̂n0),

где n0 – единичный вектор с составляющими n0 ={sin θ0 cosφ0,
sin θ0 sinφ0, cos θ0} .

16. Электрон находится в состоянии с проекцией спина на ось z, рав-
ной 1/2. Какова вероятность различных значений, которые мо-
жет принимать проекция спина на ось n0 (см. задачу № 15)?
Найти явный вид оператора преобразования спинора при пово-
роте системы координат, при котором ось z совмещается с на-
правлением n0.

17. с Доказать соотношения:

а) σ̂j σ̂k = δjk1̂ + iejklσ̂l,

б) (σ̂Â)(σ̂B̂) = (ÂB̂) + i(σ̂[ÂB̂]),
где Â и B̂ – обычные (не спиновые) векторные операторы.

18. с Показать, что в однородном магнитном поле, переменном во
времени, волновая функция частицы со спином распадается на
произведение координатной и спиновой функций.

19. с Найти зависимость от времени спиновой функции покоящегося
µ-мезона, если в начальный момент

χ =

(
1
0

)
и включается магнитное поле H, направленное вдоль оси x. Най-
ти также средние значения ⟨σ̂x⟩, ⟨σ̂y⟩, ⟨σ̂z⟩. Убедиться в том,
что магнитный момент µ-мезона вращается. Получить вид спи-
новых операторов в представлении Гейзенберга. Чему равна ве-
роятность иметь в момент t проекцию на ось z, равную −1/2 ?
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20. ∗Частица со спином 1/2 находится в однородном магнитном поле
H(t) вида

H = {H1 cosωt,H1 sinωt,H0} ,
где H1, H0, ω – постоянные величины. При t = 0 частица нахо-
дится в состоянии с проекцией спина на ось z, равной sz = 1/2.
Найти вероятность перехода частицы к моменту времени t в со-
стояние, в котором проекция спина на ось z будет равной sz =
= −1/2.

21. Бесспиновая частица с зарядом e и массой m заключена в ящик
большого объема V и находится в постоянном однородном маг-
нитном поле H. Найти ее уровни энергии и кратность их вырож-
дения.

22. Записать уравнение Шредингера для двух частиц с массами m1

и m2, взаимодействующих по закону U(r1 − r2) в системе центра
масс. Какой вид имеет волновая функция ψ(r1 − r2)?

23. Определить энергетические уровни и волновые функции части-
цы, находящейся в сферическом «потенциальном ящике»:

U(r) =

{
0, r < a ,
∞, r > a .

Особо рассмотреть случай l = 0. ∗Сравнить полученное при этом
расположение уровней энергии со случаем, рассмотренным в за-
даче № 29.

24. ∗Определить дискретный спектр энергии частицы с моментом
l=0, находящейся в центрально-симметричной потенциальной яме:

U(r) =

{
−U0, r < a ,
0, r > a .

25. ∗Предполагая, что квантовая система состоит из одной частицы,
движущейся в потенциале U(r), найти условия, при которых та-
кая система будет
а) инвариантна относительно трансляций,
б) инвариантна относительно трехмерных вращений.

26. ∗Рассмотреть неприводимое представление D(1) (векторное) груп-
пы 3-мерных вращений. Найти матрицы генераторов этого пред-
ставления. Найти явный вид оператора преобразования вектора
состояния при повороте системы координат, при котором ось z
совмещается с направлением n0 (см. задачу № 15).
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27. ∗Определить группу симметрии двумерного изотропного осцил-
лятора.

28. с Найти среднее значение операторов r2, 1
r , p̂2 и волновую функ-

цию в импульсном представлении ϕ(p) для основного состояния
атома водорода.
Доказать теорему Гельмана–Фейнмана: ∂En

∂λ = ⟨∂Ĥ∂λ ⟩n и с ее по-
мощью вычислить средние значения ⟨ 1r ⟩ и ⟨ 1

r2 ⟩ в произвольном
состоянии атома водорода.
Используя теорему Эренфеста для радиального движения
d⟨p̂r⟩
dt = ⟨F̂r⟩, вычислить ⟨ 1

r3 ⟩ для состояний атома водорода с
орбитальным квантовым числом l > 0.

29. ∗Найти уровни энергии и волновые функции трехмерного изо-
тропного осциллятора путем разделения переменных в уравне-
нии Шредингера
а) в декартовой системе координат,
б) в сферической системе координат.
Найти кратность вырождения уровней энергии.

30. ∗Показать, что уравнение Шредингера для движения электрона
в поле двух неподвижных кулоновских центров допускает разде-
ление переменных в эллиптической системе координат.
(Эллиптические координаты определяются следующим образом:

ξ =
r1 + r2
R

; η =
r1 − r2
R

; 1 6 ξ <∞; −1 6 η 6 1,

а третья координата φ есть угол поворота вокруг оси, проходя-
щей через два кулоновских центра, находящихся на расстоянии
R друг от друга.)

31. ∗Показать, что уравнение Шредингера в задаче об атоме водоро-
да в однородном электрическом поле допускает разделение пере-
менных в параболической системе координат. (Параболические
координаты определяются формулами:

ξ = r + z; η = r − z; φ = arctg y
x ;

0 6 ξ <∞; 0 6 η <∞; 0 6 φ 6 2π.)

1-я контрольная работа – вторая декада марта
ЗАДАНИЕ 1 (срок сдачи 16.03–23.03.2021 года)
2-я контрольная работа – первая декада мая

ЗАДАНИЕ 2 (срок сдачи 12.05–18.05.2021 года)
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