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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Диссертация посвящена задачам математической

теории интерполяции стационарных гауссовских процессов и оценивания гладких

функций регрессии. При этом существенное внимание уделяется интерполяцион

ным методам и методам оценивания, основанным на сплайнах.

Задачи интерполяции функций естественным образом возникают в различ

ных областях прикладной математики, а методы интерполяции широко использу

ются в многочисленных инженерных приложениях. Как правило, задача интер

поляции заключается в восстановлении неизвестной функции по ее значениям,

заданным на дискретном множестве точек. Очевидно, что в общем случае точ

но восстановить функцию во всех точках невозможно и поэтому основной целью

является поиск методов интерполяции, обеспечивающих минимально возможную

ошибку интерполяции. Понятно также, что как ошибка интерполяции, так и метод

интерполяции критически зависят от имеющейся априорной информации об ин

терполируемой функции. Во многих случаях довольно естественно предполагать,

что интерполируемая функция является гладкой. При этом естественно возни

кает неформальная задача о том, как оптимальным образом трансформировать

интуитивное понятие гладкости в метод интерполяции.

Классические подходы к интепроляции гладких функций связаны с интер

поляциями с помощью полиномов. Они разрабатывались Лагранжем, Ньютоном,

Стирлиногом и др. Хорошо известно, что интерполяция полиномами становится

крайне неустойчива при возрастании числа наблюдений (феномен Рунге), к тому

же нет возможности контролировать степень гладкости получающейся интерполя

ции. Именно поэтому возникла идея использования интерполяционных локальных

полиномов невысокой степени. Для снижения погрешности интерполяции отрезок

наблюдения функции разбивается на несколько отрезков и на каждом из них стро

ится интерполяционный локальный полином, затем полиномы гладко сшиваются.

Степень локального полинома чаще выбирается из априорного представления о
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гладкости функции. Эта идея по-разному реализована в методах кусочно-глад

кой интерполяции Лагранжа, Эрмита (при заданных производных в точках на

блюдения), сплайнах. Отметим также, что локальные полиномы используются в

барицентрическом методе дробно-рациональной интерполяции Флоатера. Однако

точность этого метода при нерегулярном расположении точек чаще всего неудо

влетворительна.

Принципиально иной подход к задаче интерполяции основан на использо

вании вероятностных моделей для интерполируемой функции. Наиболее часто

используемый на практике, в особенности, в геостатистике, метод кригинга ис

пользует предположение о том, что наблюдаемая функция является реализацией

гауссовского процесса с ковариационной функций из некоторого заданного пара

метрического семейства. К сожалению, практически никогда нет уверенности в

том, что интерполируемый процесс принадлежит выбранному классу. Также при

построении интерполяции приходится оценивать параметры неизвестной ковари

ационной функции, что приводит к невыпуклой задаче оптимизации.

Среди многочисленных методов интерполяции функций, используемых на

практике, сплайны занимают особое место. Это прежде всего обусловлено тем,

что они

∙ позволяют хорошо интерполировать гладкие функции;

∙ имеют простую и ясную физическую интерпретацию. В частности, кубиче

ский сплайн описывается формой тонкой гибкой линейки, проходящей через

заданные точки;

∙ допускают исключительно быстрые алгоритмы для их вычисления.

Эти свойства сплайнов были замечены и использованы инженерами очень

давно, по-видимому, первое упоминание о сплайнах содержится в книге XVIII

века А.-Л. Дюамеля дю Монсо.
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Широкое использование сплайнов на практике требует их всестороннего тео

ретического обоснования. Поэтому, в частности, возникает задача сравнения ин

терполяции сплайнами с минимаксными интерполяциями гладких стационарных

гауссовских процессов и функций из соболевских классов. Кроме того, в инженер

ных приложениях часто требуется не только построить хороший метод интерполя

ции, но и оценить точность интерполяции, которую он может обеспечить. К сожа

лению, в рамках классической теории функциональной интерполяции последняя

задача не имеет решения. Ее решение становится возможным при некоторой до

полнительной априорной информации об интерполируемой функции. В качестве

такой информации может служить гипотеза о том, что функция представляет

собой реализацию гауссовского процесса.

Метод решения задачи о вычислении минимаксной интерполяции и ее точно

сти для соболевского класса гладких функций идейно близок к методу, предложен

ному М. С. Пинскером для асимптотически точного вычисления минимаксного

риска фильтрации квадратично-интегрируемых сигналов. Точное аналитическое

решение задачи минимаксной интерполяции возможно, если значения функции за

даются на бесконечной равномерной решетке. В этом случае можно осуществить

переход в спектральную область с помощью преобразования Фурье (см., напри

мер, статьи Г. К. Голубева , Г. К. Голубева и М. Нусбаума). При этом нижние

границы для ошибки интерполяции получаются на основе решения хорошо извест

ной задачи об интерполяции стационарных стохастических последовательностей,

которая была детально изучена в работах А. Н. Колмогорова и Н. Винера.

Задача интерполяции является предельным случаем задачи оценивания функ

ции регрессии при уровне шума, стремящемся к нулю. Поэтому в диссертации

наряду с задачами интерполяции рассматриваются задачи восстановления функ

ции регрессии с помощью сглаживающих сплайнов. При использовании сглажи

вающих сплайнов в случае ненулевого уровня шума возникает проблема выбора

параметра сглаживания. Часто он находится с помощью метода GCV, который

является одним из вариантов метода несмещенного оценивания риска. Для рис
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ка оценок, полученных с помощью метода несмещенного оценивания риска, А.

Кнайп получил очень хорошие верхние границы, равномерные по всем оценивае

мым функциям регрессии, которые часто называются в современной математиче

ской статистике оракульными неравенствами.

Очевидно, что выбор наилучшей оценки из заданного семейства оценок явля

ется частным случаем поиска наилучшей выпуклой комбинации оценок из этого

семейства. Такой метод построения оценок называется агрегацией. Первые подхо

ды к агрегации оценок были основаны на разбиении наблюдений на две незави

симые части. При этом оценки строились по одной части наблюдений, а наилуч

шая выпуклая комбинация вычислялась по другой. Этот подход был разработан

независимо А. Немировским и О. Катони. Разбиение выборки на две части неиз

бежно влечет потери статистической информации, содержащейся в наблюдениях,

и на практике его естественно стараются избежать. С математической точки зре

ния деление выборки приводит к тому, что получающиеся верхние границы для

риска агрегированной оценки оказываются хуже границ Кнайпа. Существенный

прогресс в методах агрегации, не использующих разбиение выборки, был достиг

нут в работе Г. Леюнга и А. Баррона для метода экспоненциального взвешивания.

Дальнейшее развитие методов этой работы сделано Г.К. Голубевым для агрегации

проекционных оценок. Отметим также, что несколько иные результаты для мето

да агрегации функций из словаря с помощью метода экспоненциального взвеши

вания в задаче восстановления функции регрессии получены недавно Ф. Риголле

и А. Цыбаковым, А. Далаляном и Ж. Салмоном.

Поэтому цели данной работы состоят в том, чтобы:

∙ математически обосновать близость интерполяционных сплайнов к наилуч

шим методам интерполяции функций из соболевских классов;

∙ разработать метод контроля точности для интерполяционных сплайнов;

∙ получить оракульные неравенства для экспоненциальной агрегации сглажи

вающих сплайнов, которые улучшают неравенство Кнайпа.
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В соответствии с перечисленными целями были определены задачи исследо

вания:

1. Вычислить ошибку минимаксной интерполяции гауссовских процессов из

соболевских классов и сравнить его с ошибкой интерполяции сплайнами.

2. Рассмотреть задачу минимаксной интерполяции гладких функций на равно

мерной решетке со случайным сдвигом.

3. Предложить и обосновать метод контроля точности сплайновой интерполя

ции на основе эквивалентности сплайнов и оптимальной интерполяции для

гауссовских стационарных процессов со специальными спектральными плот

ностями.

4. Доказать новые оракульные неравенства для задачи оценивания функции

регрессии с помощью метода экспоненциального взвешивания, улучшающие

известные результаты.

5. Экспериментально сравнить метод экспоненциального взвешивания с мето

дом несмещенного оценивания риска.

Общая методика исследования. Для решения поставленных задач в ра

боте используются методы математической статистики, теории случайных процес

сов, теории вероятности, аппарат анализа Фурье.

Научная новизна результатов, полученных в диссертации, заключается

в том, что предложен новый метод оценивания качества интерполяции методом

сплайнов. Основываясь на вероятностных свойствах несмещенной оценки риска,

доказаны новые оракульные неравенства для метода экспоненциального взвеши

вания упорядоченных оценок. Причем остаточный член в полученных оракульных

неравенствах улучшен по сравнению с результатом Кнайпа.

Практическая значимость. Практическая значимость диссертационной

работы определяется широким использованием предложенного метода контроля
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качества сплайнов, реализованного в программном продукте Macros компании

Datadvance, в частности, для решения ряда прикладных задач концерна EADS.

На защиту выносятся следующие результаты:

1. Показано, что риск интерполяции сплайнов близок к риску минимаксной

интерполяции гладких стационарных гауссовских процессов.

2. Вычислен риск минимаксной интерполяции гладких функций на равномер

ной решетке со случайным сдвигом. Полученный риск равен минимаксному

риску интерполяции гладких гауссовских стационарных процессов.

3. Предложен метод контроля точности интерполяции сплайнами. Показано,

что для определенного класса процессов предложенный метод является хо

рошей оценкой для реальной ошибки интерполяции.

4. Задачи восстановления функции регрессии с помощью сглаживающих сплай

нов сведены к задаче оценки зашумленного вектора при заданном множестве

упорядоченных оценок. Для метода экспоненциального взвешивания упоря

доченных оценок выведены новые оракульные неравенства.

5. Проведены численные эксперименты, которые показали, что в случае, когда

отношение риска оракула к дисперсии шума мало, экспоненциальное взве

шивание позволяет получить оценку с меньшим риском.

Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуждались на

следующих конференциях:

∙ 18-я European Young Statisticians Meetings (2013, Осиек, Хорватия);

∙ 43-rd Probability Summer school (2013, Сент-Флур, Франция);

∙ 9-я Международная конференция «Интеллектуализация обработки инфор-

мации» (2012, Будва, Черногория);
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∙ Международная конференция по вероятности и предсказательному модели

рованию (2012, Москва, Россия);

∙ Международная конференция молодых ученых «Информационные Техноло

гии и Системы» (2012, Петрозаводск, Россия; 2013, Калининград, Россия);

∙ 55-я Всероссийская научная конференция Московского физико-техническо

го института (2012, Долгопрудный, Россия).

Также результаты работы обсуждались на семинарах Лаборатории структурных

методов анализа данных в предсказательном моделировании МФТИ (2012, 2013).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в восьми

печатных изданиях, из которых [1–3] изданы в журналах, рекомендованных ВАК.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положения,

выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные

работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась совмест

но с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 3

глав, заключения и библиографии. Общий объем диссертации 97 страниц, вклю

чая 15 рисунков. Библиография включает 65 наименований.

Благодарности. Автор благодарен своему научному руководителю Георгию

Ксенофонтовичу Голубеву за постановки задач, плодотворные обсуждения, за по

стоянную поддержку и участие.

Работа выполнена при поддержке Лаборатории структурных методов анали

за данных в предсказательном моделировании, МФТИ, грант правительства РФ

дог. 11.G34.31.0073.
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Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сформули

рована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана практи

ческая значимость полученных результатов, представлены выносимые на защиту

положения.

В первой главе рассматривается задача интерполяции неизвестной функ

ции 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R. А именно, c помощью данных (𝑋, 𝑌 ) = {𝑋𝑘, 𝑌𝑘 = 𝑓(𝑋𝑘), 𝑘 =

1, . . . , 𝑛} необходимо восстановить значение функции 𝑓(𝑥) в некоторой заданной

точке 𝑥 ∈ (0, 1). Здесь и далее для простоты предполагается, что все точки 𝑋𝑘

различны, упорядочены 𝑋1 < 𝑋2 < . . . < 𝑋𝑛 и принадлежат отрезку [0, 1].

В первом разделе приводится краткий обзор наиболее часто используемых

на практике методов интерполяции.

Во втором разделе изучается интерполяция стационарного гауссовского

процесса со спектральной плотностью 𝐹𝛼(𝜔) = 𝑄/(𝜔2𝑚+𝛼2𝑚), где 𝑄, 𝛼 – положи

тельные, как правило, неизвестные параметры, 𝑚 ≥ 1 – известное целое число.

Хорошо известно, что наилучшая в смысле квадратичного критерия качества

интерполяция гауссовского процесса со спектральной плотностью 𝐹𝛼(𝜔) имеет вид

𝑓(𝑥,𝑋, 𝑌 ) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐾𝛼,𝑄,𝑚(𝑥,𝑋𝑘)𝑌𝑘,

где ядро 𝐾𝛼,𝑄,𝑚(·, ·) определяется как решение уравнения Винера-Хопфа-Колмо

горова

E

[︂
𝑓(𝑥)−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐾𝛼,𝑄,𝑚(𝑥,𝑋𝑘)𝑓(𝑋𝑘)

]︂
𝑓(𝑋𝑠) = 0, (1)

где 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. К сожалению, использовать это уравнение на практике затруд

нительно, так как параметры 𝛼 и 𝑄, как правило, неизвестны. В принципе, эти

параметры можно было бы оценить, например, с помощью метода максимального

правдоподобия, но такой подход существенно усложняет вычисление оптимальной

интерполяции поскольку приводит к нелинейной задаче оптимизации. Гораздо бо

лее робастным и простым подходом является поиск решения уравнения (1) при
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𝛼 → 0. Заметим однако, что поскольку

lim
𝛼→0

𝑄

𝜔2𝑚 + 𝛼2𝑚
=

𝑄

𝜔2𝑚
и

∞∫
−∞

1

𝜔2𝑚
𝑑𝜔 = ∞,

случайный процесс со спектральной плотностью 𝑄𝜔−2𝑚 не существует в обычном

смысле. Тем не менее, предельное ядро 𝐾𝑚(𝑥,𝑋) = lim𝛼→0𝐾𝛼,𝑄,𝑚(𝑥,𝑋) существу

ет. Чтобы найти уравнения, которым оно удовлетворяет, определим функции

𝑑(0)𝑠 [𝑥] = |𝑋𝑠 − 𝑥|2𝑚−1, 𝑑(𝑗+1)
𝑠 [𝑥] =

𝑑
(𝑗)
𝑠+1[𝑥]− 𝑑

(𝑗)
𝑠 [𝑥]

𝑋𝑠+𝑗+1 −𝑋𝑠
.

Теорема 1. Пусть все точки 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 различны и 𝑛 ≥ 𝑚 + 1. Тогда

𝐾𝑚(𝑥,𝑋𝑘) является решением системы линейных уравнений
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐾𝑚(𝑥,𝑋𝑘)𝑑
(𝑚)
𝑠 [𝑋𝑘] = 𝑑(𝑚)

𝑠 [𝑥], 𝑠 = 1, . . . , 𝑛−𝑚,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐾𝑚(𝑥,𝑋𝑘)𝑋
𝑝
𝑘 = 𝑥𝑝, 𝑝 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Основным результатом раздела является эквивалентность интерполяции сплай

нами и оптимальной интерполяции обобщенного гауссовского процесса со спек

тральной плотностью 𝜔−2𝑚. Интерполяционный сплайн определяется как предел

при 𝜖→ 0 решения следующей оптимизационной задачи:

𝑆𝜖
𝑄,𝑚(𝑥,𝑋, 𝑌 ) = argmin

𝑓

{︂
1

2𝜖2

𝑛∑︁
𝑗=1

[︀
𝑌𝑗 − 𝑓(𝑋𝑗)

]︀2
+

1

2𝑄

1∫
0

[︀
𝑓 (𝑚)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥

}︂
.

Интерполяционный сплайн линеен по 𝑌𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 и его можно записать

в виде

𝑆𝜖
𝑄,𝑚(𝑥,𝑋, 𝑌 ) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐾𝜖
𝑄,𝑚(𝑥,𝑋𝑘)𝑌𝑘.

Теорема 2. Предположим, что все точки 𝑋𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, различны и 𝑛 ≥ 𝑚.

Тогда

lim
𝜖→0

𝐾𝜖
𝑄,𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚(𝑥, 𝑦),

где ядро 𝐾𝑚(·, ·) определено в теореме 1.
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В третьем разделе рассматривается задача сравнения минимаксного рис

ка интерполяции и интерполяции методом сплайнов в классе гладких стационар

ных гауссовских процессов. Пусть 𝑓(·) — стационарный гауссовский процесс с

известной спектральной плотностью 𝐹 (𝜔). Задача состоит в том, чтобы восста

новить 𝑓(𝑥) на интервале [0, ℎ] по наблюдениям 𝑌𝑘 = 𝑓(𝑋𝑘), где 𝑋𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘 =

0,±1,±2, . . .. Поскольку процесс гауссовский и стационарный, то его наилучшая

интерполяция имеет вид

𝑓(𝑥,𝑋, 𝑌 ) = ℎ
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐾(𝑥−𝑋𝑘)𝑌𝑘,

где 𝐾(·) симметричное ядро, которое находится из минимизации средне квадра

тичной ошибки интерполяции. Для интерполяции 𝑓(𝑥,𝑋, 𝑌 ) эта ошибка опреде

ляется следующим образом:

𝜎2(𝑓, 𝐹 ) =
1

ℎ

ℎ∫
0

E[𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥,𝑋, 𝑌 )]2 𝑑𝑥.

Предположим, что процесс 𝑓(𝑥) гладкий, точнее, что он является гуссовским про

цессом, спектральная плотность которого принадлежит классу ℱ𝑚(𝐿), определя

емому условием

E[𝑓 (𝑚)(𝑥)]2 ≤ 𝐿.

Рассмотрим задачу минимаксной интерполяции гладких процессов со спек

тральными плотностями из этого класса. С математической точки зрения эта

задача состоит в том, чтобы

∙ вычислить минимаксную ошибку интерполяции

𝑅𝑚
ℎ (𝐿)

def
= inf

𝑓
sup

𝐹∈ℱ𝑚(𝐿)

𝜎2ℎ(𝑓, 𝐹 ),

где inf вычисляется по всем интерполяциям;

∙ построить минимаксную интерполяцию 𝑓*(·, 𝑋, 𝑌 ), то есть такую, что

𝑅𝑚
ℎ (𝐿) = sup

𝐹∈ℱ𝑚(𝐿)

𝜎2ℎ(𝑓*, 𝐹 ).
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Теорема 3. Минимаксная ошибка интерполяции вычисляется как

𝑅𝑚
ℎ (𝐿) =

𝐿

2

(︂
ℎ

𝜋

)︂2𝑚

.

При этом минимаксная интерполяция имеет вид

𝑓*(𝑥,𝑋, 𝑌 ) =
1

ℎ

∞∑︁
𝑘=−∞

𝐾*

(︂
𝑥−𝑋𝑘

ℎ

)︂
𝑓(𝑋𝑘),

где 𝐾*(·) — симметричное ядро, преобразование Фурье которого определяется

как

�̂�*(𝜔) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, 𝜔 ∈ [0, 𝜔*),

2𝑚−1(1− 𝜔)𝑚, 𝜔 ∈ [𝜔*, 1/2),

1− 2𝑚−1𝜔𝑚, 𝜔 ∈ [1/2, 1− 𝜔*),

0, 𝜔 ≥ 1− 𝜔*;

здесь 𝜔* = 1− 2−1+1/𝑚.

Чтобы понять, насколько хорошо сплайны интерполируют процессы со спектраль

ными плотностями из класса ℱ𝑚(𝐿), вычислим максимальную ошибку интерпо

ляции

𝜎2ℎ
[︀
ℱ𝑚(𝐿), 𝑆𝑚

]︀
= sup

𝑓∈ℱ𝑚(𝐿)

𝜎2ℎ(𝑓, 𝑆𝑚);

здесь 𝑆𝑚(𝑥, 𝑌 ) = lim𝜖→0 𝑆
𝜖
𝑚(𝑥, 𝑌 ) — интерполяционный сплайн, который в силу

теорем 1, 2 имеет следующий вид:

𝑆𝑚(𝑥,𝑋, 𝑌 ) =
1

ℎ

∞∑︁
𝑘=−∞

𝐾𝑚

(︂
𝑥−𝑋𝑘

ℎ

)︂
𝑓(𝑋𝑘).

При этом преобразование Фурье ядра 𝐾𝑚(·) определяется как

�̂�𝑚(𝜔) =

[︂
1 +

∑︁
𝑘 ̸=0

(︂
1 +

𝑘

𝜔

)︂−2𝑚]︂−1

.

Можно показать, что

𝜎2ℎ
[︀
ℱ𝑚(𝐿), 𝑆𝑚

]︀
=
𝐿

2

(︂
ℎ

𝜋

)︂2𝑚

max
𝜔

𝑞𝑚(𝜔),
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где

𝑞𝑚(𝜔) =
1

22𝑚−1𝜔2𝑚

{︂[︂
1− �̂�𝑚

(︂
𝜔

ℎ

)︂]︂2
+
∑︁
𝑘 ̸=0

�̂�2
𝑚

(︂
𝜔 + 𝑘

ℎ

)︂}︂
.

Аналитически вычислить максимум функции 𝑞𝑚(𝜔) довольно сложно. Мож

но подсчитать его численно и найти величину 𝜎2ℎ
[︀
ℱ𝑚(𝐿), 𝑆𝑚

]︀
/𝑅𝑚

ℎ (𝐿), которая

характеризует эффективность интерполяции сплайнами при различных 𝑚. Ока

зывается, что ошибка интерполяции сплайнами довольно близка к минимакс

ной ошибке интерполяции. Например, эффективность для кубических сплайнов

(𝑚 = 2) приблизительно равна 1,35.

Четвертый раздел посвящен интерполяции гладких функций, заданных

значениями на бесконечной равномерной решетке со случайным сдвигом. Точнее

рассмотрим интерполяцию гладких функций из соболевского класса 𝒲𝑚
𝑇 (𝐿), за

даваемого условиями

∞∫
−∞

[𝑓 (𝑚)(𝑥)]2 𝑑𝑥 ≤ 𝐿𝑇, supp{𝑓} ∈ [0, 𝑇 ].

При этом будем предполагать, что точки 𝑋𝑘 расположены на решетке 𝑋𝜁
𝑘 =

𝑘ℎ + 𝜁, 𝑘 = 0 ± 1, . . . с шагом ℎ > 0. Здесь и далее 𝜁 – случайная величина

равномерно распределенная на [0, ℎ].

Задача состоит в том, чтобы восстановить функцию 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑇 ] при

заданных значениях 𝑌 𝜁
𝑘 = 𝑓(𝑋𝜁

𝑘). При этом потенциально наилучшее качество

интерполяции определяется минимаксной ошибкой интерполяции

𝜌𝑇ℎ (𝐿) = inf
𝑓

sup
𝑓∈𝒲𝑚

𝑇 (𝐿)

E𝜁

𝑇∫
0

[𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥,𝑋𝜁 , 𝑌 𝜁)]2 𝑑𝑥,

где E𝜁 усреднение по распределению величины 𝜁, а inf вычисляется по всем ин

терполяциям.

Следующий результат показывает, что минимаксные интерполяции гауссов

ских случайных процессов со спектральными плотностями из класса ℱ𝑚(𝐿) и

функций из соболевского класса 𝒲𝑚
𝑇 (𝐿) очень близки.
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Теорема 1. При 𝑇 → ∞

𝜌𝑇ℎ (𝐿)

𝑇
= (1 + 𝑜(1))

𝐿

2

(︂
ℎ

𝜋

)︂2𝑚

.

В пятом разделе предлагается простой метод контроля точности интерпо

ляции сплайнами. Будем считать, что 𝑋𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . и 𝑌𝑘 = 𝑓(𝑋𝑘).

Обозначим 𝑆𝑚(𝑥,𝑋, 𝑌 ) интерполяционный сплайн порядка 𝑚 и соответственно

𝑆𝑚+1(𝑥,𝑋, 𝑌 ) интерполяционный сплайн следующего порядка. В качестве оценки

для величины реальной ошибки интерполяции

𝜎2𝑚(𝑥) = [𝑓(𝑥)− 𝑆𝑚(𝑥,𝑋, 𝑌 )]2

будем использовать величину

�̄�2𝑚(𝑥) = [𝑆𝑚+1(𝑥,𝑋, 𝑌 )− 𝑆𝑚(𝑥,𝑋, 𝑌 )]2.

Следующий результат обосновывает этот метод.

Теорема 4. Пусть 𝑓(𝑥) – стационарный процесс со спектральной плотностью

𝐹 (𝜔), имеющей представление 𝐹 (𝜔) = 𝜑(𝜔)𝜔−2𝑚, где 𝜑(·) – положительная чет

ная функция, не возрастающая при 𝜔 > 0. Тогда существует постоянная 𝑉𝑚

такая, что
𝑋𝑘+1∫
𝑋𝑘

E𝜎2𝑚(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝑉𝑚

𝑋𝑘+1∫
𝑋𝑘

E�̄�2𝑚(𝑥) 𝑑𝑥. (2)

Если интерполируемая функция обладает большой гладкостью, то можно

показать, что постоянная 𝑉𝑚 в неравенстве (2) близка к 1, точнее lim𝑚→∞ 𝑉𝑚 = 1.

Заметим также, что условие невозрастания функции 𝜑(𝜔) при положитель

ных 𝜔 можно заменить на условие 𝐴𝜑∘(𝜔) ≤ 𝜑(𝜔) ≤ 𝐵𝜑∘(𝜔), где 𝐴,𝐵 – некоторые

положительные постоянные, а 𝜑∘(𝜔) симметричная, не возрастающая функция

при положительных 𝜔.

Во второй главе рассматриваются методы агрегации линейных упорядо

ченных оценок в задаче восстановления неизвестного вектора по зашумленным
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данным. Эти задачи играют принципиально важную роль, в частности, при оце

нивании функции регрессии с помощью сглаживающих сплайнов.

В первом разделе приводится постановка и мотивация задачи оценивания

вектора 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛)
⊤ по наблюдениям

𝑌𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝜎𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3)

где 𝜉𝑖 белый гауссовский шум. Для простоты предполагается, что параметр 𝜎 > 0

известен. Основная цель состоит в том, чтобы построить оценку вектора 𝜇 на

основе семейства линейных оценок

�̂�ℎ𝑖 (𝑌 ) = ℎ𝑖𝑌𝑖, ℎ ∈ ℋ, (4)

где ℋ — заданное множество векторов из R𝑛, которое будет описано ниже.

Риск оценки �̂�(𝑌 ) = (�̂�𝑖(𝑌 ), . . . , �̂�𝑛(𝑌 ))⊤ измеряется величиной

𝑅(�̂�, 𝜇) = E𝜇‖�̂�(𝑌 )− 𝜇‖2,

здесь E𝜇 — математическое ожидание по мере P𝜇, порожденной наблюдениями

(3), ‖·‖ и ⟨·, ·⟩ обозначают норму и скалярное произведение в R𝑛 соответственно,

то есть ‖𝑥‖2 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥
2
𝑖 , ⟨𝑥, 𝑦⟩ =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖.

Нетрудно показать, что средне-квадратичный риск линейной оценки �̂�ℎ(𝑌 )

вычисляется следующим образом:

𝑅(�̂�ℎ, 𝜇) = ‖(1− ℎ) · 𝜇‖2 + 𝜎2‖ℎ‖2,

где 𝑥 · 𝑦 означает покоординатное произведение векторов 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, то есть 𝑥 · 𝑦 ∈

R𝑛 с компонентами 𝑥𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Очевидно, что этот риск зависит от ℎ и мы можем найти его минимум по

ℎ ∈ ℋ, который часто называют оракульным риском

𝑟ℋ(𝜇) = min
ℎ∈ℋ

𝑅(�̂�ℎ, 𝜇).

Однако, мы не можем использовать оценку

𝜇*(𝑌 ) = ℎ* · 𝑌, ℎ* = argmin
ℎ∈ℋ

𝑅(�̂�ℎ, 𝜇),
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так как она зависит от неизвестного вектора 𝜇. Поэтому нашей целью являет

ся построение оценки �̃�ℋ(𝑌 ) на основе заданных оценок �̂�ℎ(𝑌 ), ℎ ∈ ℋ, такой,

чтобы ее риск был как можно ближе к риску оракула. То есть мы хотим, чтобы

равномерно по 𝜇 ∈ R𝑛 выполнялось неравенство следующего вида:

𝑅(�̃�ℋ, 𝜇) ≤ 𝑟ℋ(𝜇) + Δ̃ℋ(𝜇),

где Δ̃ℋ(𝜇) — остаточный член, который мы хотели бы сделать меньше риска ора

кула 𝑟ℋ(𝜇). Такого типа неравенства часто называются оракульными. Основной

задачей является поиск оценок с минимальным остаточным членом. В общем слу

чае эта задача не имеет решения. Однако в некоторых случаях удается построить

оценку �̃�ℋ(𝑌 ) такую, что:

∙ Δ̃ℋ(𝜇) ≤ 𝐶𝑟ℋ(𝜇) для всех 𝜇 ∈ R𝑛, где 𝐶 > 1 константа,

∙ Δ̃ℋ(𝜇) ≪ 𝑟ℋ(𝜇) для всех 𝜇 : 𝑟ℋ(𝜇) ≫ 𝜎2.

Известно, что можно построить оценку с приведенными выше свойствами,

если векторы в ℋ являются упорядоченными.

Определение 1. Множество ℋ состоит из упорядоченных векторов, если

∙ ℎ𝑖 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 для всех ℎ ∈ ℋ,

∙ ℎ𝑖+1 ≤ ℎ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 для всех ℎ ∈ ℋ,

∙ если для некоторого натурального 𝑘 и некоторых ℎ, 𝑔 ∈ ℋ

ℎ𝑘 < 𝑔𝑘, тогда ℎ𝑖 ≤ 𝑔𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Последнее условие означает, что векторы из ℋ могут быть естественным об

разом упорядочены, так как для любых ℎ, 𝑔 ∈ ℋ возможно только два случая:

ℎ𝑖 ≤ 𝑔𝑖 или ℎ𝑖 ≥ 𝑔𝑖 для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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В качестве мотивации для задачи оценивания зашумленного вектора при за

данном множестве упорядоченных оценок рассмотрим задачу оценивания регрес

сионной функции с помощью сглаживающих сплайнов. Необходимо восстановить

гладкую функцию 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1] по наблюдениям

𝑍𝑖 = 𝑓(𝑋𝑖) + 𝜖𝜉′𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (5)

где 𝑋𝑖 ∈ (0, 1) и 𝜉′𝑖 независимые случайные величины со стандартным нормаль

ным распределением. В качестве оценок функции регрессии 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1] будем

использовать сглаживающие сплайны, которые определяются как решения следу

ющей оптимизационной задачи

𝑆𝑝(𝑥,𝑋, 𝑍) = argmin
𝑓

{︂
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝑍𝑖 − 𝑓(𝑋𝑖)]
2 + 𝑝

1∫
0

[𝑓 (𝑚)(𝑥)]2 𝑑𝑥

}︂
, (6)

где 𝑓 (𝑚)(·) — производная порядка 𝑚 и 𝑝 > 0 — сглаживающий параметр.

Для того чтобы свести задачу оценивания функции регрессии с помощью

сплайнов к задаче восстановления вектора в белом гауссовском шуме (3), перейдем

в базис Райнша–Деммлера 𝜓𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Этот базис обладает

свойством двойной ортогональности

⟨𝜓𝑘, 𝜓𝑙⟩𝑛 = 𝛿𝑘𝑙,

1∫
0

𝜓
(𝑚)
𝑘 (𝑥)𝜓

(𝑚)
𝑙 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛿𝑘𝑙𝜆𝑘, 𝑘, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, (7)

где здесь и ниже ⟨𝑢, 𝑣⟩𝑛 обозначает скалярное произведение

⟨𝑢, 𝑣⟩𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑋𝑖)𝑣(𝑋𝑖),

и собственные числа 𝜆𝑘 упорядочены 𝜆𝑛 ≥ . . . ≥ 𝜆1. Функцию 𝑓(·) и наблюдения

𝑍 можно разложить по базису Райнша-Деммлера следующим образом:

𝑓(𝑋𝑖) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜓𝑘(𝑋𝑖)𝜇𝑘, 𝑌𝑘 = ⟨𝑍, 𝜓𝑘⟩𝑛 = 𝜇𝑘 +
𝜖√
𝑛
𝜉𝑘. (8)

Затем, подставляя (8) в (6), приходим к

𝑆𝑝(𝑥,𝑋, 𝑌 ) =
𝑛∑︁

𝑘=1

�̂�𝑘𝜓𝑘(𝑥),
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где

�̂�𝑘 = argmin
𝜇

{︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

[𝑌𝑘 − 𝜇𝑘]
2 + 𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜇
2
𝑘

}︂
=

𝑌𝑘
1 + 𝑝𝜆𝑘

.

Поэтому задачи (3)-(4) и (5)-(6) эквивалентны при 𝜎 = 𝜖/
√
𝑛, причем

ℋ =

{︂
ℎ : ℎ𝑘 =

1

1 + 𝑝𝜆𝑘
, 𝑝 > 0

}︂
.

Во втором разделе приводится доказательство оракульного неравенства

для метода агрегации упорядоченных оценок с помощью экспоненциального взве

шивания в задаче оценивания зашумленного вектора.

Рассматривается оценка, полученная с помощью экспоненциального взвеши

вания оценок �̂�ℎ, ℎ ∈ ℋ, то есть оценка следующего вида

�̄�(𝑌 ) =
∑︁
ℎ∈ℋ

𝑤ℎ(𝑌 )�̂�ℎ(𝑌 ), (9)

где 𝑤ℎ(𝑌 ) положительные веса, такие что
∑︀

ℎ∈ℋ𝑤
ℎ(𝑌 ) = 1 и

𝑤ℎ(𝑌 ) = 𝜋ℎ exp

[︂
−𝑟(𝑌, �̂�

ℎ)

2𝛽𝜎2

]︂⧸︂∑︁
𝑔∈ℋ

𝜋𝑔 exp

[︂
−𝑟(𝑌, �̂�

𝑔)

2𝛽𝜎2

]︂
, 𝛽 > 0,

𝑟(𝑌, �̂�ℎ) — несмещенная оценка риска линейной оценки �̂�ℎ(𝑌 ), а именно

𝑟(𝑌, �̂�ℎ) = ‖(1− ℎ)𝑌 ‖2 + 2𝜎2
𝑛∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖 − 𝜎2𝑛.

Априорные веса 𝜋ℎ зададим следующим образом

𝜋ℎ =

[︂
1− exp

{︂
−‖ℎ+‖1 − ‖ℎ‖1

𝛽

}︂]︂
,

где

ℎ+ = min{𝑔 ∈ ℋ : 𝑔 > ℎ},

𝜋ℎmax = 1, где ℎ𝑚𝑎𝑥 = maxℎ∈ℋ ℎ, и ‖ℎ‖1 =
∑︀𝑛

𝑖=1 |ℎ𝑖|.

Также будем предполагать выполненным следующее условие.

Условие 1. Существует постоянная 𝐾∘ ≥ 0, такая что для всех ℎ ≥ 𝑔 из ℋ

‖ℎ‖2 − ‖𝑔‖2 ≥ 𝐾∘
(︀
‖ℎ‖1 − ‖𝑔‖1

)︀
.
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Следующая теорема является основным результатом раздела.

Теорема 5. Пусть 𝛽 ≥ 4 и выполнено Условие 1. Тогда равномерно по 𝜇 ∈ R𝑛

выполнено следующее неравенство:

E𝜇‖�̄�− 𝜇‖2 ≤ 𝑟ℋ(𝜇) + 2𝛽𝜎2 log

[︂
𝐶

(︂
1 +

𝑟ℋ(𝜇)

𝜎2

)︂]︂
,

где 𝐶 = 𝐶(𝐾∘, 𝛽) строго положительная постоянная, зависящая от 𝐾∘, 𝛽.

Заметим, что этот результат улучшает классическое неравенство Кнайпа.

В третьем разделе рассматривается следующее обобщение задачи оцени

вания зашумленного вектора при помощи агрегации упорядоченных оценок из

заданного множества. Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям

𝑌𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝜎𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (10)

где 𝜉𝑖 — стационарный гауссовский процесс с нулевым средним и E𝜉2𝑖 = 1, оце

нить неизвестный вектор 𝜇 = {𝜇1, . . . , 𝜇𝑛}. Основная цель состоит в том, чтобы

показать, что оракульные неравенства для метода экспоненциального взвешива

ния упорядоченных линейных оценок, полученные для белого щума, останутся

справедливыми и для цветных шумов.

В качестве мотивации задачи (10) рассмотрим оценивание функции регрессии

в гетероскедастичном шуме с помощью сглаживающих сплайнов. В этой задаче

необходимо оценить функцию 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1] по зашумленным наблюдениям

𝑍𝑖 = 𝑓(𝑋𝑖) + 𝜎(𝑋𝑖)𝜁𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (11)

где 𝜁 — стандартный белый гауссовский шум, а 𝜎2(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1] — неизвест

ная непрерывная функция. В качестве оценок будем использовать сглаживаю

щие сплайны, которые являются решением оптимизационной задачи (6). Для то

го чтобы проверить эквивалентность моделей (11) и (10), воспользуемся базисом

Райнша-Деммлера 𝜓𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 из (7). Представляя функцию
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регрессии в виде 𝑓(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝜓𝑘(𝑥)𝜇𝑘, получаем, что наблюдения (11) эквива

лентны

𝑌𝑘 = ⟨𝑍, 𝜓𝑘⟩𝑛 = 𝜇𝑘 + 𝜉′𝑘, где 𝜉′𝑘 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜎(𝑋𝑖)𝜓𝑘(𝑋𝑖)𝜁𝑖.

При равномерном распределении точек 𝑋𝑖 для базиса Райнша-Деммлера из

вестна следующая асимптотика:

𝜓𝑘(𝑥) ≈
√︂

2

𝑛
cos(𝜋𝑘𝑥), 𝑛, 𝑘 → ∞.

Поэтому при больших 𝑛, 𝑘, 𝑗

E𝜉′𝑗𝜉
′
𝑘 ≈

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑝=1

𝜎2(𝑋𝑖) cos[𝜋(𝑘 − 𝑗)𝑝].

Таким образом, гауссовская последовательность случайных величин 𝜉′𝑘, 𝑘 =

1, . . . , 𝑛 близка к стационарной. При этом для дисперсии шума в (10) справедлива

асимптотическая формула 𝜎2 ≈
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜎
2(𝑋𝑖)/𝑛. Отметим также, что эту величину

несложно оценить по наблюдениям (11), например, с помощью оценки �̄�2(𝑍) =

1
2𝑛

∑︀𝑛−1
𝑖=1 [𝑍𝑖 − 𝑍𝑖+1]

2. Поэтому параметр 𝜎 в (10) можно считать известным.

Оказывается, что для этой задачи оценивания вектора в стационарном гаус

совском шуме с помощью метода экспоненциального взвешивания (9) верен ана

логичный Теореме 5 результат.

Теорема 6. Пусть 𝛽 ≥ 4 и выполнено Условие 1. Тогда равномерно по 𝜇 ∈ R𝑛

выполнено следующее неравенство:

E𝜇‖�̄�− 𝜇‖2 ≤ 𝑟ℋ(𝜇) + 2𝛽𝜎2 log

[︂
𝐶

(︂
1 +

𝑟ℋ(𝜇)

𝜎2

)︂]︂
,

где 𝐶 = 𝐶(𝐾∘, 𝛽) строго положительная постоянная, зависящая от 𝐾∘, 𝛽.

В третьей главе приведены результаты вычислительных экспериментов.

Первый раздел посвящен сравнению методов одномерной интерполяции данных.

Во втором разделе сравнивается предложенный метод контроля точности для ин

терполяции сплайнами с крикингом. По результатам экспериментов для гладких
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функций контроль точности интерполяции, который обеспечивают сплайны, ока

зался существенно лучше того, что дает кригинг. В третьем разделе представле

ны результаты сравнения рисков агрегированной оценки сглаживающих сплайнов

для разных значений параметра 𝛽 в методе экспоненциального взвешивания. По

лучено, что в случае, когда отношение сигнал/шум невелико, экспоненциальное

взвешивание позволяет получить оценку с существенно меньшим риском.

В заключении перечислены следующие основные результаты.

1. Доказана эквивалентность интерполяционных сплайнов и наилучшей ин

терполяции для обобщенных гауссовских процессов со специальными спек

тральными плотностями. Вычислена величина минимаксной ошибки интер

поляции в классе гладких процессов.

2. Вычислена минимаксная ошибка интерполяции гладких функций из собо

левских классов, заданных значениями на равномерной решетке со случай

ным равномерным сдвигом. Показано, что эта ошибка близка к минимаксной

ошибке интерполяции на классе гладких процессов.

3. На основе эквивалентности сплайнов и наилучших интерполяций обобщен

ных гауссовских процессов предложен метод контроля точности интерполя

ции сплайнами. Показано, что для определенного класса процессов предло

женный метод является хорошей оценкой для реальной ошибки.

4. Разработаны новые подходы к доказательству оракульных неравенств для

метода экспоненциального взвешивания. С их помощью получены оракуль

ные неравенства в задаче оценивания функции регрессии с помощью сгла

живающих сплайнов.

5. Проведены численные эксперименты, которые показали, что в случае, когда

отношение сигнал/шум невелико, экспоненциальное взвешивание позволяет

получить оценку с существенно меньшим риском.
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